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147«  Wir  haben  in  der  Theorie  des  Punkthaufens  eine  Anzahl 
von  Summen  auftreten  sehen,  z.  B.  die  folgenden: 

1)  Die  Masse  Jju. 

2)  Die  Summen  Sfix^  Sfiy^  ^f^^j  welche  in  der  Schwerpunkts- 

formel  auftreten,  resp.  deren  Resultante  „Ortsquantität^  Sihq. 

3)  Die  Potentialfunction  2—   und    die    entsprechende   Summe, 

welche  in  den  Anziehungscomponenten  des  Punkthaufens  vor- 
kommt. 

4)  Die  lebendige  Kraft  ^2fiv^. 

5)  Die  geometrische  Summe  „Bewegungsmenge^  JSfiv^  resp.  deren 
Componenten  2fxv:g  u.  s.  w. 

Die  drei  ersten  von  diesen  hängen  nur  von  der  jeweiligen  Ge- 
staltung des  Punkthaufens  ab,  nicht  von  den  gleichzeitig  vorhandenen 
Bedingungen;  sie  können  daher  ohne  Weiteres  einer  etwas  eingehen- 
deren Betrachtung  unterzogen  werden.  Dabei  wird  vornehmlich  die 
Frage  zu  erörtern  sein,  wie  sie  sich  gestalten,  wenn  unendlich  viele 
materielle  Elemente  zu  einem  continuirlichen  materiellen  Gebilde  zu- 
sammentreten. 

Ist  statt  discreter  Punkte  ein  ausgedehntes  Gebilde  K  gegeben, 
so  denken  wir  uns  dasselbe  in  Elemente  dK  zerlegt.  Für  jedes  ein- 
zelne Element  dK  ist  die  Masse  eine  bestimmte,  kn  Allgemeinen  un- 
endlich kleine  Grösse,  femer  ist  für  jedes  dK  sowohl  die  Coordinate 
j^j  wie  die  Geschwindigkeit  Vjg  eine  bestimmte  Grösse.    Es  lassen  sich 

also  fSr  jedes  Element  dK  die  Grössen  fix,  -^,  u.  s.  w.  bilden,  und, 

nachdem  sie  gebildet  sind,  summiren.  Diese  Summation  wird,  da  es 
sich  um  unendlich  kleine  Elementargrössen  handelt,  durch  Integriren 
vorgenommen  werden. 


422  Masse  und  Dichtigkeit. 

A.    Das  Massenintegral. 

148.  R&nmllclie  Dichtigkeit  nnd  Hasse.  Das  continuirliche 
Gebilde  K  kann  ein  Körper,  eine  Fläche  oder  eine  Linie  sein.  Wir 
nehmen  zunächst  an,  es  sei  ein  Körper.  Das  Element  dK  desselben 
wird  eine  gewisse  Masse  dM  enthalten;  wir  nennen  den  Quotienten 

dM 
dK 

die  räumliche  Dichtigkeit  oder  die  Dichtigkeit  schlechthin 
des  Elements  dK,  Es  kann  auch  „specifische  Masse^  genannt 
werden. 

Anm.  1.  Wie  in  allem,  ^as  sich  auf  Gewichts-  und  Haassenbestimmung  be- 
zieht, so  auch  im  Gebrauch  des  Wortes  Dichtigkeit  herrscht  in  der  Literatur 
keide  ToUe  Uebereinstimmung;  doch  braucht  die  grosse  Mehrzahl  der  «Autoren 
den  Begriff  Dichtigkeit  im  obigen  Sinn.  Für  das  vorliegende  Buch  gilt  aus- 
schliesslich die  Definition:  „Dichtigkeit  ist  der  Quotient  aus  Masse  und  Volumen 
des  Eörperelements'. 

Anm.  2.    dK  hat  gleichzeitig  ein  bestimmtes  Gewicht  dP^  und  der  Quotient 

dP 
-T=r  heisst  das  specifische  Gewicht  des  Elements  dK,    a)  Nach  der  Gauss'- 

sehen  Definition  der  Kraft-  und  Gewichtseinheit,  welche  wir  willkürlich  acceptirt 
haben,  ist  das  Gewicht  eines  Körpers  gleich  seiner  Masse,  also  das  specifische 
Gewicht  identisch  mit  der  Dichtigkeit,  b)  Behält  man  unsere  Definition  des  Be- 
griffes „Gewicht*',  wie  sie  in  9S»  gegeben  wurde,  bei,  acceptirt  aber  die  Kraft- 
einheit der  französischen  Mathematiker,  so  ist  das  Gewicht  eines  Körpers  6  mal 
grösser  als  seine' Masse,  also  auch  das  specifische  Gewicht  Gmü  grösser  als  die 
Dichtigkeit  c)  Braucht  man  das  Wort  „Gewichf*  im  Sinne  von  „Druck  aus  der 
Erdschwere",  so  müsste  man  folgerichtiger  Weise  auch  das  „specifische  Gewicht** 
als  den  variablen  Quotienten  aus  Gravitationsdruck  und  Volumen  des  Elements 
definiren.  Das  geschieht  aber  nirgendwo;  auch  diejenigen  Autoren,  welche  das 
„Gewicht**  als  Kraftgrösse  definiren,  brauchen  den  Ausdruck  „specifisches  Ge- 
wicht** im  Sinne  von  (b). 

Wir  bezeichnen  die  Dichtigkeit  eines  Eörperelements  durch  den 
Buchstaben  q  oder  k.  Ein  Körper,  dessen  Dichtigkeit  in  allen  Punkten 
dieselbe  ist,  heisst  (mechanisch)  homogen. 

Die  Definition  der  Dichtigkeit  spricht  sich  aus  in  der  Gleichung 

dM 


(1)        Q  = 


dK 


Häufig  bietet  sich  nun  der  Fall  dar,  dass  fär  einen  bestimmten  Kör- 
per K  die  Grösse  q  als  Function  der  Coordinaten  gegeben  ist.  Daran, 
schliesst  sich  dann  die  Aufgabe,  die  Masse  des  Körpers  zu  bestimmen. 
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Aus  (1)  folgt  unmittelbar 

(2)        dM=QdK, 
und  hieraus,  wenn  M  die  Gesammtmasse  von  K  ist 

(3)        M  =  JQdK, 

wo  das  Integral  rechts  über  'den  Gesammtinhalt  des  Körpers  auszu- 
dehnen ist.    Ist  der  Körper  homogen,  also  q  constant,  so  wird  aus  (3) 

(4)        M=QfdK=QK. 

Die  Massenbestimmung  reducirt  sich  also  dann  auf  die  Bestimmung 
des  Volumens. 

Im  practischen  Fäll  präsentirt  sich  dK  Terschieden,  je  nachdem  man  die 
Ooordinaten  wählt.  Bei  Anwendung  cartesiscber  Coordinaten  theilt  man  das 
Volumen  K  durch  Ebenen,  die  den  Coordinatenebenen  parallel  sind,  in  parallel- 
epipedische  Elemente,  deren  eines  die  Grösse  dxdydz  hat;  dann  ist  also 


(3a)        M  =  jiipdxdifdz. 


Bei  Anwendung  von  Polarooordinaten  sei  r  der  Abstand  des  betrachteten  Elements 
vom  Mittelpunkt  des  Goordinatensystems,  (p  der  Winkel,  den  r  mit  der  Funda- 
mentalaxe  macht,  %  der  Winkel,  den  die  durch  r  und  die  Fundamentalaxe  gelegte 
Ebene  mit  der  Fundamentalebene  einschliesst.  Dann  ist  das  Volumenelement 
r^  sm  fpd%dffdr,  also 


(3b)        M^ffLrHin^d^dffdr. 


Beispiele.  1)  Concentrisch  geschichtete  Kugel.  Gegeben  sei  eine 
Kugel  vom  Radius  a.  Die  Dichtigkeit  ihrer  Elemente  sei  eine  blosse  Function 
des  Abstandes  vom  Mittelpunkt,  also  /(r).    Dann  ist  nach  Gl.  (3  b) 

/r=a  /*&=in  ^9  =  71 
1  I  /(r)r«  sin  <prf(prf»rfr 


=  4wr       f(r).r^dr. 


r=0 


Also  z.  B.,  wenn  /(r)  =  c  4-6(0 — 0  gesetzt  wird,   M  s=  Ait  Uc-\-ab)-^ — ^~7~j 

u.  s.  w. 

2)  Aehnlich  geschichtetes  Ellipsoid.  Gegeben  sei  ein  Ellipsoid,  dessen 
Hälbaxen  a,  6,  e  sind.  Dasselbe  zerfalle  in  homogene  Schichten  von  unendlich  ge- 
ringer Dicke,  deren  Begrenzungsflächen  sämmtlich  der  Oberfläche  des  Ellipsoids 
ähnlich  sind.  Die  Dichtigkeit  der  einzelnen  Schicht  wird  sich  ausdrucken  lassen 
als  Function  ihres  auf  der  Halbaxe  a  gemessenen  Abstandes  vom  Mittelpunkt, 
den  wir  mit  x  bezeichnen.    Jede  Schicht  ist  eingeschlossen   von  zwei  ähnlichen 
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Ellipsoiden,  deren  inneres  durch  den  Abstand  x  bestimmt  ist,  während  das  äussere 

b        c 
den  Abstand  x-^-dx  hat.    Das  innere  hat  demnach  die  Halbazen  x,  i  — ,  x — , 

a         a 

4 

4ic        hc  0 

somit  das  Volumen  -ö-*'— i->  d*^  äussere  hat  die  Halbaxen  x-+-dlr,  — (x-hdx), 

— (x-hdx)  also  das  Volumen  -5 =■  (x-f-ctt)'  oder  -5 =- («* -I- 3a:' dr).     Die 

a  Od  öd' 

zwischen  beiden  enthaltene  Schicht  hat  demnach  das  Volumen  4ii— =-x'd!r,   und 

die  Dichtigkeit  /(x) ;  also  ist  die  Masse  des  ganzen  Ellipsoids 

Af=4ic-^  j  /{x)x^dx, 
0 

Mittlere  Dichtigkeit  des  Körpers  K  heisst  der  mittlere  Werth 
von  Q  im  Innern  des  Volumens  K^  also  gemäss  der  Definition  eines 
Mittelwerths  die  Grösse 

M 


Q  =  ~^JQdK    oder     -^ 


Sie  ist  leicht  bestimmbar,  sobald  M  bestinunt  ist. 

Anm.  1.  Die  physikalisch-chemischen  Erfahrungen  machen  es  wahrscheinlich, 
dass  die  ponderable.  Materie  aus  discreten  Atomen  besteht,  dass  also  die  pon- 
derablen  Korper  nicht  eigentlich  continuirlich  ausgedehnt  sind,  zugleich  aber 
auch,  dass  die  Discontinuitäten  derselben  äusserst  klein  sind,  so  dass  Körper  von 
experimentellen  Dimensionen  im  Mittel  als  continuirliche  Körper  behandelt  wer- 
den können.  Es  ist  aber  nicht  zu  vergessen,  dass  das  Abstractum  „continuir- 
licber  Körper"  eben  nur  ein  Abstractum  ist,  welches  die  physikalischen  Körper 
in  weitgehender  Annäherung  versetzen  kann,  so  lange  man  Eigenschaften  der 
letzteren  betrachtet,  die  von  messbaren  oder  sehr  grossen  Entfernungen  und 
Dimensionen  abhängen.    Diese  Anmerkung  gilt  für  alle  folgenden  Integrale  mit 

Anm.  2.    Das  Volumen  K  kann  auch  andere  Agentien  als  ponderable  Masse 

enthalten.    Ist  dQ  die  Menge  des  betreffenden  Agens  (z.  B.  Wärme,  Electricität), 

dQ 
welche  im  Element  dK  enthalten  ist,  so  nennt  man  allgemein  -r=-  die  Dichtig- 

keit  des  Agens  Q  an  der  Stelle  dK,  Es  gilt  für  sie  offenbar  alles,  was  oben 
ober  p  gesagt  wurde,  mit  Ausnahme  der  Bemerkung  über  das  »specifische  Ge- 
wicht". Doch  ist  dabei  vorauszusetzen,  dass  Q  eine  Grösse  sei,  deren  Theile, 
ähnlich  wie  Massen,  durch  einfache  algebraische  Addition  zusammengefugt  wer- 
den, also  eine  ungerichtete,  scalare  Grösse.  Für  Agentien,  die  ihrer  Natur  nach 
Vectoren  sind  (z.  B.  Magnetismus)  existirt  der  Begriff  der  körperlichen  Dichtigkeit 
im  obigen  Sinne  nicht  Es  wird  dort  durch  einen  verwandten  Begriff  „Intensität" 
ersetzt,  auf  den  wir  hier  nicht  eingehen  können. 

149.    Flächen-  nnd  Liniendiehtigkeit.    Man  kann  in  abstracto 
annehmen,  dass  die  mathematische  Fläche  F  eine  endliche  Masse  M 
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enthalte.    Enthält  dann  das  Element  dF  die  Masse  <f  A/,  so  heisst  der 
Quotient 

die  Flächendichtigkeit  von  M.    Es  ist 

(2)  dM=GdF, 

(3)  M=jadF. 

Ferner  kann  man  annehmen,   die  begrenzte  Linie  L  enthalte  eine 
endliche  Masse  M,    Enthält  dann  dL  die  Masse  dM^  so  heisst 

...  dM 

die  Liniendichtigkeit  von  M^  und  es  ist  dM=  zdL, 

(5)        M^ftdL. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass,  wenn  eine  Fläche  oder  Linie  endliche  Masse 
besitzt,  die  räumliche  Dichtigkeit  p  dieser  Masse  in  der  Fläche  oder  in  der  Linie 
unendlich  gross,  und  zwar  bei  der  Linie  ein  unendlich  grosses  zweiter  Ordnung 
ist.  Ponderable  Masse  kennen  wir  nur  in  endlicher  Dichtigkeit,  Flächen-  und 
Liniendichtigkeiten  kommen  also  streng  genommen  bei  derselben  nicht  vor.  Den- 
noch kann  man  sie  zur  angenäherten  Darstellung  der  Verhältnisse  an  dünnen 
Platten  oder  Drähten  benutzen.  Hat  man  z.  B.  eine  dünne  (ebene  oder  gekrümmte) 
Platte,  so  kann  man  sich  denken,  dass  sie  immer  dünner  und  dünner,  schliess- 
lich unendlich  dünn  werde.,  ohne  dabei  ihren  Massengehalt  zu  ändern.  Man  kann 
zugleich  festsetzen,  dass,  wenn  aus  der  Platte  durch  einen  beliebigen  kleinen 
Cyiinder  ein  Stück  herausgeschnitten  wird,  die  Masse  dieses  Stückes  beim  Dünner- 
werden stets  erhalten  bleibe.  Die  räumliche  Dichtigkeit  der  Platte  wächst  bei 
dem  Process  fortwährend,  und  wenn  die  Platte  unendlich  dünn  wird,  so  ist  die 
raamliche  Dichte  unendlich  gross.  Dann  aber  ist  die  Platte  zur  Fläche  geworden, 
and  besitzt  eine  bestimmte  Flächendichtigkeit  o,  so  zwar,  dass,  wenn  aus  dem 
Plattenstück  dK  das  Flächenstück  dF  geworden  ist,  schliesslich  adF  gleich  dem 
ursprünglichen  pdE  sei^  muss.  Die  Fläche  F  kann  dann  statt  der  Platte  K  in 
alle  Rechnungen  eingeführt  werden,  bei  denen  es  auf  die  Dickendimensionen 
nicht  ankommt  Ganz  ähnlich  kann  man  einen  Draht  oder  Faden,  bei  dem  man 
nur  die  Längendimension  berücksichtigen  will,  unter  Beibehaltung  seiner  Masse 
zur  Linie  zusammenschrumpfen  lassen,  wo  dann  tdL  gleich  dem  ursprünglichen 
pdK  sein  muss,  wenn  dL  durch  Schrumpfung  aus  dK  entstanden  ist. 

Ruhende  Electricität   auf  leitenden  Körpern   kennen   wir  nur   in  Form  von 

Oberflächenladungen;  wir  schreiben  der  Ladung  (ob  das  streng  richtig  oder  nur 

eine  Abstraction   ist,   bleibe   dahingestellt)   unendlich   geringe   Dicke,   also   eine 

dQ 
Flächendichtigkeit  o  zu,  wo  o  =  —j=- ,  wenn  Q  die  Quantität  der  Ladung. 
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B.    Schwerpunktsbestimmung. 

160.  Allgemeines.  Sind  ju,,  /e,,  ...,  fin  die  Punkte  eines 
Haufens,  und  hat  jeder  von  ihnen  die  entsprechend  markirten  Coor- 
dinaten  a^  y,  2;,  so  sind  bekanntlich  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punkts, $,  1},  ^,  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

(1)        SJjti  =  2|tia?,    7]2iii  =  2fiy,    tSfi  =  2fiz. 

Die  Grössen  fia^  fiy,  fiz  sind  Producte  aus  einer  Masse  und  ihrem 
Abstand  von  einer  Ebene.  Man  nennt  sie  gewöhnlich  „Momente^ 
oder  „statische  Momente  in  Bezug  auf  die  betreffende  Ebene^.  Wir 
haben  früher  als  „Moment^  das  Product  eines  Yectors  (Geschwin- 
digkeit etc.)  in  seinen  Abstand  von  einer  Axe  bezeichnet.  Massen 
sind  aber  nicht  Yectoren,  sondern  scalare,  richtungslose  Grössen.  Da- 
mit nun  nicht  die  verwirrende  Inconsequenz  eintrete,  dass  zwei  we- 
sentlich von  einander  verschiedene  Begriffe  durch  ein  und  dasselbe 
Wort  bezeichnet  werden,  sollen  in  diesem  Buch  die  Grössen  fia^ 
/tit^  etc.  als  Abstandsquantitäten  bezeichnet  werden.  Wie  fix  die 
Abstandsquantität  von  fi  in  Bezug  auf  die  Ebene  der  zy^  so  soll  2 fix 
die  Abstandsquantität  des  ganzen  Punkthaufens  2fi  in  Bezug  auf  die- 
selbe Ebene  genannt  werden.  Wir  halten  dabei  an  der  früheren 
Convention  fest,  dass  dem  Schwerpunkt  $,  1},  ^  die  fin^rte  Masse  2fi 
zugeschrieben  werde.  Gl.  (1)  lässt  sich  dann  bequem  in  die  Worte 
fassen: 

Die  Abstandsquantität  des  Schwerpunkts  von  2fi  in  Bezug  auf 
eine  beliebige  Ebene  ist  gleich  der  Abstandsquantität  der  ganzen 
Masse  Sfi  in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene. 

Legt  man  durch  den  Schwerpunkt  eine  beliebige  Ebene  und  bezeichnet  sie 
als  Ebene  der  y«,  so  folgt  wegen  £  =  0,  dass  2(jü:  =  0.  Also,  die  Abstands- 
Quantität  einer  Massengruppe,  bezogen  auf  eine  durch  ihren  Schwerpunkt  gelegte 
Ebene,  ist  Null. 

Der  Satz  lässt  sich  leicht  umkehren:  Ist  die  Abstandsquantität  einer  Massen- 
gruppe, bezogen  auf  eine  Ebene  E,  gleich  Null,  so  geht  die  Ebene  E  durch  den 
Schwerpunkt  der  Gruppe. 

Denn  wenn  wir  E  als  Ebene  der  yz  bezeichnen,  so  ist  Sfju;  =  0,  also  auch 
für  den  Schwerpunkt  £  =  0,  d.  h.  er  liegt  in  der  yz-Ebene  E. 

Sind  drei  sich  schneidende  Ebenen  E,  E'  und  E"  so  beschaffen,  dass  für  sie 
die  Abstandsquantität  der  Masse  S{ji  verschwindet,  so  bestimmt  ihr  Durchschnitt 
den  Schwerpunkt,  und  jede  vierte  Ebene,  die  durch  diesen  geht,  hat  die  gleiche 
Eigenschaft. 

Tritt  nun  an  die  Stelle  des  Punkthaufens  2fi  ein  continuirliches 
Gebilde  jK,  so  fassen  wir  dasselbe  als  Summe  seiner  Elemente  dK  auf. 
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Das  Element  dK  hat  die  Masse  dM  und  die  Coordinaten  x^  y,  z.  In 
den  Ausdrücken  (1)  tritt  also  dM  an  die  Stelle  von  /i  und  das  In- 
tegralzeichen an  die  Stelle  von  2.    Zugleich  wird  SdM=  idM=  der 

Masse  M  des  ganzen  Gebildes  K.  Also  gelten  für  die  Coordinaten  des 
Schwerpunkts  von  K  die  Gleichungen 

^)   ^=-wh^^  '?=ifj"^^'  ^=-wh^- 

Die  in  Worten  wieder  dasselbe  sagen  wie  (1).  K  kann  eine  Linie, 
eine  Fläche  oder  ein  Körper  sein;  dem  entsprechend  ist 

fär  eine  Linie  dM  =  tdK^  wenn  t  die  Liniendichtigkeit, 

für  eine  Fläche  dM=  adK,  wenn  a  die  Flächendichtigkeit, 

für  einen  Körper  dM  =  qdK^  wenn  q  die  räumliche  Dichtigkeit  ist. 

Das  Integral  ixdM  wird  sonach  ein  Doppelintegral  für  Flächen,  ein 

dreifaches  für  Körper.    . 

Sind  mehrere  continuirliche  Gebilde  iT^,  iT,,  ...  zu  gleicher  Zeit 
gegeben,  und  will  man  den  Schwerpunkt  ihrer  Gesammtheit  kennen, 
so  suche  man  erst  nach  (2)  durch  Integration  die  Schwerpunkte  der 
einzelnen  Gebilde,  hierauf  nach  (1)  den  Schwerpunkt  der  erhaltenen 
Theilschwerpunkte. 

Ist  iT  homogen,  so  ist  ^,  a  oder  r  constant  und  zugleich  M=qK 
oder  cK  oder  rK,  jenachdem  es  sich  um  einen  Körper,  eine  Fläche 
oder  eine  Linie  handelt.    Gl.  (2)  nimmt  also  in  a  die  Form  an 

$  =  — ^jQxdK    oder     — j^\axdK    oder     — ^jrxdK, 
d.  h. 

5  =  -^JxdK,     ri  =  -j^JydK,     f  =  -^JzdK 

Die  Bestimmung  des  Schwerpunkts  ist  also  dann  eine  rein  geometri- 
sche Operation,  aus  der  die  Dichtigkeit  verschwindet;  die  Lage  des 
Schwerpunkts  ist  durch  die  geometrische  Form  des  Gebildes  K  völlig 
bestimmt  Sie  kann  dann  häufig  durch  geometiische  Construction 
bequem  gefunden  werden. 

Dazu  dienen  folgende  Bemerkungen: 

1)  Besitzt  ein   homogenes   Gebilde  K  eine  Symmetrieebene,   so  liegt   sein 
Schwerpunkt  in  dieser  Symmetrieebene.    Denn  seine  Abstandsquantit&t  in  Bezug 
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auf  diese  ist  offenbar  Null,  weil  die  Elemente  Yon  K  paarweise  gleiche  Masse  und 
entgegengesetzt  gleichen  Abstand  von  der  Symmetrieebene  haben. 

2)  Lässt  sich  ein  Gebilde  in  Elemente  zerlegen,  deren  Schwerpunkte  auf 
einer  Geraden  oder  in  einer  Ebene  liegen,  so  liegt  der  Schwerpunkt  des  Gebildes 
auf  jener  Geraden,  resp.  in  jener  Ebene.  Dann  der  Schwerpunkt  des  Ganzen  ist 
identisch  mit  dem  Schwerpunkt  der  Schwerpunkte  seiner  Theile,  also  ist  der 
Schwerpunkt  von  K  identisch  mit  dem  Schwerpunkt  jener  Geraden  (bez.  Ebene). 
Der  Schwerpunkt  einer  Geraden  (oder  einer  Ebene)  fällt  aber  in  die  Gerade, 
(Ebene)  selbst,  weil  die  Abstandsquantität  der  Geraden  (Ebene)  für  einen  ausser 
ihr  liegenden  Punkt  nicht  Null  werden  kann. 

3)  Aus  (1)  folgt,  dass,  wenn  K  eine  Symmetrieaxe  hat,  diese  den  Schwer- 
punkt enthält,  aus  (2),  dass  Diametralebenen  und  Durchmesser  die  gleiche  Eigen- 
schaft besitzen,  endlich  aus  beiden,  dass,  wenn  K  einen  Mittelpunkt  besitzt,  dieser 
zugleich  Schwerpunkt  ist 

Beispiele. 

151.  Panktgnippeiu  1)  Drei  gleich  schwere  Punkte  Äy  B,  C.  Der  Schwer- 
punkt q  von  B  und  C  liegt  auf  der  Mitte  von  fiC,  also  der  Schwerpunkt  von 
A  und  q  auf  der  Geraden  Aq^  welche  eine  Mittellinie  des  Dreiecks  ist.  Aehn- 
Hohes  gilt  für  die  beiden  andern  Mittellinien,  also  liegt  der  Schwerpunkt  von 
Ay  By  C  im  Durchschnittspunkt  der  Mittellinien  des  Dreiecks  A,  B,  C, 

2)  Drei  Punkte  A,  B,  C.  Fig.  53.  Der 
Schwerpunkt  von  A-\-B  liegt  in  r,  wenn 
Br :  Ar  =  A  :  B,  Entsprechend  liegt  der 
Schwerpunkt  von  B-k-C  ia  p  und  der  von 
A-hC  ia  q.  Der  Schwerpunkt  der  Gesammt- 
heit  A-\-B-{-C  liegt  also  im  Durchschnitts- 
punkt der  drei  Geraden  Ap,  Bq,  Cr  und  es 
folgt  aus  der  Schwerpunktstheorie,  dass  die 
drei  Geraden,  deren  Endpunkte  durch  die 
Proportionen  BriArssAiB  u.  s.  w.  be- 
stimmt sind,  sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen.    Ein  besonders  einfacher 

Fall  tritt  ein,  wenn  A:BiC  =  BCiCÄiÄC,  wenn  adso  die  Massen  der  drei 
Punkte  sich  verhalten  wie  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  aus  ihnen  gebil- 
deten Dreiecks.    Dann  ist  nämlich 

Bp:^=  CiB^ABiCÄ, 

dann  ist  also  nach  einem  bekannten  Satz  der  Winkel  CAB  balbirt;  dasselbe 
gilt  für  /LBAC  und  GBA^  also  ist  der  Schwerpunkt  identisch  mit  dem  Mittel- 
punkt des  dem  Dreieck  ABC  eingeschriebenen  Kreises. 

3)  4  Punkte  A^  By  C,  Z).  Wie  vorhin  bestimme  man  die  Theilschwerpunkte 
von  A-^B  und  C'\-Dy  von  A-^C  und  B-+-Z),  von  A-hD  und  ß-+-C.  Ver- 
bindet man  sie  paarweise  miteinander,  so  liegt  der  Schwerpunkt  im  Durchschnitt 
der  so  erhaltenen  3  Linien.  Ist  ^  =  B  =  C  =  />,  so  verbinden  die  Hülfslinien 
die  Mitten  der  Gegenkanten  miteinander.  Verhalten  sich  die  Massen  von  A^  B,  C,  D 
zueinander  wie  die  ihnen  gegenüberliegenden  Flächen  des  von  den  4  Punkten 
gebildeten  Tetraeders,  so  fällt  ihr  Schwerpunkt  in  den  Mittelpunkt  der  dem 
Tetraeder  eingeschriebenen  Kugel. 


Schwerpunkte  von  Punktgruppen  und  Linien. 
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Ist  n&mlich  ^,  Fig.  54,  der  Schwerpunkt  Fig.  54. 

Ton  A-^-Cf  90  ist 

Cp:pA  =  A:C=  CBDiABD. 

Hieraus  folgt  aber  nach  einem  bekannten  ste- 
reometrischen  Satz,  dass  die  Ebene  pBD  den 
Fl&chenwinkel  der  beiden  in  BD  zusammen- 
stossenden  Tetraederfl&chen  halbirt.  Entspre- 
chendes gilt  für  die  Ebenen,  welche  die  drei 
anderen  Flächenwinkel  des  Tetraeders  halbiren; 
also  liegt  der  Schwerpunkt  im  Durchschnitts- 
punkt der  4  Ebenen,  welche  die  4  Flächen- 
winkel an  den  Kanten  des  Tetraeders  halblren,  d.  i.  im  Mittelpunkt  der  dem 
Tetraeder  eingeschriebenen  Kugel. 

15&  Sdiwerpiinkte  Ton  Linien.  1)  Homogene  gerade  Strecke.  Sie 
ist  symmetrisch  gegen  ihren  Mittelpunkt,  also  ist  dieser  der  Schwerpunkt. 

2)  Gerade  Strecke,  deren  Dichtigkeit  dem  Abstände  Ton  einem 
Ende  proportional  ist.  (Geschrumpfter  Kegel.)  Das  Ende,  welches  die  Dich- 
tigkeit Null  hat,  sei  Coordinatenanfang,  die  Richtung  der  Strecke  sei  die  Richtung 
der  X.  Ihr  Element  ist  dann  dx  und  hat  die  Masse  »cfr,  wo  e  eine  Constante. 
Also,  wenn  l  die  Länge  der  Strecke, 


5j'.x<fc  =  J' 


tx^dx    oder    S  =  }^ 


0  0 

S)  Homogener  Umfang  eines  Drei- 
ecks. Derselbe  besteht  aus  drei  Stücken, 
den  drei  Seiten  des  Dreiecks.  Der  Schwer- 
punkt jeder  einzelnen  Seite  liegt  in  ihrer 
Mitte  und  hat  die  Masse  der  Seite.  Der 
Schwerpunkt  des  Umfangs  ABCAy  Fig.  55, 
ist  also  zugleich  Schwerpunkt  der  drei  Punkte 
a,  6,  c,  wenn  a  die  Masse  BC  u.  s.  w.  hat. 
Nun    ist    aber    BC  ==  2^c,    AB  =  2 ah, 

CA  s=  2ca,  also  verhalten  sich  in  dem  Dreieck  ahe  die  Massen  der  Ecken  wie  die 
gegenüberliegenden  Seiten.  Also  ist  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  ahe  ein- 
geschriebenen Kreises  der  Schwerpunkt  von  ABCA, 

4)  Homogener  Umfang  des  Parallelogramms  und  des  Vierecks. 

5)  Homogener  Kreisbogen.  Der  Radius,  welcher  die  Mitte  des  Bogens 
mit  dem  Kreiscentrum  verbindet,  ist  Symmetrieaxe,  enthält  also  den  Schwerpunkt. 
Nehmen  wir  ihn  zur  Axe  der  x  und  des  Centrum  zum  Anfangspunkt,  so  bleibt 
nur  noch  das  x  des  Schwerpunkts  zu  bestimmen.  Der  Radius  r,  welcher  das 
Centrum  mit  dem  Element  ds  des  Bogens  verbindet,  mache  mit  der  Axe  der  x 
den  Winkel  7.  Dann  ist  da  =  rdff,  x  =  rcoscp.  Heisst  die  halbe  Oeffnung  des 
Bogens  0,  so  ist  demnach 

./•+^      rt*     .  .      »-sind 

ci  r(/9  =  Ir'cos^o^,    oder    c  = 


% 
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Die  Abstandsquantitat  des  Bogens  ist  2r'8ind,  und  da  2r8in0  die  Sehne  des 
Bogens  ist,  so  ist  sie  gleich  dem  Produkt  aus  Sehne  und  Radius.  Für  den  Halb- 
kreis wird  %  ==  -5-,    also    5  =  — • 


2 

5)  Homogener  elliptischer  Bogen.  Die 
Axe  der  x  falle  in  die  grosse,  die  Axe  der  y 
in  die  kleine  Axe  der  Ellipse,  deren  Halbaxen 
a  und  b  seien.  Als  Grund  variable  nehmen  wir 
das  Gomplement  der  excentrischen  Anomalie, 
den  Winkel  7  der  Fig.  56.  Der  zum  Werth  9 
gehörige  Punkt  A  der  Ellipse  hat  dann,  wie 
leicht  zu  sehen,  die  Goordinaten  x  =  asin^, 
y  s=  6  cos  9.    Also  ist 

dx  =  acosf  </(p,    </y  =  — bsin^dfp, 
also  das  Bogenelement 

ds  =  d^  Va^  cos'  9  H-  6*  sin*  9    oder    ds  =  d^f  J^a* — (a* — b^  sin*  9, 


d.  i.,  wenn  man 


6* 


=  ib*  setzt  und  die  Bogen  von  9  =  0  ab  rechnet, 


8 


/9  
yl— A:*sin*9cf9, 


sin^  V^  —  A;*sin*9  cf^,     i^«  =s  a6  |    COS9  Kl — *;*sin*(prf^. 

0  0 

Das  Integral  für  s  ist  das  elliptische  Integral  zweiter  Gattung  £(9,  X;),  wo  k  nach 
dem  obigen  die  numerische  Exceutricitat  ist.  Die  beiden  andern  lassen  sich 
durch  die  Substitutionen  cos  9  =sp  und  sintp  :=  9  auf  die  Form  bringen 

Kl— ik*-Hifc»p*4>    und  718  =^  a^  j  Yl—k^gUg. 
1-  0 

Auf  gewohnliche  Art  rationalisirt  geben  diese 


{ä  =  ^a*|  1  —  cos  9  Kl— Ä*  sin*  9 -f 


1— P 


log 


1-hfc 


ifccos^-f-Kl  —  i:*sin*9 
7]«  Ä  |a6|sin9  Kl — *' sin*9 -H -r- arc sin (k sin 9) >. 


•1- 


Hiemach  ist 


^=^5^(^~'''''^^~^*'''''^^~^^^'^ 


l-hifc 


i:  cos  9  4-  Kl  —  ^•8in*9 
ii  =  -2]^7-^|sin9Kl— *'sin*94-yarcsin(*8in9)|. 

Für  die  halbe  Ellipse,  deren  Sehne^die  kleine  Axe  ist,  ist  9  =  ic,  also 

1— ifc* 


}' 


"  =  «'     ^=2£(feö{' 


ik 


1     i+*\ 


Für  die  halbe  Ellipse,   deren  Sehne  die  grosse  Axe  ist,   liegt  der  Schwerpunkt 
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auf  der  kleinen  Axe  in  der  Verbindungslinie  der  Schwerpunkte  beider  Quadranten, 
also  ist  für  ihn  g  =  0,  und  in  T^.ist  «p  ==  ^n  zu  setzen;  das  gjebt 

Der  Leser  bearbeite  selbst  den  homogenen 

(6)      Bogen  der  Cyeloide  «  =  a(o> — sino),  y  =  a(l — cos  cd), 

Cl)       Bogen  der  Sinusoide  y  =  asin —  von  «  =  0  bis  x  s=  ita, 

a 

(8)    Halben  Umfang  des  Ovals  r'  =  2acos'^  und  halbe  Lemniscate  r*  =  2a  cos  29, 
(9)        Schraubenlinie  x  =  rcos/,    y  s=:  rsinf,  e  =  rat. 

158.  Sehwerpnnkte  Ton  Flädieiu  1)  Homogenes  Parallelogramm. 
Die  Geraden,  welche  die  Mittelpunkte  je  zweier  gegenüberliegenden  Seiten  ver- 
binden, sind  Durchmesser,  also  liegt  der  Schwerpunkt  in  ihrem  Durchschnitts- 
punkt, d.  i.  im  Kreuzungspunkt  der  Diagonalen.  Haben  die  vier  Ecken  des  Pa- 
rallelogramms von  irgend  einer  Ebene  die  Abstände  xi,  x^,  x,,  X4,  so  hat  der 


Mittelpunkt  den  Abstand 
Grossen  identisch  sind, 


«iH-«i 


oder 


Xj-hX4 


oder  auch,   da  diese  beiden 


^i-f-xi-Hx,-Hx4 


Jede  Coordinate  des  Schwerpunkts 


ist  also  das  arithmetische  Mittel  aus  den  entsprechenden  Coordinaten  der  vier 
Ecken. 

2)  Homogenes  Dreieck.    Die  Medianen  sind  Durchmesser,  also  liegt  der 
Schwerpunkt  in  ihrem  Durchschnitt.    Haben  die  drei  Ecken  die  x- Coordinaten 

X,,  x^,  d^,  80  liegt  der  Endpunkt  der  von  xi  ausgehenden  Mediane  in  — ^ , 

der  Schwerpunkt  nach  bekanntem  Satf  in  |  der  Höhe  über  der  Grundlinie,  also 


inix-^l 


«i+aj 


d.  i.  in  i(«iH-x^+X|).    Es  ist  also  auch  hier  jede  Coordi- 


nate des  Schwerpunkts  das  arithmetische  Mittel  aus  den  entsprechenden  Coordi- 
naten der  drei  Ecken. 

3)  Homogenes  Trapez.  Jede  Diagonale  theilt  dasselbe  in  zwei  Dreiecke, 
deren  Schwerpunkte  nach  (2)  zu  bestimmen  sind;  die  Verbindungslinie  der  Schwer- 
punkte des  ersten  DreLeckspaares  schneidet  sich  mit  der  Verbindungslinie  der 
Schwerpunkte  des  zweiten  Dreieckpaares  im  Schwerpunkt  des  Trapezes.  Die 
Construction  ist  auf  beliebige  Vierecke  anwendbar. 

Für  das  Trapez  ist 
femer  die  Gerade,  wel-  ^*^-  ^"• 

che  die  Mitten  der  pa- 
rallelen Seiten  mitein- 
ander verbindet,  ein 
Durchmesser,  enthält 
also  den  Schwerpunkt. 
Um  die  Lage  des  letz- 
teren auf  der  genannten 
Linie  zu  bestimmen,  bilden  wir  die  Abstandsquantit&ten  1)  des  ganzen  Trapezes, 
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2)  der  Theildreiecke  in  Bezug  auf  die  beiden  parallelen  Seiten.    Sie  sind,  wenn 
h  die  Höhe,  i  der  Abstand  des  Schwerpunkts  yon  AD  und  £'  der  yon  BC  beisst, 

i(AD-hBC)h.i'  =  iAD.h.^h-^-^BC.h.ih, 
woraus 

5:P  =  AD'^2BC:2AD'\-BC. 

Macht  man  also  AE  =  BC  und  CF  =  AD^  so  geht  die  Diagonale  EF  durch  den 
Schwerpunkt. 

4)  Homogener  Ereissector.  Der  den  Sector  balbirende  Radius  sei  Axe 
der  X,  das  Kreiscentrum  Anfangspunkt,  ein  Radiusvector,  gezogen  nach  irgend 
einem  Element  des  Sectors,  heisse  r  und  mache  mit  der  Axe  der  x  deü  Winkel 
9.  Der  Radius  des  Kreises  sei  a,  die  Oeffhung  des  halben  Sectors  %.  Das  Ele- 
ment des  Sectors  ist  rdtf.dr^  die  Ooordinaten  desselben  sind  x  =  rcos^, 
y  =  rsin^.    Also 

ird^,dr=iKj     iSTf  as  |        Ir^coa^d^dry     JTtj  =  I         Ir' sin ^pcfcprfr, 

—&    r=0  —^0  "  — ^     0 

woraus 

5)  Homogenes  Kreissegment.  Bezeichnung  wie  ad  4.  Die  Abstands- 
quantität des  ganzen  Sectors  in  x  ist  nach  der  vorigen  Aufgabe  fa'sind.  Das 
Ton  der  Sehne  und  den  beiden  Qrenzradien  gebildete  Dreieck  hat  den  Inhalt 
a'cosdsind,  und  sein  Schwerpunkt  hat  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  den  Abstand 
^acosd,  also  hat  es  die  Abstandsquantitat  }a'cos^dsin8.  Zieht  man  diese  von 
der  Abstandsquantitat  des  Sectors  ab,  so  erhält  man  die  Abstandsquantität  des 
Segments,  d.  i.  }a*sin'^.    Der  Inhalt  des  Segments  ist  a'^ — a'cos^sind,  also 

der  Schwerpunkl^abstand  desselben  |a-s 5— t-ö-*    Für  den  Halbkreis,  wo 

^  c — cosvsm« 

d  =  -^ ,  ergiebt  sich  daraus  5  ^  -0 —  •    "^  ist  selbstverständlich  Null.    Directe 

Behandlung  dem  Leser  überlassen. 

6)  Fläche  der  Parabel  y'==  2j?x,  begrenzt  von  der  Axe,  einer  Ordinate 
und  dem  vom  Scheitel  ab  gerechneten  Bogen. 

0  0 

0  0 

/Tt]  =  ly.xdy  =  J    -|- ify  = -^  =  Jxy».    Also  6  =  |:r,    tj  «  fy. 

0  0 

Der  Leser  begründe  namentlich  die  Gleichung  für  Kri» 

9)  Halbe  Ellipse,  begrenzt  durch  irgend  einen  Durchmesser.    (Theile  die 
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Fl&che  durch  Sehnen,  welche  dem  Durchmesser  parallel  sind,  in  Elemente,  und 
benutze  den  conjugirten  Durchmesser.) 

10)  Kugelcalotte  von  der  Oeffnung  2d,  Eugelradius  a.  Der  Schwerpunkt 
liegt  offenbar  auf  dem  Radius,  welcher  den  Pol  der  Calotte  mit  dem  Centrum 
der  Kugel  verbindet.  Wir  bezeichnen  diesen  Radius  als  Axe  der  x,  und  nehmen 
ihn  zur  Fundamentallinie  von  Polarcoordinaten;  der  zum  Element  dK  gezogene 
Radius  mache  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  7,  der  Längenwinkel  sei  a>.  Es 
ist  dK  c=  a^sintfdtfdmj  x  =  acos^ 

/u=2n  ^y=^ 
ia^sintfdtfdio  =  2ira'(l — cosd), 

ttlssO        9=0 

|a'sin9C0S7<f7<f(o  =  na' sin' 9. 
a>=0        9)  =  0 

AI  t        <»      sin'^  e        <»  /1  a\ 

a(l— cosd)  ist  aber  die  Hohe  h  der  Calotte,  also  a'—i  ==9^9  d.  h.  der  Schwer- 
punkt liegt  auf  der  Mitte  der  Hohe. 

11)  Kegelmantel.  Schwerpunkt  auf  der  Axe  in  einem  Abstand  vom  Scheitel, 
der  gleich  Vs  cl^r  Axenlänge  ist    Beweis  dem  Leser  überlassen. 

12)  Rotationsfläche.  Das  ebene  Curvenstück  «]<{  drehe  sich  um  eine 
ausserhalb  desselben  in  seiner  Ebene  liegende  Oerade,  die  wir  zur  Axe  der 
X  nehmen.  Der  beschriebene  Winkel  sei  d.  Die  Curve  8  habe  in  ihrer  Anfangs- 
lage mit  Bezug  auf  diese  Axe  die  Gleichung  y  ==/(x).  Heisst  <p  der  von  der 
Nulllage  ab  gerechnete  Drehungswinkel,  r  der  Abstand  des  Elements  ds  von  der 
Axe  der  x,  so  ist  das  Element  der  Fläche  ds.rdtp,  und 

ds  =  K4r>H-dx>  =  dxF'l-h/'W,     r  =  y. 
Also 

K=f  r/(x)Kl-h/'(x)»rfxrf9  =  ^ffUvi-hf'ixydx 

9=0      Xi  «1 


^K  =  *Jx/(x)j/lT7ÖÖ'c£r. 


Da  die  Ebene  9  ss  0  zur  xy-Ebene  genommen  war,   ist  das  y  des  Elementes 
ds.rdff  gleich  rcos^,  das  z  desselben  gleich  rsin^;  also 

n^  =  r  J/W/WKH-/'(x)>C08<pdrrf(p  =  sm%j[f(j€)]^VlTfWdx 

Ca:  =  (1-  cos  d)  J[/(x)]'  Vi-hf(xy  dx. 

Beispiel.  Das  Stück  einer  Kugelfläche,  ^welches  zwischen  einer  Diametral- 
ebene und  einem  Parallelkreis  enthalten  ist  tj  ==  {  =  0  wegen  d  =  2it.  Der 
Bogen,   welcher  die  Fläche  erzeugt,   hat  in  seiner  Anfangslage  die  Gleichung 


— X  ,/.  .    ■•.,  vo  a 


x»+y»  =  a»,  also  /(x)  =  Vä^^^\  fix)  =  -7==-  ,  Kl-H/(x)>  = 
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Rechnet  man  die  x  von  der  Diametralebene  ab,  so  ist  demnach 

K  =  2'Kladx  =  2a'Kx,    ^K  =  2nlaxdx  =  anx^     ^^^"ö"' 

0  0 

Man  behandle  hiemach  das  Rotationsparaboloid ,  begrenzt  dnrch  eine  zur  Axe 
senkrechte  Ebene.  Femer:  wie  gestaltet  sich  die  vorstehende  Nummer,  wenn 
man  annimmt,  die  Gleichung  der  erzeugenden  Gurve  sei  von  vom  herein  in  Po« 
larcoordinaten  gegeben? 

154.  Die  Pappvs-Onldiii'seheii  Sätie.  Hat  eine  ebene  Gurve  s  die  Glei- 
chung t/  ==/(x)  und  beschreibt  dje  Ebene  derselben,  um  die  x-Axe  rotirend,  den 
Winkel  d,  so  beschreibt  das  Gurvenelement  ds  einen  Bogen  mit  dem  Radius  ^, 
das  von  ds  erzeugte  Streifenelement   der  Rotationsfläche   ist  also  dQ  =  %.yds, 

der  Inhalt  der  Fläche  ist  Q  =  %lifds.     Zugleich  hat  der  Schwerpunkt  der  Gurve 

«  die  Ordinate  tj  =  — |yd!s,  legt  also  den  Weg  Ä  =  — lyds  zurück.    Somit  ist 

Q  =  8.S,    d.  h. 

'  der  Flächeninhalt  der  Rotationsfläche  ist  das  Product  aus  der 
Länge  der  Meridiancurve  in  den  Weg,  welchen  der  Schwerpunkt  der 
Meridiancurve  bei  Erzeugung  der  Fläche  zurücklegt. 

Ebenso :  Ist  F  eine  ebene  Fläche ,  welche  durch  eine  Rotation  vom  Betrage 
%  um  die  Axe  der  x  das  Rotationskörpervolumen  K  beschreibt,  so  hat  das  Ele- 
ment dF  der  Fläche  F  den  Drehungsradius  y,  beschreibt  also  einen  Ring  vom 
Volumen   ^y,dF.     Das    ganze   Volumen    des    beschriebenen   Korpers   ist   somit 

K  =  bjyJF,  wo  die  Integration  über  die  ganze  Fläche  F  zu  erstrecken  ist.  Der 
Schwerpunkt  von  F  hat  aber  die  Ordinate  t]  =  -=-lifdFy  er  macht  also  bei  der 

Rotation  den  Weg  S  =  —  CydF    Folglich  ist 

K=  FS, 

Der  Theil  eines  Rotationskörpers,  welcher  durch  zwei  einseitig 
von  der  Axe  aus  gelegte  Meridianebenen  begrenzt  wird,  hat  zum 
Volumen  das  Product  aus  dem  Flächeninhalt  des  Meridianschnittes 
und  dem  Weg,  welchen  der  Schwerpunkt  dieses  Meridianschnitts 
bei  der  Rotation  zurücklegt. 

Wenn  die  Axe  der  x  im  ersten  Fall  die  Gurve  »,  im  zweiten  die  Fläche  F 
durchschneidet,   so  wird  ein  Theil  der  erzeugten  Rotationsgebilde  negativ,  die 

Integralausdrücke  %jyds  und  %lydF  bedeuten  in  Folge  dessen  nicht  mehr  das, 

was  wir  gewohnlich  das  Volumen  des  Rotationskörpers  nennen.  Die  Sätze  gelten 
also  nur  dann  ohne  Einschränkung,  wenn  die  Rotationsaxe  ganz  ausserhalb  des 
rotirenden  Gebildes  liegt.  Lässt  man  z.  B.  einen  ganzen  Ereis  um  seinen  Durch- 
messer rotiren,  so  beschreibt  jeder  Halbkreis  eine  Kugel,  und  von  diesen  beiden 
Kugeln  ist  eine  negativ  zu  zählen.  Ihre  Summe  hat  also  das  Volumen  Null, 
und  der  obige  Satz  liefert  dies  Volumen,  nicht  das  der  einfachen  Kugel. 
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Die  obigen  Sätze  rühren  von  Pappus  her,  gehen  aber  unter  dem  Namen  der 
Guldin'schen  Regeln. 

155.  Sehwerpnnkte  ton  Körpern.  1)  Homogenes  Parallelepiped. 
Der  Schwerpunkt  ist  der  Mittelpunkt.  Werden  die  x  der  acht  Ecken  der  Reihe 
noch  mit  Zahlen  markirt,  xi,  x^  u.  s.  w.  so  ist 

«1=8 

E  ==  i  £  Xu . 

2)  Homogenes  Prisma  und  Cylinder  von  beliebig  geformter 
Grundfläche.    Der  Schwerpunkt  föllt  mit  dem  Schwerpunkt   des  Mittelquer- 

Schnitts  zusammen.    Für  das  Prisma  ist  E  =  ^^  xm,  wenn  xi,  xj  etc.  die  x  der 

n=l 

6  Ecken  sind. 

3)  Homogenes  Tetraeder.  Die  Ecken  seien  A,  B,  C,  D.  Legt  man  eipen 
Querschnitt  parallel  B.CD  durch  das  Tetraeder,  so  ist  das  herausgeschnittene 
Dreieck  ähnlich  BCD.  Zerlegt  man  also  das  Tetraeder  durch  solche  Quer- 
schnitte in  Elementarschichten,  und  verbindet  A  mit  dem  Schwerpunkt  von  B  CD, 
80  geht  die  Gerade  durch  die  Schwerpunkte  aller  Elementarschichten.  Eine 
solche  Schicht,  die  den  Abstand  x  von  A  besitzt,  hat  die  Masse  qx^dx  wo  q  eine 

Constante.    Das  ganze  Tetraeder  hat  also  die  Masse  jqx^dx  oder  -?-ä',  wenn  h 

0 

die  Länge  der  obigen  Geraden  ist    Seine  Abstandsquantität  in  Bezug  auf  A  ist 

jqx^dx  oder  -j-Ä*.    Also  ist  der  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der  Spitze  A 

u 

gleich  }A.  Dasselbe  gilt  für  seinen  Abstand  von  den  andern  Ecken.  In  einem  belie- 
bigen Coordinatensystem  seien  xi,  xj,  X3,  X4  Coordinaten  der  vier  Ecken;  dann  hat  der 
Schwerpunkt  von  BCD  die  Coordinate  Ei  =  i(xa-l-xj-f-X4),  also  hat  der  Schwer- 
punkt des  Tetraeders  die  Coordinate  E  =  ixi-|-f?i  =  i(x,+xj-f-*3-f-X4). 

4)  Kugelsector   von  der   halben  Oeffnung  0.    Abstand  des  Schwer- 

punkts  vom  Gentrum  der  Kugel  |rcos'-^   oder  |r(l+cosd).     Für   die  Halb- 

kugel  ergiebt  sich  fr. 

5)  Kugelsegment  von  der  halben  Oeffnung  d.  Theile  das  Segment 
durch  Ebenen  senkrecht  zum  Polradius  in  scheibenförmige  Elemente.  Der  zu  einem 
Element  gehörige  halbe  Oeffnung winkel  sei  9.  Dann  hat  das  Element  den  Radius 
rsin^,  den  Mittelpunktsabstand  rcos<p,  die  Fläche  ic(rsin<p)',  die  Dicke  +r.(f(cos9) 
d.i.  rsin^cf^.    Also  ist 

jr«=  I  irr«sin<p'</9  =  7tr'(^cos3^ — jcosd-l-}) 
0 

r^  sin*d 

K\  =  J  7rr*8in^'cosTc/<p  ==  irr*.isind*,     %  =  ^r -^^^^^g^^^^yiPS 

,     (1H-C0sd)2  ,     (2r— Ä)> 


2-l-cosd  *     3r— Ä     ' 

wenn  ä  =  r(l--cosd)  die  Höhe  des  Segments  ist. 

28' 
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6)  Eegel  zweiter  Ordnung  und  abgestumpfter  Kegel.  Der  Schwer- 
punkt des  Kegels  liegt  offenbar  auf  seiner  Axe,  weil  diese  ein  Durchmesser  ist. 
Theilt  man  femer  den  Kegel  in  Elementartetraeder,  so  liegt  der  Schwerpunkt 
eines  jeden  in  einem  Abstand  ton  der  Spitze,  welcher  =  |  der  Kantenlänge  des 
Tetraeders  ist.  Die  sämmtlichen  Schwerpunkte  der  Elementartetraeder  liegen 
also  in  einer  Ebene  parallel  zur  Grundfläche  des  Kegels,  welche  die  Axe  h  im 
Abstände  |A  von  der  Spitze  schneidet.    Also  liegt  der  Schwerpunkt  in  }A. 

Beim  abgestumpften  Kegel  sei  g  die  untere  Grundfläche,  A  die  bis  zur  Spitze 
des  vervollständigten  Kegels  gerechnete  Axenlänge ;  h'  sei  die  Axenlänge  für  die 

obere  Grundfläche,   und  ^'  ihr  Flächeninhalt.    Dann   ist  ^'  =  ^— r^-*     Das  Vo- 

A* 

lumen  des  ganzen  Kegels  ist  -|-^A,  wo  q  ein  Sinus,  das  des  Ergänzungskegels 

g        A'ä  g      A*  — A'* 

-T"9~tr^  ^^  ^®^  Stumpfes  also  -^-'g — r, — ;  die  Abstandsquantität  des  ganzen 

Kegels  in  Bezug  auf  die  Spitze  ist  }A--^^Ä  oder  -j-^A',   die  des  Ergänzungs- 

g        M*  g        A*— A'* 

kegeis  -7-'9~iT'i  die  des  Stumpfes  also  -f-a ~ •    Also  der  Abstand  des 

4         «■*  4  A* 

A*— A'* 
Schwerpunkts  von  der  Spitze  }    ^ ,^ » 

7)  Pyramide  mit  beliebig  gestalteter  Grundfläche. 

8)  Kugeioc  tan  t  und  Kugelquadrant. 

9)  Conischer  Kugelausschnitt.  Derjenige  Theil  eines  Kreiskegels,  der 
zwischen  zwei  Kugelflächen  von  den  Radien  R  und  R!  liegt,  welche  den  Scheitel 
zum  Mittelpunkt  haben.  Lässt  sich  leicht  nach  Analogie  des  abgestumpften 
Kegels  aus  (4)  ableiten.  Directe  Behandlung  in  Polarcoordinaten:  halbe  Oeffnung 
^;  Fundamentallinie  sei  die  Symmetrieaxe,  9  der  Winkelabstand  des  zum  Element 
dK  gezogenen  Radiusvectors  von  der  Fundamentallinie,  a>  der  'Längenwinkel, 
dK  ^  r'sin^^to^fc/r,  x  =  rcos^,  also 

J  j  r»sin<pd<prf«»*  =  ^(l-C08ft)(fi»-fi")  =  y  (Ä'-iJ")8iii'y 

r=R'    y  =  0      w=0 

—  • 

2 


Kl  =  fffrHm^ cos  fd^dr  =  ^(Ä*— Ä'*)8in»e,  S  =  i  jg8_^>3 


cos' 


10)  Segment  des  Ellipsoids  und  ellipsoidische  Scheibe.   Das  Ellip- 

X*      «'       2' 
soid  sei  auf  seine  Hauptaxen  bezogen  und  habe  die  Gleichung  -ä"i~^"i~T  =  !• 

Im  Abstände  a  vom  CoordinatenanÜEuig  sei  dasselbe  durch  eine  Ebene  parallel  der 
yz-Ebene  geschnitten.  Eine  Ebene,  die  im  Abstände  x  vom  Anfang  parallel  zur 
^s-£bene  liegt,  schneidet  aus  dem  Ellipsoid  eine  Ellipse  heraus,  deren  Halbaxen 

sind  öl/i 5-  und  cl/l j-«     Der  Inhalt  dieser  Ellipse  ist  it6cfl |-j. 

Zerlegt  man  also  das  Segment  durch  Ebenen  parallel  zur  y2-Ebene  in  scheiben- 
förmige Elemente,  so  hat  eins  von  diesen  das  Volumen  itbc  ( 1 j-j  dx  und  die 
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Abstandsquantit&t  nbcyl y)^*^'    Volumen  und  Abstandsquantität  sind  also 

für  das  von  x  =  a  bis  x  =  a  gerechnete  Segment 


Ki=  jnbc{^—^)xdx  =  nbc 


3a» 

o*— 2a'tt»-4-tt* 
4a» 


j^       (a-l-a)(a»— a^) 


2a2— aa— a» 

Legt  man  zwei  Ebenen  parallel  der  yx-Ebene  in  den  Abständen  a  und  ß  durch 
das  Ellipsoid,  so  erhält  man  eine  ellipsoidische  Scheibe;  um  den  Schwerpunkt 
derselben  zu  bestimmen,  braucht  man  nur  in  den  Integralen  für  K  nnd  Ki  die 
Grenzen  a  und  ß  statt  a  und  a  einzusetzen.    Es  findet  sich 

g-'l  (a-^ß)(2a»^tt»-ß») 

^  *  3a>— a»— aß  — ß» 
Die  Yorstehenden  Formeln  bleiben  richtig,  auch  wenn  man  unter  a,  6,  e  nicht  die 
halben  Hauptaxen,  sondern  irgend  drei  conjugirte  Semidiameter  des  Ellipsoides 
versteht,  das  beweise  der  Leser  selbst  Für  das  halbe  Ellipsoid  ist  in  der  Seg- 
mentformel a  =  0  zu  setzen,  es  ergiebt  sich  S  ==  |o*  Lässt  man  die  Diametral- 
ebene, welche  das  Ellipsoid  halbirt,  sich  beliebig  drehen,  so  bleibt  diese  Formel 
bestehen,  der  Schwerpunkt  theilt  immer  den  conjugirten  Semidiameter  in  zwei 
Theile,  die  sich  wie  3 : 5  verhalten.  Der  geometrische  Ort  aller  dieser  Schwer- 
punkte ist  also  ein  dem  gegebenen  ähnliches  Ellipsoid. 

C.     Anziehungs8ummen: 
Potentialfunction  und  Potential. 

Vorbemerkung.  Die  folgenden  Rechnungen  sind  in  astrono- 
mischen Masseneinheiten  und  für  positive,  d.  h.  abstossende  Kräfte 
durchgeführt.  Will  man  das  Gramm  oder  irgend  eine  andere  will- 
kürliche Masseneinheit  zu  Grunde  legen,  so  hat  man  die  Kräfte  und 
die  Potentialfunctionen  einfach  mit  dem  Factor  e,  der  Anziehungs- 
constante  des  §110^  zu  multipliciren;  hat  man  mit  anziehenden  (z.  B. 
ponderablen)*  Massen  zu  thun,  so  bekommen  Kräfte  und  Potential- 
functionen das  Vorzeichen  — .  Der  Leser  merke  sich  die  Vorzeichen, 
welche  in  den  wichtigeren  Sätzen  auftreten,  für  die  positiv  voraus- 
gesetzten Potentialfunctionen;  so  sind  sie  am  leichtesten  einzuprägen. 

Wir  beschränken  die  Untersuchung  auf  Kräfte,  weichendem  New- 
ton'schen  Gesetz  unterliegen.  Wo  von  einem  angezogenen  Punkt  die 
Rede  ist,  werde  vorausgesetzt,  dasser  die  Masse  1  hat;  für  einen 
Punkt  von  der  Masse  fi  sind  die  Kräfte  einfach  mit  jit  zu  multi- 
pliciren. 


438  PotentialfunctioD. 

156.  Hülfsbegriff  Trieb,  v  sei  ein  Vector,  der  an  jeder  Stelle 
des  in  Betracht  kommenden  Gebietes  einen  bestimmten  Grössenwerth 
und  eine  bestimmte  Richtung  hat.  ,  Ist  dann  s  eine  Linie,  ds  ihr 
Element,  a  der  Winkel,  welchen  v  an  der  Stelle  ds  mit  ds  macht,  so 

ist  jvcosads  ein  geometrischer  BegriflF,  das  „Linienintegral  von  v  ge- 

nommen  längs  der  Linie  s*^.  Im  Falle  wir  unter  v  eine  Beschleuni- 
gung oder  eine  Kraft  verstehen,  haben  wir  dem  Linienintegral  den 
Namen  Arbeit  gegeben  und  haben  dasselbe  als  eine  sehr  wichtige 
Grösse  kennen  gelernt. 

Ist  nun  S  eine  Fläche,  so  lässt  sich  für  diese  ein  analoger,  gleich- 
falls sehr  wichtiger  Begriff  bilden.  Ein  Element  von  S  hat  zwei 
Seiten  (Grundflächen),  eine  von  diesen  können  wir  die  innere,  eine 
die  äussere  nennen.  Ist  die  Fläche  S  geschlossen,  so  ist  ohne  Wei- 
teres klar,  welches  ihre  äussere  Seite 'sei,  ist  sie  ungeschlossen,  so 
kann  man  eine  ihrer  Seiten  willkürlich  als  die  äussere  bezeichnen. 
Auf  der  äusseren  Seite  errichten  wir  die  Normale  iV;  der  Vector  v 
mache  mit  N  den  Winkel  A;  dann  bilden  wir  die  Grösse 

V  cos  kdS 
und  ihr  Integral 

jv  cos  XdS 

genommen  über  die  ganze  Fläche  S.  Letzteres  heisst  „das  Ober- 
fiächenintegral  des  Vectors  v  für  die  Fläche  S**.  Im  Falle  v  eine 
Beschleunigung  oder  eine  Kraft  ist,  wollen  wir  für  dies  Oberflächen- 
integral den  Namen  „Trieb  auf  die  Fläche  S"  oder  „Trieb  durch 
die  Fläche  S*^  einführen.  Woher  die  Benennung  kommt,  wird  sich 
bald  zeigen.  Wir  nennen  also,  wenn  ü  die  Beschleunigung,  /  die 
entsprechende  Kraft  an  der  Stelle  des  Elements  dS  ist, 

u  cos  XdS  den  Elementartrieb  von  ü  auf  dS 

f cos kdS  den  Elementartrieb  der  Kraft/  auf  d/S 

jücosAdS  und  jf cos XdS  den  Trieb  von  ü  oder/  auf  die  Fläche  S. 

Dabei  werde  lücosAdS  mit  dSE,    IfcoskdS  mit  fidS,  bözeichnet,  wo 

/ 
fi  als  der  constante  Quotient  4-  zu  denken  ist.    ücosA  ist  die  Com- 

ponente  von  ü,  welche  senkrecht  zu  dS  steht,  /cos  X  die  entsprechende 
Componente  von  X.    Man  kann  also,   wenn  man  diese  Componenten 
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mit  ü.  und  f,  bezeichnet,   die   vorstehenden  Integrale  auch  jn.dS 

und  ifsdS  schreiben. 

Der  Trieb  hat  mit  der  Arbeit  eine  Grundeigenschaft  gemein. 
Der  Elementartrieb  einer  Resultante  auf  ein  gegebenes 
Flächenelement  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
Elementartriebe  ihrer  Componenten. 

Beweis,  ü  zerfalle  in  die  Componenten  U],  üj  ...  ixm  welche  mit  N  die 
Winkel  Xi,  X^,  X,  . . .  Xn  bilden.  Projiciren  wir  einerseits  ü,  andererseits  üi,  üj .. .  ü» 
auf  n,  so  ist  die  Protection  von  ü  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Projec- 
tionen  sämmtlicher  Componenten;  erstere  ist  aber  ücosX,  letztere  sind  üjCosX], 
n2CosX3  ...  üncosXn.    Also  ist  nach  Multiplication  mit  </^ 

(1)  üco8XdS=  UiCosXidS-l-üjCOsXjiiSH -hü«cosX«rfÄ 

Das  ist  der  obige  Satz. 

Zerfallt  sonach  ü  in  die  Axencomponenten  X,  F,  Z,  und  macht 
N  mit  den  Axen  die  Winkel  a,  ß^  y,  sa  ist 

(2)  ücosAdS  =  XcosadS+  Yco9ßdS-+'ZcosYdS. 

cos  adS  ist  aber  die  Projection  von  dS  auf  diej/z-Ehene  u.  s.  w.  Be- 
zeichnen wir  also  die  Projection  von  dS  auf  die  yz-Ehene  mit  dS^^ 
die  auf  die  2^Ebene  mit  dSy^  die  auf  die  <2;;y-Ebene  mit  dS„  so  lässt 
sich  der  vorige  Satz  auch  schreiben 

(3)        da;  =  XdS^H-  YdS,+ZdS,. 

Ist  u  die  Beschleunigung  -^j  welche  die  Masse  m  an  der  Stelle  dS 
nach  dem  Newton'schen  Gesetz  übt,  so  ist 

(4)       fi=»-*^,+  --|.^,+  --|-^.. 

Aus  (1)  folgt  dnrch  Integration  ohne  weiteres:  Der  Trieb  einer  Resul- 
tante durch  die  endliche  Fläche  S  ist  gleich  der  algebraischen  Summe 
der  Triebe  ihrer  Componenten. 

Anm.  Kehrt  man  die  Normale  des  Flächenelements  (/5um,  nimmt  also  statt 
der  nach  aussen  gerichteten  Normale  N  die  nach  innen  gerichtete  — N^  so  kehrt 
sich  auch  das  Vorzeichen  des  Triebes  um.  In  dem  Ausdruck  ücosXcf^  erfolgt 
dies  dadurch,  dass  (ir— X)  an  die  Stelle  von  X  tritt  In  den  Gleichungen  (3),  (4) 
sind  die  dSx  als  positiv  anzusehen,  wenn  die  Projection  yon  N  auf  die  Axe  der 
X  positiv  ist. 
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Satz  von  Gauss.  Der  Newton'sche  Trieb  S,  der  vom  ab- 
stossenden  Punkte  m  ausgeht,  ist  Null  für  jede  geschlossene  Fläche, 
die  ganz  ausserhalb  m  liegt,  und  4inm  für  jede  geschlossene  Fläche, 
die  den  Punkt  m  umschliesst. 

Beweis.  Die  Fläche  sei  S,  Wir  schlagen  umm  eine  Kugel  Q  yom  Radios 
1,  und  lassen  yon  m  einen  Elementarkegel  ausgehen,  der  aus  iS  irgendwie  das 
Element  dS  herausschneidet.    Derselbe  Kegel  schneidet  aus  Q  des  Element  cfQ. 

Fig.  58. 


Wir  nennen  <|;  den  spitzen  Winkel,  welchen  die  Aze  des  Elementarkegels  mit 
der  nach  aussen  gerichteten  Normale  N  macht.  Dann  ist,  wenn  r  den  Abstand 
\on  m  nach  dS  bezeichnet,  c/^Scos^  das  Element,  welches  der  gleiche  Elementar- 
kegel aus  einer  Kugel  vom  Radius  r  ausschneidet.  Dies  Kugelelement  ist  aber 
r*  mal  so  gross  wie  das  entsprechende  Element  cfQ,  also 

dScos'^  =  r^dSL. 
Oehen   wir  nun   zur  Bildung  des  Products  xkZoikdS  über,  wo  ü  die  New- 
tonische  Beschleunigung  — y-   von  m  bezeichnet,   so   sind    zwei  Fälle   möglich: 

1)  Der  Elementarkegel  tritt  an  der  Stelle  dS  in  die  Fläche  S  hinein.  (Fig.  58 
bei  A.)  Dann  ist  die  Normale  N  nach  aussen  und  die  abstossende  Beschleuni- 
gung, welche  von  m  ausgeht,  nach  dem  Innern  von  ^  gerichtet;  also  macht  r  mit 
.AT einen  stumpfen  Winkel,  und  4^  ==  ir— X,  cos^^  =  — cosX,  wenn  X  =  Winkel  (r,  N)\ 

2)  der  Elementarkegel  tritt  an  der  Stelle  dS  aus  der  Fläche  5  heraus  (Fig.  bei  B)-, 
dann  macht  N  mit  r  einen  spitzen  Winkel,  und  cos^j;  =  cosX. 

Folglich  ist  für  die  Eintrittsstellen 

d%= ^co8^^rf5=  —  wrfQ 

und  für  die  Austrittsstellen 
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m 


Liegt  nun  S  ganz  ausserhalb  des  Punktes  m,  so  schneidet  jeder  von  m  ausgehende 
Elementarkegel  die  Fläche  5  2nmal,  wo  n  eine  ganze  Zahl  ist,  und  unter  den 
Schnitten  sind  n  Eintritte,  n  Austritte.  Von  den  ersteren  liefert  jeder  zu  dem 
Integra]  %  den  Beitrag  — mdQ,  von  den  letzteren  jeder  den  Beitrag  H-m£{Q.  Also 
liefert  jeder  Elementarkegel  zu  X  den  Beitrag  Null,  folglich  ist  das  ganze  Integral 
Z  für  die  Fläche  S  gleich  Null. 

Umschliesst  dagegen  S  den  Punkt  m,  so  tritt  der  Elementarkegel  n-t-lmsd 
aus,  während  er  nmal  eintritt  Also  liefert  jeder  Elementarkegel  zu  dem  Ober- 
flächenintegral n+lmal  den  Beitrag  mdQ  und  nmal  den  Beitrag  —rndQ,  d.  h. 
im  Ganzen  einmal 

mdQ, 

Die  Beiträge  aller  Elementarkegel,  d.  h.  den  ganzen  Trieb  auf  die  Fläche  8,  er- 
halten wir,  wenn  wir  dies  mdQ  über  die  ganze  Kugel  Q  integriren,  d.  h.,  da  m 

constant  und  ldQ  =  4n  ist 

(5)       S  =  47cm. 

Die  wichtige  Eigenschaft,  dass  Z  ganz  unabhängig  von  der  Lage  ist,  welche  m 
innerhalb  der  Fläche  S^  einnimmt,  sei  besonders  hervorgehoben. 

Zusätze.  1)  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  m  weder  inner- 
halb noch  ausserhalb,  sondern  gerade  in  oder  auf  der  Fläche  fliegt, 
d.  h.  dass  S  durch  den  Punkt  m  geht.  Die  in  m  an  die  Fläche  S 
gelegte  Tangentialebene  zerschneidet  dann,  wenn  S  an  der  Stelle  m 
stetig  gekrümmt  ist,  die  Kugel  Si  in  zwei  Hälften.  Die  eine  Hälfte 
wird  von  allen  den  Elementarkegeln  getroffen,  die  von  m  aus  ins  Innere 
der  Fläche  S  eindringen,  die  andere  von  denjenigen,  welche  nicht  in 
das  Innere  von  S  eindringen.  Für  die  erste  Hälfte  der  Elementar- 
kegel verhält  sich  also  m  so,  als  läge  es  im  Innern  von  S,  für  die 
zweite'  so,   als   läge   es   ausserhalb  S.    Also    wird   in  diesem  Falle 

Ist  in  m  eine  Unstetigkeit  der  Krümmung  (Kante  oder  Spitze) 
vorhanden,  so  sieht  man  mittels  einer  ähnlichen  Betrachtung  leicht 
Folgendes:  Construirt  man  in  m  den  Tangentenkegel  der  Fläche  S, 
und  ist  der  körperliche  Winkel,  den  dieser  Tangentenkegel  umfasst, 
gleich  ü),  so  wird  Z  =  mm.  Liegt  m  z.  B.  auf  der  Kante  eines  recht- 
winkligen  Parallelepipeds  S,  so  ist  S  ^  tttw,  liegt  m  auf  der  Ecke 

'WITT 

eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds,  so  wird  S=— ^ — 

2)  Ist  5t  eine  nicht  geschlossene  Fläche,  sondern  begrenzt  durch 
eine  beliebige   geschlossene  Curve  s,   so  zeigt   dieselbe  Betrachtung: 
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Legt  man  von  m  aus  die  Ei-zeugungslinien  eines  Kegels  durch  den 
Rand  «,  ist  co  der  körperliche  Winkel  dieses  Kegels  (also  co  das 
Stück,    welches   der   Kegel   aus   der   Kugel  ü  ausschneidet)   so   ist 

1)  Die  Potentialfunction  im  äusseren  Raum. 

157.    Die  Potentlalftinctioii  Im  äusseren  Raum.    K  sei  ein 

Körper,  der  die  endliche  Masse  M  enthält,  x^  y,  z  eine  Stelle  des 
äusseren  Raums,  d.  h.  des  Raums,  dessen  Elemente  sämmtlich  von 
dem  durch  die  Masse  M  erfüllten  Raum  endlichen  Abstand  haben. 
dM  sei  ein  Element  der  Masse  Ai,  welches  im  Raumelement  dK  ent- 
halten ist.  Bezeichnen  wir  den  Abstand  zwischen  dM  und  x^  y,  z  mit 
r,  so  ist  die  Potentialfunction  von  dM  in  ^,  y,  z 

dM 

und  nach  dem  früheren  erhält  man  die  Potentialfunction  der  ganzen 
Masse  M  auf  ^,  y,  z,  indem  man  die  Potentialfunctionen  ihrer  Theile 
addirt,  d.  h.  die  Potentialfunction  von  M  in  x^  y,  z  ist 

dM 


(1)         f^  =  /-^ 


r 

dV 
Zugleich   ist ^—  die  Ä;-Componente  der  Beschleunigung,  der  eine 

\yX 

in  ^,  y,  z  angebrachte  Masse  ju  unterliegt,  oder,  was  dasselbe  sagt, 

dV 
^ —  ist  die  Kraft,  welche  die  in  a?,  y,  z  angebrachte  Masse  Eins 

von  M  erleidet. 

Satz  1.    Fund  seine  ersten  DiflFerentialquotienten  -^— j  "3"?  "^~ 
sind  im  ganzen  äusseren  Raum  endlich  und  stetig. 

Für  V  ist  das  selbstverständlich,  da  M  endlich  vorausgesetzt  wird,  und  r,  so 
lange  der  Punkt  x,  y,  z  in  endlicher  Entfernung  M  liegt,  nie  unendlich  klein 
werden  kann.  Die  Differentiation  nach  x  kann  unter  dem  Integralzeichen  vor- 
genommen werden,  also  ist 


(^)      '5r 


Bezeichnet  man   die  Coordinaten   von  dM  mit  x\  y,  z\   so   ist  -g—  =  

C/X  T 

n.  s.  w.    Da  nun  r  immer  endlich  bleibt,  sind  die  Integrale  der  Gl.  (2)  stets  end- 
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lieh.     Ebenso  kann  man  unter  dem  Integralzeichen  zum  zweiten  Mal  nach  x,  y,  z 
differentiiren  und  erhält 

Auch  in  Gl.  (3)  bleiben  die  Integrale  immer  endlich,  also  sind  die  Differential- 

*•    *  5r       SV      dV    .  ^|.  u     *,i.  u    5^^       5^       ^^ 

Quotienten  von  ~^— >    "T~>    "TJ—  immer  endlich,   folglich  -^ — ,    -^ — ,    -tj— 

selbst  stetig. 

Satz  2.    Rückt  der  angezogene  Punkt  x^  y^  z  ins  Unendliche,  ist 
R  sein  Abstand  von  irgend  einem  Punkt  im  Endlichen,  so  ist  für  ihn 

r=0,  ümÄF=Jtf  und  limÄ'-|^  =  —  A/. 

Beweis,    a)  für  r  =  oo  ist  F=  0  selbstverständlich. 

b)  Ein  *E)lement  dll  der  anziehenden  Masse  liege  im  Punkte  ^,  der  Punkt, 
von  dem  ans  R  gemessen  wird,  sei  o,  und  der  angezogene  Punkt  liege  in  q. 
Dann  bilden  o,  p,  q  ein  Dreieck  mit  einander,  dessen  Seiten  sind  09  =  i2,  pq^=r 
und  09,  welches  für  den  Augenblick  p  heisse.    Es  ist 

r  — p<i2<r-|-p;  also  auch 


Rückt  der  angezogene  Punkt  ins  Unendliche,  so  wird  r  =  00,  während  p 
endlich  bleibt,  also  verschwinden  die  Integrale  in  der  letzten  Gleichung,  und  es 
bleibt 

(4)  limÄF=if. 

dV  dV 

c)  -Tjj^  ist  -Tc— cos(Ä,  r),    für    unendlich    entfernte    Punkte    aber    wird 

cos(/i,  r)  =  1,  also  -v.-^  =  -j^  =  —  I — ^.     Behandelt  man  aber  —  Ä'| — 5— 
genau  so  wie  ad  b)  so  erhält  man  als  Grenzwerth  — M. 

d^V       d^V       d^V 
Satz  3.     Die   Summe  -^— rH — ^~ä"H — ^~r  ^^*  f^r  jeden  Punkt 

des  äusseren  Raumes  Null. 

Man  bezeichnet  die  vorstehende  Summe  gewöhnlich  durch  A^V^ 

d^V      dW      dW 
setzt  also  abkürzend  -^— = — j — ?s-rH — n~r==^'^'     Dann  heisst  der 

ow  dy  dz 

vorstehende  Satz: 

(5)  J'V=0, 
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^._r-»i^„, 


woraus  durch  Addition 


AT-     I  3^'-3[(^-^')'+(y-y')'+('-0']  ■   0 


-/■ 


r^ 


d^V        S^V       d^V 
Statt   ■  ^  „  H — ö—s — i — »TT-    J^Ä^ii    iDan    selbstverständlich    auch    schreiben 
ax^         oy^         oz^ 

—  f-^ h--;5 — I — T5 — )•    Die  Gleichung  (5)  rührt  von  Laplace  her. 

158.    Trieb  und  Kraftrohren  im  äusseren  Raum.    Satz  1. 

Umschliesst   eine   geschlossene,    M  nicht   schneidende    Flü,phe  S  die 
Masse  -4/,  so  ist  der  Trieb  von  M  auf  S  gleich  AnM. 

Denn  der  Trieb  jedes  Elements  dM  ist  4izdM,  wobei  es  auf  Variationen  der 
Lage  von  dM  im  Innern  von  ^  nicht  ankommt,  also  ist  der  Trieb  von  M  gleich 


TzfdM^ 


47:M, 


Besteht  AI  aus  getrennten  Theilen  und  umfasst  die  Fläche  S  den 
Antheil  Q  von  M,  so  ist  der  Trieb  auf  S  gleich  47rQ,  denn  die 
ausserhalb  S  fallenden  Theile  von  M  liefern  zu  %  keinen  Beitrag. 

Die  Niveauflächen  und  Kraftlinien  sind  schon  aus  §  52  ff.  be- 
kannt. Wählt  man  irgendwo  im  äusseren  Raum  ein  Flächenelement 
dS  und  legt  durch  alle  Punkte  seines  Randes  die  zugehörigen  Kraft- 
linien, 80  entsteht  ein  röhrenförmiges  Gebilde  von  unendlich  kleinem 
Querschnitt,  welches  die  Schaar  der  Niveauflächen  orthogonal  schnei- 
det; es  heisse  eine  Kraftröhre.  Aus  jeder  Niveaufläche  schneidet 
die  Kraftröhre  ein  Flächenelement  heraus,  welches  (speciell  für  die 
Niveaufläche)  mit  dF  bezeichnet  werde.  Die  Niveauflächen  um- 
schliessen  einander;  als  äussere  Seite  derselben  wollen  wir  immer  die- 
jenige betrachten,  deren  Normale  von  der  umschlossenen  zur  um- 
schliessenden  Fläche  gerichtet  ist.  Schneidet  eine  beliebig  situirte 
Ebene  die  Kraftröhre,  so  wird  aus  der  Ebene  ein  Element  dS  aus- 
geschnitten; diejenige  der  beiden  Normalen  von  dS,  welche  mit  der 
nach  aussen  gerichteten  Normale  einer  durch  dS  gehenden  Niveau- 
fläche einen  spitzen  Winkel  macht,  soll  die  nach  aussen  gerichtete, 
positive  Normale  von  dS  sein.  Es  gilt  nuq  im  ganzen  äusseren  Raum 
der  einfache 
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Satz  2.  Der  Trieb  auf  alle  Querschnitte  ein  und  derselben  Kraft- 
röhre ist  constant. 

Beweis.  dSi  und  dS^  seien  zwei  Querschnitte  (die  nicht  normal  zu  sein 
brauchen)  einer  Eraftrohre,  dS^  der  äussere.  Der  Trieb  auf  dSi  sei  c^i,  der  auf 
dS^  sei  d^.  Zwischen  dSi  und  dS^  liegt  ein  Stück  der  Eraftröhrenfläche,  welches 
AA  heisse.  Dasselbe  bildet  mit  dSi  und  d^  eine  ganz  geschlossene  Fläche. 
Rechnen  wir  also  für  diese  geschlossene  Fläche  alle  Normalen  nach  aussen  positiv, 
so  ist  der  Trieb  von  M  auf  sie  gleich  Null,  weil  sie  ausserhalb  M  liegt.  Nun 
ist  aber  der  Trieb  auf  Ai2  von  selbst  gleich  Null,  weil  alle  Normalen  von  A/2 
senkrecht  auf  der  Eraft  stehen,  also  ist  der  Trieb  auf  dS^  und  dS^  für  sich  gleich 
Null.  Dabei  föllt  die  hier  angenommene  Normalenrichtung  von  dS^  mit  derjenigen 
zusammen,  welche  oben  als  die  positive  bezeichnet  wurde;  also  ist  der  Trieb  auf 
dS^  gleich  d^.  Für  dS^  dagegen  haben  wir  die  Normale  in  Bezug  auf  den  ge- 
schlossenen Eörper  „nach  aussen"  gerechnet,  d.  h.  nach  M  hin,  nach  der  obigen 
Convention  ist  aber  als  positive  Normale  von  dSi  diejenige  anzusehen,  welche  von 
M  fortgerichtet  ist,  d.  h.  der  Trieb  auf  dSi,  so  wie  wir  ihn  an  dem  geschlossenen 
Röhrenstück  bestimmt  haben,  war  — d^i.  Also  ist  rf2i-f-( — dSli)  =  0  oder 
dZt  =  <^i*    Wie  ist  der  Beweis  zu  führen,  wenn  dS^  und  dSi  sich  schneiden? 

Insbesondere  besitzen  also  die  Flächenelemente    welche   eine  Eraftrohre  aus 

der  Gesammtschaar  der  äusseren  Niveauflächen  herausschneidet,  sämmtlich  gleichen 

dV 
Trieb ;  der  Werth  desselben  ist  für  das  Niveauflächenelement tj^  dF,  da  für 

die  Niveaufläche  cosX  =  1,  also  gilt  der  weitere 

dV 
Satz  3.     Die   Grösse  -^j^dF  ist  für  den  ganzen  Verlauf  einer 

Eraftrohre  constant. 

Die  Beschleunigung  ist  also  an  jeder  Stelle  dem  rechtwinkligen 
Querschnitt  der  Eraftrohre  umgekehrt  proportional.  Das  Vorstehende 
lässt  sich  unmittelbar  auf  endliche  Theile  der  Niveauflächen  aus- 
dehnen. Aus  irgend  einer  Niveaufläche  schneiden  wir  ein  endliches 
Stück  JFj^  heraus  und  legen  durch  alle  seine  Randpunkte  die  zu- 
gehörigen Eraftlinien;  dann  schneiden  diese  aus  irgend  einer  zweiten 
Niveaufiäche  ein  Stück  JF^  heraus.  Offenbar  ist  der  Trieb  auf  JF^ 
gleich  dem   auf  dF^ ;   denn   wenn   wir   beide   durch  Eraftrohren  in 

C  dV 
Elemente  theilen,  so  besteht  I  ^^  dF  für  beide  aus  gleichvielen  und 

gleichen  Elementartheilen. 

Auf  den  vorstehenden  Sätzen  beruht  Faraday^s  Methode,  Eräfte  durch  Eraft- 
linien darzustellen.  Es  sei  M  eine  anziehende  Masse  (einerlei  ob  Punkt  oder 
Eörper)   und  F  eine   dieselbe   umschliessende   Niveaufläche.     Wir   theilen  F  in 

solche  Theile,  dass  der  Trieb  auf  jeden  Theil  AF  gleich  —  ist,  wo  t  eine  will- 

T 
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kürlich  gewählte,  grosse  Zahl.  Legen  wir  um  jedes  AF  die  zagehörige  Kraftröhre, 
so  wird  die  ganze  Schaar  der  Niveauflächen  von  M  in  entsprechende  Theile  ge- 

theilt,  und  der  Trieb  auf  jeden  Theil  jeder  Niveauflache  ist  — •  Ist  n  die  Zahl 
der  , triebgleichen'*  Theile,  in  welche  eine  Niveaufl&che  zerföllt,  so  ist  —  der 
Trieb  auf  die  ganze  Niveaufläche,  also  —  =  4itif  oder  n  =  4irc.if.    Legen  wir 

T 

also  durch  die  Mitte  jedes  AF  eine  Kraftlinie,  so  ist  47rr3f  die  Zahl  dieser 
Kraftlinien.  Sie  ist  das  Product  aus  "M  und  einer  constanten  Zahl ,  kann  also 
die  Masse  M  characterisiren.  Setzt  man  conventioneil  fest,  dass  t  für  alle  Massen 
der  Welt  die  gleiche  Zahl  sein  soll,  so  ist  jede  Masse  M  proportional  der  Zahl 
der  von  ihr  ausgehenden  Kraftlinien.  Ist  F^  irgend  eine  Niveaufläche  und  treffen 
auf  die  Flächeneinheit  derselben  (die  so  klein  gewählt  sei,  dass  ü  auf  derselben 
als  constant  angesehen  werden  kann)  an  einer  ausgewählten  Stelle  v  Kraftlinien, 

y 

SO  ist  der  Trieb  auf  die  Flächeneinheit  daselbst  — ,  der  Trieb  ist  aber  ü.l,  also 

T 
y 

ist  ü= — ,  die  Beschleunigung  ist  also  characterisirt  durch   die  Zahl  der  Kraft- 

T 

linien,  welche  auf  die  Flächeneinheit  der  Niveaufläche  fallen. 

Vorausgesetzt  war,  dass  die  in  Betracht  kommenden  Niveauflächen  die  ganze 
thätige  Masse  M  umfassen ;  die  Untersuchung  über  den  Fall,  wo  Theile  der 
Mi^se  M  ausserhalb  einer  Niveaufläche  liegen,  müssen  wir  dem  Leser  überlassen. 

Anmerkung.  Denkt  man  sich  eine  Niveaufläche  mit  einer  Flüssigkeitsschicht 
von  der  Dichte  1  und  Dicke  dk  belegt,  die  der  Wirkung  von  M  unterliegt,  so  wird 
offenbar  die  Flüssigkeit,  welche  das  Element  dF  bedeckt,  mit  der  Beschleunigung 
ü,  also  mit  der  Kraft  xkdF.dh  durch  die  Fläche  getrieben.  Das  ist  der  Grund, 
wesshalb  ich  ndF  den  „Trieb  auf  die  Fläche  genannt  habe.  Maxwell  braucht 
dafür  den  Namen  Induction,  der  aber  anderweitig  schon  so  viel  in  Anspruch 
genommen  ist,  dass  er  hier  nicht  zweckmässig  scheint ;  Gauss  sagt  ein&ch  Ober- 
flächenintegral. 

2)  Die  Potentialfanction  körperlicher  Massen  ohne  Beschränkung  auf 

den  äusseren  Raum. 

159.  Analytische  Hauptformen  der  Potentialftaiictloii.  Die- 
selben hängen  davon  ab,  wie  sich  dAI  durch  die  Coordinaten  aus- 
drückt. 

Erste  Form,  a?,  y,  z  sei  der  angezogene  Punkt,  J,  ij,  ^  die  Coor- 
dinaten des  Körperelements  dK,  welches  die  Masse  dM  enthält,  k  die 
Dichtigkeit  von  dK 

Dann  ist  dK  =  d^dtjd^^  also  dM=  kd^dfjd^  und 


a)     v=fff^kd^d,}d^ 


wo 

(2)        ,•'  =  (a!-^y-hQ,-fjy+(z-0'. 
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Die  dreifache  Integration  ist  über  das  Volumen  von  K  zu  erstrecken; 
ist  der  Körper  M  homogen,  so  tritt  k  als  Constante  vor  das  Integral- 
zeichen. 

Zweite  Form.  Man  nehme  den  Punkt  ^,  j/,  z  zum  Pol  eines 
Systems  von  Polarcoordinaten.;  das  Element  dM  habe  von  ^,  y^  z  den 
Abstand  r,  dies  r  mache  mit  einer  durch  «,  t/,  z  gelegten  Fundamen- 
tallinie den  Winkel  tp.  und  die  durch  r  und  die  Fundamentallinie 
gelegte  Ebene  mache  mit  einer  festen  Fundamentalebene  den  Winkel 
^.     Dann  lässt  sich  K  in  Elemente 

(3)        dK  =  r^8mg)d(pdd^dr 
zerlegen,  also  ist  =  krsmg)dq)dd-dr  und 


(li)         V=  ff fkr  sin  y  d(p  d^dr. 


Dritte  Form.  Nur  für  homogene  Massen!  S  sei  die  Ober- 
fläche des  Körpers  K.  (Vergl.  hierzu  die  Fig.  58).  Vom  Punkte 
ar,  y,  z  lassen  wir  eine  Elementarpyramide  ausgehen,  deren  Oefihung 
dQ  sei.  (i2  ist,  wie  in  §  156^  die  um  ^,  t/,  z  gelegte  „Himmelskugel^ 
vom  Radius  1).  Als  Element  von  K  betrachten  wir  den  Raum,  der 
in  der  Elementarpyramide  zwischen  zwei  um  ^,  y,  z  gelegten  Kugeln 
vom  Radius  r  und  r+dr  enthalten  ist.  Dann  hat  das  Element  dK 
die  Grundfläche  r'dß,  die  Höhe  dr,  also  das  Volumen  r^dQdr^  und 
die  Masse  h'^dSidr.  Die  vom  Element  auf  x,  y,  z  geübte  Potential- 
function ist  also 

(4)        dV=krdndr. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  r  integriren  und  giebt  dann  den 
Beitrag,  welchen  die  ganze  Elementarpyramide  zum  Werth  von  V 
liefert. 

Erster  Fall,  a^y,  z  wird  von  der  Masse  Jl/ nicht  umschlossen. 
Dann  tritt  die  Elementarpyramide  da,  wo  sie  &  zum  ersten  mal 
schneidet,  in  K  ein,  wo  sie  5  zum  zweiten  mal  schneidet,  tritt  sie 
aus  K  heraus;  ist  ein  dritter  etc.  Schnitt  vorhanden,  so  tritt  sie  im 
3.,  5.  etc.,  kurz  in  allen  Schnitten  von  ungerader  Ordnung  in  iTein, 
und  in  allen  Schnitten  gerader  Ordnung  heraus.  Das  über  die  Ele- 
mentarpyramide genommene  Integral  ist  also  vom  ersten  zum  zweiten, 
vom  dritten  zum  vierten  etc.  Schnitt  zu  nehmen.  Bezeichnen  wir 
demnach  das  über  die  Elementarpyramide  genommene  Integral  mit 
iV  und  die  Werthe,  welche  r  in  den  Schnitten  annimmt,   der  Reihe 
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nach  mit  72,,  /2,  A^  . . .  /2n,  wo  n  eine  gerade  Zahl,  so  ist 

(5)        dV=  kfrdrdÜ+k  frärdü-^k  frdrdÜ+Qtc, 

Äi  Äj  Äj 

d.  i. 

(6)      öv=k^ ^'"^^'  dn+^'^^'dn+  ^'^-^' dü+'^y 

Nun  ist  aber  nach  166,  R^dQ  gleich  — dS„4C0sA,„  wenn  die  m^  Stelle 
eine  Eintrittsstelle  ist  und  Xm  den  Winkel  der  nach  aussen  gerichteten 
Normale  mit  R  bezeichnet,  und  RiidQ  gleich  +d£icosAm,  wenn  die 
fragliche  Stelle  eine  Austrittsstelle  ist.  Also  ist  für  alle  ungeraden 
R  die  Grosse  R^dü  =  — cosAdS  und  für  alle  geraden  Schnitte 
ÄVi2  =  4-cosA,dÄ,  also 

k 
(7)        dV=  -s"  |cosA,dS,  +cosA,dS,  -hcosAjdS,  +etc.  . . .} 

kürzer 

(8)        SV  =  4-2cosXdS 

wo  die  Summe  über  alle  die  Elemente  auszudehnen  ist,  in  welchea 
der  Elementarkege]  die  Fläche  S  schneidet.  Bildet  man  also  alle  von 
x^  2/,  z  ausgehenden  Elementarkegel  und  erstreckt  die  Summirung  über 
alle   ihre  Durchschnitte   mit  «S,    so  erhält  man    links   V  und  rechts 


k  C 
^IcosAdS,  also 


(in)         F=-2  JcosAdS. 


Zweiter  Fall,  ümschliesst  die  Masse  M  den  Punkt  o?,  y,  «,  so 
sind  die  Integrale  für  8V  zwischen  0  und  Ä,,  Ä,  und  fi,  n.  s.  w.  zu 
nehmen.    Also 

(9)        (JF=-|-{ÄJdi2H-(Äj— Äj)di2+...}. 

Dann  ist  aber  R^  eine  Austritts-,  R^  eine  Eintrittsstelle,  u.  s.  w.  also 
R\  da  =  +dS,  cos  A, ,  Rlda  =  —dS^  cos  A, ,  ÄJ  dfl  =  -+-dS,  cos  A^ 
u.  s.  w.    Also 

k 
(10)        SV=  -^{cosAidÄ,-|-cosA,dSj,-+-cosAjdS,  . . .} 

Das  Resultat  ist  dasselbe  wie  in  Gleichung  (7),  also  stimmt  das  End- 
resultat wieder  mit  Gl.  (III). 
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160.     Endlichkeit  und  Stetigkeit   der  Potentialflinctlon. 

Rückt  der  angezogene  Punkt  ^,  y,  z  in  das  Innere  des  Körpers  £,  so 
wird  sein  Abstand  t  von  den  nächstgelegenen  Tlieilchen  der  Masse  M 
unendlich  klein,  es  wird  also  eine  besondere  Untersuchung  aber  das 
Verhalten   derjenigen  Grössen   erforderlich,    die  r  im  Divisor  haben, 

— ^ —   Man  braucht  aber 

dieselbe  nur  in  der  zweiten  Form  des  vorigen  Paragraphen  zu  schreiben 


(1)         F=  [{VkTÄn^d^dJd^d/r^ 


so  sieht  man,  dass  der  Beitrag,  den  die  Elemente  mit  unendlich 
kleinem  r  zu  F  liefern,  nicht  unendlich  gross,  sondern  im  Gegentheil 
unendlich  klein  ist,  wenn  ä;,  was  wir  ein  für  allemal  voraus- 
setzen, im  Innern  von  K  nur  endliche  Werthe  hat. 

Die  Potentialfunction  ist  also  überall,  auch  im  Innern 
von  Jf,  endlich. 

Der  Satz  gilt  auch  dann,  wenn  der  Punkt  ^,  y,  z  der  Oberfläche 
von  K  unendlich  nahe  liegt,  denn  in  dem  Ausdruck  (1)  kommt  nichts 
vor,  was  für  diesen  Fall  eine  Ausnahme  statuirte;  ebenso  gilt  er  in 
Unstetigkeitsflächen  von  h. 

Um  V  nach  irgend  einer  Richtung  x  differentüren  zu  können, 
muss  man  sich  den  Punkt  ^,  y,  z  wenigstens  nach  der  Richtung  x 
beweglich  denken;  es  geht  also  nicht  an,  dass  man  den  angezogenen 
Punkt,  wie  es  in  61.  (1)  geschieht,  zum  Mittelpunkt  eines  festen 
Coordinatensystems  macht,  wenn  man  V  nach  x  differentüren  will. 
Wir  denken  uns  desshalb  durch  ^,  y,  z  eine  Gerade  parallel  zur  Axe 
der  X  gelegt  und  nehmen  auf  dieser  willkürlich  einen  festen  Punkt  p 
an.  Dieser  feste  Punkt  sei  Anfangspunkt  der  Coordinaten  und  zu- 
gleich der  Pol  eines  Polarcoordinatensystems,  dessen  Meridianwinkel 
9,  Längenwinkel  ^  ist,  während  die  genannte  Gerade  selbst  als  Fun- 
damentalaxe  dient.  Hat  der  Punkt  $,  97,  t,  des  Körpers  K  den  Ab- 
stand l  vom  Pol,  so  ist  das  Raumelement  von  K  auszudrücken  durch 

(2)        dK=  Psiag>d»d9dl. 

Der  Punkt  x,  y,  z  hat  von  p  die  drei  Abstandscomponenten  x, 
0,  0.  Das  Element  dK  hat  vom  Pol  die  Abstandscomponenten 
5  =z=  fcosy,  tj  =  isinycos^,  f  =  isinysinS",  also  ist 

[r*  =  (Zcosg) — Ä)'-f-(^sin5pco8^)'-|-(/sinysin^)' 
(3) 


{r*  =  (Icoi 
=  /'- 


2lxco8g>+x^  =  i'sin'y-|-(« — /cosy)'. 

Buddt,  Mechanik.    II.  29 
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Also  ist 

(4)        V=  fff     ,  ^^'^^y dld^dg,. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  x  differentiiren;  er  giebt 
(5)        4^  =  -  ({{       ^^'smyC^-Zcosy)        ^^^ 

Lässt  man  hierin  nun  den  Punkt  ^,  ^,  e  mit  dem  Anfangspunkt 
p  zusammenfallen,  so  wird  ^  zu  0,  (2Z  zu  dr^  also 

(6)        -ö —  =  1 1  jAsinycosydrcW'dy. 

Dieser  Ausdruck  ist  offenbar  immer  endlich,  also  ist  V  überall 
stetig. 

161.    Die  Beschlennigimgseomponenteii.    Dagegen  ist  nicht 

dV 
bewiesen,  dass ^-^  auch  in  dem  Ausnahmefall,  wo  r  unendlich 

klein  werden  kann,  noch  identisch  mit  der  Beschleunigungscompo- 
nente  X  bleibt.  Wir  betrachten  also  X  direct.  In  dem  vorigen 
Coordinatensystem  übt  das  Element  dM  auf  den  Punkt  x  eine  Be- 
schleunigung, deren  ^-Componente  ist 

dM  .       . . 


Dabei  ist 

dM-=^  kPsin^dd-d^dly     x — J  =  x — /cosg), 

r  gleich  dem  obigen  Ausdruck.    Also  ist 

(1)       X=///^'^°y^^-^^^»)  dld»d9 

dV 
ein  Ausdruck,  der  mit  dem  obigen  für  -^ —  bis  auf  das  Vorzeichen 

identisch  ist  und  sich,  wie  dieser,  für  ^  =  0  auf 

(2)        — X  =  Jjjksin^cos^d^dd'dr 

zurückzieht.    Dasselbe  gilt  in  y  und  z. 

Also   ist   1)  im  ganzen  Baume  die  Beschleunigungscom- 

dV 
ponente  Z  identisch  mit ^ — ,  2)  zugleich  nachgewiesen, 

dass  X  im  ganzen  Räume  endlich  ist.    Dasselbe  gilt,    da  die 
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Richtung  von  x  beliebig  ist,  für  jede  irgendwie  gerichtete  Beschleu- 
nigungscomponente. 

Durch  eine  etwas  eingehendere  Betrachtung,  die  hier  aus  Rück- 
sicht auf  den  Raum  unterdrückt  werden  muss,  lässt  sich  auch  nach- 
weisen, dass  die  Componenten  Z,  7,  Z  überall  stetig  sind. 

162.  Die  zweiten  Düferenttalquotienten  yon  V.  Wir  be- 
zeichnen, wie  oben,  mit  z/'  V  die  Grösse 

^  Öä;'   "^  dy"    "^   ö^'    ""       V  ö«  "^  öy   "^  dz  )' 

Satz.  Der  Trieb,  den  die  Masse  il/,  welche  die  Potentialfunction 
V  erzeugt,  auf  irgend  eine  geschlossene  Fläche  &  übt,  ist  gleich  dem 

Integral  — /J'Fdir  genommen  über  alle  Elemente  des  von  der  Fläche 

eingeschlossenen  Raumes  K, 

Beweis.    Nach  156«  ist  der  Trieb  auf  ein  Element  der  Fläche  8 

Die  Werthe  von  X,  Y,  Z  sind  dabei  diejenigen,  welche  in  d8  auftreten.  Wir 
legen  nun  irgendwo  durch  'S  ein  Elementarparallelepiped ,  dessen  Axe  die  Rich- 
tung der  X  hat,  und  dessen  Querschnitt  dydz  ist,  und  Terfolgen  dasselbe  von  der 
negativen  Unendlichkeit  zur  positiven  hin.  Da  die  Fläche  'S  geschlossen  sein 
soll,  schneidet  sie  das  Parallelepiped  nothwendig  in  einer  geraden  Anzahl  yon 
Schnitten;  wir  numeriren  dieselben  der  Reihe  nach  als  dS^^  dS^  u  s.  w.  Die 
Schnitte  dSi,  dSi^  dS^  u.  s.  w.  sind  Eintritts-,  die  dS^,  dS^  u.  s.  w.  sind  Aus- 
trittsstellen. An  jeder  Eintrittsstelle  macht  die  nach  aussen  gerichtete  Normale 
N  Yon  dS  mit  der  Richtung  der  x  einen  stumpfen  Winkel,  dort  ist  also 
(/^  SB  — difdz,  an  den  Austrittsstellen  dagegen  ist  Winkel  (N^sc)  spitz,  also 
dSx  ^  dydz  u.  8.  w.  Werden  also  die  Werthe,  welche  X  in  den  einzelnen  Schnitten 
dSn  hat,  entsprechend  numerirt,  so  ist  der  Beitrag,  welchen  sämmtliche  Schnitte 
unseres  Parallelepipeds  zu  dem  Oberflächenintegral  „Trieb"  liefern 

(1)        dycTzC— JC,4-Xj-X,-h-Xi  . .  .). 

r'^dX 
Nun  ist  aber  X^—Xi  das  Integral  I     -n — dx  genonunen  über  die  Strecke  des 

Elementarparallelepipeds,  welche  vom  ersten  bis  zum  zweiten  Schnitt  reicht,  ebenso 
ist  ^4 — Xi  dasselbe  Integral,  genommen  über  die  Strecke  Yom  dritten  bis  zum 
yierten  Schnitt  u.  s.  w.    Also  ist  der  Ausdruck  (I)  gleichbedeutend  mit 


(2) 


difdz  j—K — dx, 


wenn,  das  Integral  über  alle  Theile  des  Parallelepipeds  erstreckt  wird,  die  in  das 
Innere  des  Körpers  K  fallen.    Entsprechendes  gilt  in  y  und  z.    Also  ist 

29* 
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(3) 


fxdSg  =   f-^dxdydz,      frdSy  =   f^dxd^dz, 
fzdSz  =  f-^dxd^dz. 


wo  die  Integrale  links  über  die  ganze  Oberfläche  S,  rechts  auf  den  ganzen  £5r- 
perinbalt  K  auszudehnen  sind.   Addirt  man  die  drei  Gleichungen  (3)  so  erhält  man 


(4) 


-//ii^-^-^)**-=-///-- 


Werth  des  Triebes.  Aus  dem  Satz  des  §  156  folgt  nun 
ohne  Weiteres:  Geht  die  Fläche  S  durch  die  Masse  i/,  so  dass  sie 
die  Quantität  Q  derselben  einschliesst,  so  ist  der  Trieb  auf  S 

(5)        Z  =  inQ. 

Diejenigen  Theile  von  J/,  welche  in  die  Fläche  S  selbst  fallen,  haben  ein 
Volumen,  welches  ein  unendlich  kleines  von  unendlich  hoher  Ordnung  ist;  sie 
liefern  also  nach  156.  Zusatz  (1)  keinen  angebbaren  Beitrag  zu  T. 

Werth  von  J'F.  Als  geschlossene  Fläche  S  nehmen  wir  nun 
die  Oberfläche  des  Elements  dxdydz^  welches  den  Punkt  x^  y,  z  ein- 
schliesst.   Für  diese  ist  nach  (5) 

%  =  ^nkdxdydz 

und  zugleich  reducirt  sich  das  Integral  ( 1 1 J*  VdK  für  sie  auf  J'  VdK 

oder  J^Vdxdydz.    Wir  haben  also  nach  (4) 

/PVdxdydz  =  — ^nkdxdydz 

(6)        dW=—^nk 

vorausgesetzt,  dass  k  m  x^  y^  z  einen  bestimmten  Werth  habe,  was 
nur  der  Fall  ist,  wenn  k  in  der  nächsten  Umgebung  von  x^  y,  z  stetig 
verläuft.  Geht  eine  Unstetigkeitsfläche  von  k  durch  den  Punkt  a?,  y,  z^ 
so  hat  k  in  ihm  keinen  bestimmten  Werth  mehr  und  die  Grösse  d^  V 
hat  dementsprechend  keinen  bestimmten  Sinn. 

Die  sehr  wichtige  Gl.  (6)  umfasst  den  Fall,  wo  der  Punkt  x,  y,  z 
ausserhalb  der  Masse  M  liegt;  denn  in  diesem  Fall  ist  £  =  0,  also 
J'F=0,  wie  in  §157.  Sie  heisst  die  Laplace-Poisson'sche  Glei- 
chung. Laplace  gab  sie  für  k  =  0,  Poisson  ergänzte  sie  für  das  Innere 
von  M, 

163.  Becapitalation;  Dlrichlet's  Satz.  V  hat  nach  dem 
Obigen  folgende  Uauptgrösseneigenschaften: 

1)  V  ist  überall  endlich  und  stetig,  im  Unendlichen  Null. 


(6) 
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dV 
2)  In  unendlicher  Entfernung  ist  lim  r  V=  M  und  lim  r '  ^  = — Jlf, 

wenn  M  die  Masse,  von  der  V  ausgeht. 

.  3)  Ist  die  Masse  M  mit  der  Dichtigkeit  k  über  das  Innere  eines 
Körpers  vertheilt,  so  ist  z/'F  überall  =  — 47rA,  so  weit  k  einen  be- 
stimmten endlichen  Werth  oder  den  Werth  Null  hat. 

Satz:  Die  vorstehenden  Eigenschaften  sind  für  die  Potentialfunc- 
tion  einer  körperlichen  Masse  characteristisch;  es  giebt  ausser  der 
Potentialfunction  von  M  keine  zweite  Function,  die  die  gleichen  Eigen- 
schaften hat. 

Existirt  eine  zweite  Function,   so  wird  dieselbe  sich  von  V  um  irgend  eine 
Grosse  u  unterscheiden;  wir  können  sie  also  gleich  F+ti  setzen.    Dann  ist 

(1)        A»F=— 4irit,  (2)        A^F+«)  ==  —  47rifc, 

also  im  ganzen  Räume,  auch  im  Innern  von  i/, 

(3)        A«ti  =  0. 

Den  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  integrire  man,  nachdem  er 
mit  udaidydz  multiplicirt  ist  über  den  Inhalt  eines  Würfels,  dessen  Mittelpunkt 
im  Coordinatenanfang  liegt,  dessen  Kanten  die  Länge  2a  haben  und  den  Axen 
parallel  sind.  Die  etwa  in  diesem  Würfel  vorkommenden  Discontinuitaten  von 
u  oder  A'u  haben  auf  die  Integration  keinen  Einfluss,  da  sie  nur  in  Flächen  auf- 
treten.   Es  ist  also 

t±-,     f*" r^' f*" f  dh,    dh,    dh,\^  ^  j    „ 

^*^     J    J    J   "W+-9p-+^)''*''^*  =  o- 

—a    — a    ~a 

Nun  ist  mittels  partieller  Integration 

—  a  — a 

(5)      \j    "^*^  =  V''-57L-J     [-5^)^ 

—  a  —a 

—  a  — a 

Also,  indem  man  der  Reihe   nach   mit  d^dz,  dzdx,  dxdy  multiplicirt   und  noch 
zweimal  von  — a  bis  +a  integrirt,  vermöge  (4) 

— a    — a    — a 
— «    — a  — a    — a  —a    —a 
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Lassen  wir  nun  a  unendlich  werden,  so  folgt  aus  der  zweiten  obigen  Eigenschaft, 
dass  -R(r+u)  =  Äü  =  Jf,  also  Ru  =  0,  also  überall  im  Unendlichen  m  =  0  ist. 

P  r)  /) 

Folglich  kann  im  Unendlichen  auch  -tc-,   -tc-,    -^  nur  Null  sein.    Also  sind 
die  zu  integrirenden  Functionen  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  sämmtlich  Null,  Und 


—  05       .^  flo         -^  05 


Da  die  Quadrate  wesentlich  positiv  sind,  ist  das  nur  möglich,  wenn 

•  ^"  —  ^ü  «   ^"  —  0 

~<5x  ~~   d^  *""  ~Sz  "" 

für  den  ganzen  Raum  ist.    Also  ist  u  im  ganzen  Raum  constant,  d.  h.  es  ist  über- 
all Null,  da  es  im  Unendlichen  Null  ist. 

3)  Die  Potentialfunction  einer  Fläche. 

164.  Analytische  Ausdrücke.  Gegeben  sei  eine  Fläche  F,  die 
eine  endliche  Masse  M  von  der  endlichen  Flächendichtigkeit  o*  besitzt. 
Wir  nennen  M  die  Flächenladung  von  F,  Ist  dF  ein  Element  von 
jP,  r  der  Abstand  zwischen  dF  und  dem  Punkt  a?,  y,  ^r,  so  ist  die 
Potentialfunction  von  F  auf  a?,  y,  z 

adF 


(1)        F  =  /- 


Das  Flächenelement  dF  präsentirt  sich  in  verschiedenen  Formen  je 
nach  der  Coordinatenwahl.  a)  Nimmt  man  an,  F  sei  bestimmt  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form  f==/(5,  ij),  so  ist  nach  bekannter 
Formel 


b)  Denkt  man  sich,  dass  jeder  Punkt  von  F  bestimmt  sei  durch 
zwei  beliebige  unabhängige  Variable  a  und  ß^  so  kann  man  sie  auf 
folgende  Weise  in  Elemente  theilen:  Man  lasse  erst  ß  variiren,  wäh- 
rend a  constant  =  c  bleibt.  Dann  bilden  die  Punkte  mit  variablem 
ß  auf -F  eine  Curve  «  =  <;.  Hierauf  ertheile  man  dem  a  einen  zweiten, 
Gonstanten  Werth  c-f-dc,  und  lasse  wieder  ß  variiren;  man  erhält 
eine  zweite,  der  ersten  unendlich  nahe  liegende  Curve.  Durch  Fort- 
setzung des  Verfahrens  theilt  sich  die  ganze  Fläche  in  unendlich  viele 
Streifen.  Dann  lege  man  dem  ß  constante  Werthe,  c,,  c^-^dc^  u.  s.  w. 
bei,  und  lasse  in  jedem  einzelnen  Fall  a  variiren.  So  erhält  man 
ein  zweites  System  von  Linien;  dieses  zweite  Liniensystem  schneidet 
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Fig.  59. 


—9 


das  erste,  beide  zusammen  theilen  also 
die  Fläche  in  Elementartheile,  deren 
einer  als  dF  genommen  werden  kann. 

Wir  projiciren  dies  dF  auf  die  yz- 
Ebene,  nennen  die  Projection  dF^  und 
berechnen  den  Inhalt  von  dF^.  Es  sei 
i4,  Fig.  59,  die  Projection  eines  Punktes 
?,  ij,  f  der  Fläche  auf  die  Ebene  der 
yz\  A  hat  also  die  Coordinaten  i;,  ^. 
Aendert  sich  a  bei  constantem  ß  um  (2a, 
so  ändert  sich  ^ 

ij  um  -—^da,  welches  durch  AE  dai^estellt  sei 

C  um  -ö— da,  welches  durch  EB  dargestellt  sei. 

Die  Gesammtänderung,  welche  die  Lage  von  17,  ^  erleidet,  ist  also  AB, 
Aendert  sich  ß  bei  constantem  a  um  dß,  so  ändert  sich 

^^/?_ 
dß 

^ma^dß  =  AG. 

Die  Gesammtänderung,  welche  die  Lage  von  17,  ^  in  diesem  Falle  er- 
leidet, ist  AC.  Folglich  ist  dFx  das  Parallelogramm  ACDB,  Man 
sieht  nun  leicht,  dass  ACDB  gleich  dem  Rechteck  AHKE  ist; 
also  ist 

ACDB  =  AE.AG—HG.HK 

=  AE.AG'-HG,AE. 

Da  nan  das  Dreieck  GCH  dem  Dreieck  BAE  ähnlich  ist,  ist 
GE.AE=GC.EB,  also 

ACDB  =  AE.  AG  -  GC.EB, 
d.  h. 


?/  um  -ä^  dß  =  GC 


(3)       dF, 


=(*#-#*U*. 


da    dß       dß    da) 

Daraus  erhält  man  dFy  und  dF^  durch  cyclische  Vertauschung,  und 
schliesslich 

dF=  ydFl-\-dFfj+dFl 
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oder 

g)  Schlägt  man  um  den  Punkt  ^,  ^,  z  die  früher  gebrauchte  Kugel 
ü  vom  Radius  1,  so  schneidet  ein  von  ^,  y,  z  ausgehender  Elementar- 
kegel aus  Si  das  Element  du,  aus  F  das  Element  (2jP  aus.  Zugleich 
ist  nach  156.^  wenn  X  der  Winkel  ist,  den  die  nach  aussen  ge- 
zogene Normale  von  dF  mit  dem  Radiusvector  r  von  dF  macht, 
dFcosX  =  zhr^dü  jenachdem  X  spitz  oder  stumpf  ist,  also 

(5)        dF  =  ±-^dH 
^  cosA 

oder,  wenn  man  unter  t//  den  spitzen  Winkel  zwischen  r  und  einer 
der  beiden  Normalen  von  dF  versteht, 

(5a)        dF=-^dn. 
^    "^  cos  i// 

d)  Endlich  kann  man  noch  die  drei  Grössen  ofJP«,  dFy,  dF»  je 
in  ihrer  Ebene  durch  Polarcoordinaten  ausdrücken.  In  der  Ebene  der 
yz  werde  die  y-Axe  zur  Fundamentalaxe  genommen,  y^,  sei  der  Winkel, 
den  der  Radiusvector  des  Elements  dF^  mit  der  y-Axe  macht,  Qyt  der 
Radiusvector;  dann  theilen  wir  die  Ebene  in  Elemente  der  Form 
Qi^t  dfpy»  dQyg  und  betrachten  ein  dF,  von  welchem  ein  solches  Element 
die  Projection  auf  die  y^-Ebene  ist.  Macht  die  Normale  von  dF  mit 
der  Axe  der  x  den  Winkel  a,  so  ist  dFcosa  =  Qytd^ytdqy^,  also 

Macht  r,  der  Radiusvector  von  dJP,  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel 
£,  so  ist  Qyt  =  rsine,  also 

(6a)        ^^=^-^^^^y'*y- 

Setzt  man  nun  die  bisher  erlangten  Werthe  von  dF  in  die  Formel 
für  die  Potentialfunction  ein,  so  erhält  man  folgende  Formen  der- 
selben  * 

wenn  F  die  Gleichung  ^=/(J,  jy)  hat. 
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wenn  F  als  bestimmt  durch  die  Variablen  a,  ß  angesehen  wird,  sind 
dFx  u.  8.  w.  aus  61.  (3)  zu  entnehmen. 


(III)      v=f-^dn, 


wo  ip  der  spitze  Winkel  zwischen  Normale  und  Radiusvector  r  ist. 


(J^)     ^=/f^'^'^-'^- 


wo  Q  und  g)  die  Polarcoordinaten  in  der  Projection  der  Fläche  auf 
die  y2- Ebene  sind,  €  der  Winkel  (r,  ar),  a  der  Winkel  (iV,  a).  Der 
letzteren  Formel  treten  zwei  andere  zur  Seite,  die  auf  die  za-  und 
4?y-Projection  recurriren. 

165.  Eigensehaften  yon  V  und  £.  Es  liegt  auf  der  Hand, 
dass  das  V  einer  Flächenladung  im  äusseren  Raum,  d.  h.  in  allen 
Punkten,  welche  nicht  unendlich  nahe  an  oder  in  F  liegen,  die  Eigen- 
schaften behält,  welche  dem  V  eines  Körpers  oder  Punktes  im  äusseren 
Raum  zukommen;  denn  dort  hat  ja  V  keine  Besonderheiten. 

Der  Satz:  „Der  Trieb  der  Masse  M  auf  eine  geschlossene  Fläche 
S,  welche  das  Quantum  Q  von  J/ umschliesst,  ist  47rQ"|bleibt  gleich- 
falls bestehen,  wenn  M  eine  Flächenladung  ist.  Denn  wenn  auch  S 
die  Fläche  F  schneidet,  so  ist  doch  der  in  der  Schnittlinie  enthaltene 
Antheil  von  M  verschwindend  klein,  liefert  also  keinen  angebbaren 
Beitrag  zu  ä.  Nur  in  dem  Falle,  wo  S  mit  F  auf  endlicher  Erstreckung 
zusammenfällt,  sagt  er  nichts  bestimmtes  mehr  aus,' ^weil^sich  dann 
nicht  angeben  lässt,  wie  viel  Masse  S  ^umschliesst^. 

Dagegen  werden  alle  diejenigen  für  eine  Eörperpotentialfunction 
aufgestellten  Sätze  hinfällig,  in  denen  k  als  endlich  vorausgesetzt 
wurde;  denn  die  körperliche  Dichtigkeit  einer  Flächenladung  ist  ja 
unendlich  gross.  Die  Fragen,  welche  sich  auf  Endlichkeit  und  Stetig- 
keit im  Innern  beziehen,  müssen  also  für  Flächenladungen  besonders 
erörtert  werden. 

Satz  1.  Die  Potentialfunction  einer  Flächenladung  von  endlicher 
Flächendichtigkeit  ist  überall  endlich. 

Beweis.  Im  äusseren  Raum  Tersteht  sich  das  von  selbst;  zu  untersuchen 
bleibt  der  Fall,  wo  der  angezogene  Punkt  unendlich  nahe  an,  bezw.  in  die  Fläche 
F  selbst  rückt.  F  sei  stetig  gekrümmt.  Wir  legen  dann  durch  den  angezogenen 
Punkt  eine  Tangentialebene  an  die  Fläche,  nehmen  den  angezogenen  Punkt  zum 
Pol  derselben,  betrachten  die  Tangentialebene  als  Ebene  der  yz  und  nehmen  die 
Potentialfunction  in  der  Form  IV 
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(•)    ^=//-^*p.v 


Hierin  ist  a  der  Winkel  zwischen  der  Axe  der  x  und  der  Normale.  Rückt  aber 
der  angezogene  Punkt  in  die  Fläche  F,  so  föllt  die  Normale  mit  der  Axe  der 
X  zusammen,  also  ist  a  =  0,  cosa  =  1,  die  zu  integrirende  Function  in  Gl.  (1) 
bleibt  also  endlich. 

Die  Tangentialebene  wird  unbestimmt  und  der  Beweis  hinföllig,  wenn  der 
angezogene  Punkt  ^  in  eine  Stelle  fallt,  wo  die  Krümmung  von  F  unstetig  ist, 
also  in  eine  Kante  oder  Spitze  von  F,  Der  Satz  lässt  sich  auch  auf  diese  Fälle 
ausdehnen,  hat  aber  da  kein  practisches  Interesse,  weil,  wie  sich  gleich  zeigen 
wird,  Flächenladungen  mit  geometrisch  scharfen  Kanten  und  Spitzen  nicht  existiren 
können. 

dV        dV        dV 
Satz  2.     Die  ersten  Differentialquotienten  -^ — ,    —^ — ,   -^ — 

sind  stets  dann  und  nur  dann  endlich,  wenn  sowohl  die  Flächendich- 
tigkeit, wie  die  Krümmnng  der  Fläche  F  überall  stetig  ist.    Zugleich 

ist  — 7x —  =  — A  u.  s.  w. 

da 

dV 
Zunächst  ist  klär,  dass  —n —  =  —  ^  u.  s.  w.  sein  muss.    Denn  stellt  man 

dV 
für  den  irgendwo  im  äussern  Raum   befindlichen  Punkt  x,  y,  «  einerseits   -ts — , 

andererseits  —  X  direct  her,  so  erhält  man  identische  Ausdrücke ;  geht  man  also 

in  beiden  Ausdrücken   zu  der  Grenze   über,    wo  der   angezogene  Punkt  in  die 

dV 
Fläche  F  rückt,  so  erhält  man  auch  identische  Grenzwerthe  für  -3—  und  •— X 

Wir  nehmen  nun  zunächst  an,  F  sei  stetig  gekrümmt,  und  legen  im  Punkte 
Xf  y,  z  eine  Tangentialebene  E  an  dieselbe.  In  dieser  Ebene  schlagen  wir  einen 
kleinen,  aber  nicht  unendlich  kleinen  Kreis  vom  Radius  R  und  legen  durch  alle 
Punkte  seiner  Peripherie  Perpendikel  zu  E-,  dieselben  erzeugen  einen  Cylinder, 
der  aus  F  das  Stück  ^F  herausschneidet.  Bei  stetiger  Krümmung  yon  F  lässt 
sich  R  immer  so  wählen,  dass  keins  der  in  AF  enthaltenen  Elemente  senkrecht 
auf  E  steht.  Das  sei  geschehen.  Die  Theile  von  F,  welche  ausserhalb  AF  liegen, 
"bedürfen  keiner 'besonderen  Untersuchung,  wir  beschränken  also  die  Betrach- 
tung auf  AF.  Die  Ebene  E  nehmen  wir  zur  Ebene  der  yz,  den  Berührungs- 
punkt gleichzeitig  zum  Anfangspunkt  und  zum  Pol  eines  in  der  Ebene  E  her- 
gestellten   Polarcoordinatensystems    der   p,  9.      Das    Element    des    Kreises   22 

ist  dann  prf^prfp,  das  Element  von  AF  ist  in  der  früheren  Bezeichnung    °  ^'  ^  ^ 

wenn  a  der  Winkel,  den  die  Normale  von  dF  mit  der  Axe  der  x  macht  Ist 
zugleich  e  der  Winkel  zwischen  r  und  der  Axe  der  a;,  wo  r  der  Radiusvector 
nach  dF,  so  ist  p  =  rsine.  Zugleich  sind  die  Coordinaten  des  Elements  dF  der 
Reihe  nach  (  =  rcose  =  pcotc,  7]  =  pcoscp,  C  =  psin^.    Die  Kräfte,  welche  dF 

^uf  den  Anfangspunkt  übt,  sind  —  j-YurfF,  —  j-^ödF,  —  j~Y<idF  oder 
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(2) 


^__rr_sin>eco« 
JJ       pcosa 


(3) 


rr  sin'ecoscp 

"~      JJ       pcosa 


d(fdp, 


(4)        Z ffa^^l^^d^äp. 

JJ       pcosa       ^  ^ 


Was  nun  zunächst  X  angeht,  so  wird  für  Terschwindendes  p  der  Winkel  a  zu 
Null,  also  cosa  ^  1.  Verbindet  man  femer  dF  durch  eine  ebene  Schnittlinie, 
deren  Ebene  durch  die  Axe  der  x  geht,  mit  dem  Anfang,  so  ist  für  verschwin- 
dendes p  der  Winkel  e  das  Complement  des  halben  Gontingenzwinkels  dieser 
Curve,  also  cos  e  =s  sin  ^t,  wenn  t  der  Contingenzwinkel ,  wofür  man  schreiben 
kann  cose  =  ^T.  Nun  ist  bekanntlich  das  Bogenelement  ds  der  Curve  gleich 
rr,  wenn  r  der  Krümmungsradius,  also,  da  ds  sich  von  p  nur  um  eine  unendlich 

kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  unterscheidet,  p  =  rt  =  2rcos€,  also  ist  — ^  =  2r, 

°  ^  cose 

und  der  Ausdruck  für  dX  nimmt   in  unendlicher  Nähe    des  Berührungspunktes 

sin^c 
die  Form  an  dX=(S-~^ — dtfdp.    Da  nun  r  immer  endlich  ist,   bleibt  die  zu 

integrirende  Function  auch  für  unendlich  kleines  p  endlich,  (selbst  wenn  o  un- 
stetig ist). 

Die  Integrale  für  Y  und  Z  verlangen  eine  andere  Behandlung.  Für  die  In- 
tegration fassen  wir  je  zwei  Elemente  dF'  und  dF"  zusammen,  welche  der  Be- 
dingung genügen,  dass  p'  =  p''  und  <p'  =  (p"+n  ist.  Dann  ist  die  Integration 
offenbar  vollständig,  wenn  sie  von  9  =  0  bis  <p  =  ic  geführt  wird.  Ist  nun  die 
Dichtigkeit  im  Berührungspunkt  x,  ^,  z  gleich  Oo,  so  lässt  sie  sich  wegen  der 
Stetigkeit  von   a  für  p  =  p'  und  p  =  p"  nach   dem  Taylor'schen  Lehrsatz   ent- 

die  Wachsthumsgeschwindigkeit  von  9  nach  der  Rich- 


wickeln.    Bezeichnet 
tung  von  p',  so  ist 

(5) 


Zugleich  ist  

cosa 

bezeichnen,  also 


rfp' 


o'  =  Oo-Hp' 


ddc 


rfp' 


4-ip'' 


(/p'> 


etc. 


0   =  Cq — p 


I  ip'2  <^'<^o         etc 
dp'    *^*P     dp"^         ^^"" 

eine  stetig  veränderliche  Grösse,  die  wir  abkürzend  mit^ 


(6) 


^=!7o4-p-^+ip'-^ 


9  =9o^9 


dp'    *^*P     rfp'> 


Fassen  wir  nun  die  beiden  Elemente  dF*  und  dF"  zusammen,   so  wird  ihre  ge- 
meinschaftliche Wirkung  in  Y 


(7)       rfy=— l-(^aWV') 


cos  9' 


dpd^. 


p'     '        '      '   cosa 
Wird  nun  p'  unendlich  klein,  so  sind  die  obigen  Reihen  absolut  convergent  und 

brechen  mit  dem  zweiten  Gliede  abj  also  wjrd  ^V— y'V'  =  p'Uo-^^4-ao-^)i 


460  Potentialfuiictioü. 

die  Grosse  p'  hebt  sich  also  für  die  unendlich  nahe  am  Anfang  liegenden  Punkte 
aus  (7)  heraus,  und  die  zu  integrirende  Function  bleibt  auch  in  unendlicher  Nähe 
des  Anfangs  endlich. 

Genau  wie  Y  verhält  sich  Z;  also  sind  die  von  der  Flächenladung  ausge- 
henden Bescbleunigungscomponenten  endlich  auch  für  einen  angezogenen  Punkt, 
der  in  der  Fläche  selbst  liegt. 

Besitzt  aber  9  im  Punkte  x,  y, «  eine  Unstetigkeitslinie,  so  sind  die  Reihen 
(5)  nicht  mehr  anwendbar.  Vielmehr  können  wir  die  feste  Richtung,  von  der  ab 
<p  gezählt  wird,  so  legen,  dass  sie  unendlich  nahe  an  x,  y,  z  mit  der  Unstetigkeits- 
linie zusammenfallt.  Dann  ist  0"  stets  von  a'  um  eine  endliche  Grosse  As  ver- 
schieden,   auch    wenn    p'   unendlich    klein    wird.     Also    ist    dann   ^V — ^'V 

sin's 

dabei  ist  nahe  1,  also  wird  die  zu  integrirende  Function  in  Y  und  Z  für 

cosa  ° 

unendlich  kleines  p'  unendlich  wegen  des  Postens  —  -^^-j —  •    Besitzt  aber  F  im 

Punkte  Y  oder  Z  eine  Kante  oder  Spitze,  so  wird  daselbst  r  unendlich  klein, 
also  nach  dem  Obigen  X  unendlich  gross. 

Flächenladungen,  die  eine  Unstetigkeit  der  Dichte  oder  der  Krüm- 
mung aufweisen,  können  also  nicht  existiren,  weil  sie  sich  durch  ihre 
eigene  Anziehung  zerstören  würden.  Jede  Fläche  F,  die  eine  endliche 
Flächendichtigkeit  besitzt,  muss  demnach  auch  geschlossen  sein,  weil 
sonst  ihr  Band  eine  Unstetigkeitsstelle  bilden  würde. 

166.   Die  charaeteristisclie  Gleiciliing  der  Fläclieiiladaiigen. 

Die  Kräfte,  welche  eine  stetige,  auf  einer  Fläche  F  von  stetiger  Krüm- 
mung gegebene  Flächenladung  hervorbringt,  sind  nicht  stetig,  viel- 
mehr besteht  für  sie  eine  characteristische  Unstetigkeit,  welche  jetzt 
abgeleitet  werden  soll. 

Aus  der  Fläche  F  schneiden  wir  ein  Element  dS  heraus;  die 
nach  aussen  gerichtete  Normale  desselben  bezeichnen  wir  als  iV,  die 
nach  innen  gerichtete  als  ( — N).  Durch  den  Rand  von  dF  legen  wir 
nach  beiden  Seiten  von  dS  eine  unendlich  kurze  Kraftröhre  und 
schliessen  dieselbe  aussen  und  innen  durch  zwei  mit  dF  parallele 
Flächen;  von  diesen  heisse  die  äussere  dF\  die  innere  dF^\  So  ent- 
steht eine  geschlossene  Fläche  S,  welche  durch  dF\  dF^*  und  das 
zwischenliegende  Kraftröhrenstück  eingeschlossen  ist.  Diese  Fläche  S 
enthält  von  der  anziehenden  Masse  das  Quantum  adF^  und  der 
Gauss'sche  Oberflächensatz  kann  unbedenklich  auf  sie  angewendet 
werden,  weil  die  auf  ihre  Grenzen  wirkende  Kraft  überall  endlich  ist. 
Also  ist  der  Trieb  auf  S 

(1)        3:  =  47iadF. 
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Es  ist  1)  der  Trieb  auf  das  Kraftrölirenstück,  welches  zwischen 

dt'  und  dF"  liegt,  Null,  weil  die  Normale  der , Kraftröhre  überall 

senkrecht  auf  der  Kraft  steht.    2)  Die  zu  dF'  normale  Componente 

dV 
der  Beschleunigung  in  dF'  ist  gleich ^^,  der  Trieb  auf  dF' also 

l^öF';  ebenso  ist  der  Trieb  auf  dF"  gleich  —  g^—N)  ^^'' ' 

da  nun  (wegen  der  unendlich  kleinen  Abstände)  dF'  und  dF'^  bis 
auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  gleich  dF  sind,  ist  der 
Gesammttrieb  auf  S  auch  gleich 

Aus  Gl.  (1)  und  (2)  folgt 

dv       dv  , 

Dies  ist  die  characteristische  Unstetigkeitsgleichung  der  Flächen- 
ladungen; 61.  (3)  hat  für  Flächenladungen  eine  ähnltehe  Bedeutung, 
wie  die  Gleichung  J'F= — ink  für  körperliche  Massen.  Dass  die 
letztere  für  Flächenladungen  keine  Bedeutung  hat,  ist  selbstverständlich, 
weil  für  diese  k  unendlich  wird. 

Aus  Gl.  (3)  folgt  u.  A. ,  dass  eine  allein  im  Raum  existirende  unbegrenzte 
Ebene  keine  Flächenladung  haben  kann.  Denn  bei  einer  solchen  ist  -\-N  von 
—  N  nicht  zu  unterscheiden,  sie  muss  den  Raum  in  zwei  Hälften  theilen,  die 
sich  gegen  die  Ebene  ToUkommen  symmetrisch  verhalten,  Gl.  (3)  verlangt  aber 
das  Gegentheil.  Dagegen  widerspricht  Gl.  (3)  nicht  der  Möglichkeit ,  dass  zwei 
gleichzeitig  gegebene  parallele  Ebenen  mit  verschiedenen  Flächenladungen  exi- 
stiren. 

4.    Der  Green'sche  Satz  und  Verwandtes. 

167.  Es  sei  S  eine  geschlossene  Fläche  und  K  der  von  ihr  um- 
schlossene Raum;  G  und  H  seien  zwei  Functionen  der  Coordinaten, 
welche  im  ganzen  Räume  K  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind.     Die 

ö'         ö'         ö' 
Operation   7j-f+ o  »+  ^  »  werde,  wie  bisher,  durch  das  Zeichen 

J^  angedeutet. 

Man  bilde  den  Ausdruck 

und  integrire   ihn  partiell   nach  z  über  ein    Elementarparallelepiped 
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■ 

welches  aus  z  =  — cx>  kommend  den  Körper  K  in  der  Richtang 
nach  2  =  +00  hin  durchschneidet.  Dies  Elementarparalielepiped 
trifft  die  Oberfläche  S  von  K  in  Schnitten  dSj,  dS,,  dS^  u.  s.  w. ; 
dS^,  dS^,  überhaupt  die  ungeraden  dS  sind  Eintritts-,  die  geraden  sind 
Austrittsstellen.  Die  dS  mögen  der  Reihe  nach  die  Coordinaten 
^n  ^v  h  ^*  ^'  ^'  haben.    Es  ist  nun  offenbar 


»/MK^^r-r«^- 


H^n 
-(«^) 


*i 


-J  ^'d^^. 


(1) 


[=/M[-«i-(«f)-(«f)--] 


-///<'^?«. 


wo  das  zweite,  dreifache  Integral  rechts  über  alle  in  das  Volumen  K 
fallenden  Elemente  des  Elementarparallelepipeds  auszudehnen  ist. 

In  dem  ersten,  doppelten  Integral  ist  nun,  wenn  Ny  die  nach 

dz 
aussen  gerichtete  Normale  des  Elements  dSy  bezeichnet,  und    ^^ 

den  Cosinus  des  Winkels,  welchen  N^  mit  der  positiven  e-Richtung 
macht,  nach  dem  früheren 

dz 
dxdy  =  — ^3Tr  *^  ^®°  Eintrittsstellen,  und 

dz 
dady^-hdS^^  an  den  Austrittsstellen. 

Also  ist  das  Doppelintegral  zu  ersetzen  durch 

Für  den   im  Elementarparalielepiped   enthaltenen  Raum    erhält  man 
also  die  Beziehung 
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cdG  du  -^    /"f  _  dH,  dz  ,„    -  afl,  dz  ^  .    i    r^ö'Ä ,_, 

Bildet  man  nun  alle  Elementarepipede  der  beschriebenen  Art  und 
dehnt  die  Integration  auf  alle  aus,  so  sind  die  Integrale,  welche  dK 
enthalten,  über  den  ganzen  Raum  K  erstreckt;  das  erste  Integral  auf 
der  rechten  Seite  aber  umfasst  alle  Elemente  der  Oberfläche  S,  wobei 

«977     ßz 
jedes  mit  dem  zugehörigen  Cr—^ ^-^    multiplicirt   ist.     Also   ist 

dann 

.„.      fdG  dH  ,j^^  r^em.j^     r^  dH  dz  .^ 

wo  die  (dreifachen)  Integrale  links  über  den  ganzen  Raum  K^  das 
(Doppel)integral  rechts  über  die  ganze  Oberflätche  desselben  auszu- 
dehnen sind. 

Zwei  ganz  entsprechende  Gleichungen  lassen  sich  offenbar  in  x 
und  y  bilden.  Stellt  man  sie  her  und  addirt  die  drei  Gleichungen, 
so  erhält  man 

rfdQ  dB.      dG  dH      dO  dH\^j^_^  [oj^EdK 
J  \  da    da        dy    dy         dz    dz )  J 

_  C^fdH   da       dH  dy    .   dH    dz\^^ 

~j^\'d^dN^~didM^  dz  siv;"^- 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  offenbar 

/ßjr 
G-Kjn^dS  schreiben.    Das  erste  Integral  links  lässt  sich  kürzer 

ausdrücken,  wenn  man  die  Niveauflächen  der  Functionen  G  und  H 

einfuhrt,    und   ihre   Normalen   mit  g  und  h  bezeichnet.     Dann   ist 

nämlich 

dG        dG      ,      .       dG        dG      ,      . 

S^  =  ä^cosGz, X),     -^  =  -Q^oos(g,y)  u.  s.  w. 


(3) 


Also 


dH        dH      ,,     ^ 


{dQ_  dH      dG  dH      dGdm 

\  ö«    öx  "•"  du   du  '^  dz    dz) 

3ö  dH 
=  -g—  -Qj-  [cos(^,  a!)cos(A,  a;)+oo8(gr,  y)cos(A,  y)-\rCOs(g,  z)cQs{h,  z)], 

dG  dH      , 
=  'df'dh'^^^ 

wenn  i  der  Winkel  ist,  den  ff  mit  h  macht. 
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Also  nimmt  61.  (3)  die  beiden  Formen  an 

(4)    J6-^'^^^+J(3^5^+^3^-+-^-g^)dür=jG5;^dS, 
oder 

(5)       JGJ^HdK+f^  ^cosS.dK=JG  ^dS. 

Die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  heissen  der  Green'sche  Satz. 
Vertauscht  man  in  ihnen  G  mit  H^  so  erhält  man 

JHä^GdK+j^  §oosSdK  ==JH^dS, 

und  zieht  man  diese  Gleichung  von  (3)  ab,  so  ergiebt  sich 

(6)       JGJ'HdK—fHJ'6dK=  jo  I^^^S-J^l^dS, 

die  zweite  Form  des  Green'scheni  Satzes. 

Green  veröffentlichte  seine  Sätze  in  dem  1828  zu  Nottingham 
gedruckten  Essay  on  the  application  of  mathematical  analysis  to  the 
theories  of  electricity  and  magnetism;  dieselbe,  Decennien  lang  un- 
genügend gewürdigt,  wurde  später  in  Crelle's  Journal  Bd.  39,  44,  47 
abgedruckt. 

168.  Andere  Ableitung.  Der  Green'sche  Satz  steht  in  engem 
Zusammenhang  mit  dem  Gauss'schen  Oberflächensatz.  Setzt  man  in 
Gl.  (5)  des  vorigen  Paragi*aphen  ö  =  1  und  JEf  =  F,  so  erhält  man 

(1)       jj^VdK=j^dS, 

C  dV 

und  da  jJ^VdK= — 4nM,  — ^lü^'S  aber  der  Trieb  auf  dS  ist,  so 

ist  dies  der  Gauss'sche  Oberflächensatz. 

Es  lassen  sich  beide  Sätze  (und  noch  andere  mehr)  auf  ein  ge- 
meinschaftliches Grundprincip  zurückführen,  aus  dem  ihre  Bedeutung 
und  Verwandtschaft  schön  hervorleuchtet.    Das  soll  hier  geschehen. 

Der  Raum  K  werde  durch  Ebenen  parallel  den  drei  Goordinatenebenen  in 
Elemente  getheilt.  Die  Elemente  sind  dann  durch  Scheidewände  dydzy  dzdx,  dxdy 
voneinander  getrennt,  und  jede  Scheidewand  gehört  zwei  Elementen  dK  gemein- 
schaftlich an.  Ein  dydz  z.  B.  ist  die  linke  Aussenfläche  eines  dK,  wenn  es  die 
rechte  Aussenfläche  des  links  benachbarten  dK  ist.  Ausgenommen  hiervon  sind 
nur  diejenigen  Elemente  dK,  welche  der  Oberfläche  ^  unmittelbar  anliegen;  sie 
sind  einerseits  diu-ch  die  Elemente  dS  der  Oberfläche,  andererseits  durch  recht- 
winklige Scheidewände  begrenzt;  die  ersten  gehören  nur  je  einem  dK^  die  letz- 
teren aber  wieder  je  zwei  Elementen  dK  an. 


ß 
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Die   einzelnen  Grenzflächen   der   einzelnen  Elemente  dK  seien   mit  dE  be- 

dV 
zeichnet.    Man  bilde  für  sie  das  Product  — .s — dE^  in  welchem  n  die  nach  aussen 

an 

gerichtete  ^Normale   von  efü^  ist,   summire  es   zunächst   über   alle  6  Grenzflächen 

dV 
eines  Elements  und  bezeichne  die  Summe  mit  Z -^^ — dE:    dann    summire    man 

an 

diese  Summe   über  alle  Elemente  ohne  Ausnahme  von  dK;   das  Resultat  heisse 

Z-^ — dE,    Es  ist  nun  klar,    dass  in   diesem  Ausdruck  jede  Scheidewand  aus 

dem  Innern  des  Körpers  iT,  also  jedes  dE  mit  Ausnahme  der  dS  zweimal  vor- 
kommt; einmal  ist  näoSlich  dE  die  linke  (untere,  hintere)  Grenzfläche  eines  dK^ 
und  das  anderemal  ist  dasselbe  dE  die  rechte  (obere,  vordere)  Grenzfläche  des 
benachbarten  dK.    In  beiden  Fällen  hat  dE  die  gleiche  Grösse,  in  beiden  hat  auch 

dV 

-K —  den  gleichen  absoluten  Werth,  aber  für  eine  linke  Grenzfläche   ist  n  nach 

dV 
links,  für  eine  rechte  ist  n  nach  rechts  gerichtet,  also  hat  -3 —  in  beiden  Fällen 

an 

entgegengesetzte  Werthe.     Folglich  liefert  jede  einzelne  Scheidewand   zu   dem 

r    dv 
vorstehenden  Integral  den  Beitrag  Null ,  also  ist  I S  -^ —  dEy  so  weit  sich  diese 

J      an 

Summirung  über  die  inneren  Scheidewände  erstreckt,  gleich  Null,  und  von  Null 

verschieden  sind  bloss  diejenigen  Beiträge,   welche  von  den  Elementen  dS  der 

äusseren  Oberfläche  herrühren;  also  ist,  wenn  N  die  positive  Normale  der  dS, 


^.äS. 


dv 
Zugleich  leuchtet  ein,  dass  jede  Grösse,  die  ähnlich  wie  — ^ —   ihr   Vorzeichen 

an 

wechselt,  wenn  die  Normale  n  sich  umkehrt,  die  gleiche  Eigenschaft  haben  muss. 

Es  ist  also  z.  B.,  wenn  ü  eine  in  K  endliche,  stetige  und  eindeutige  Function  ist, 

(2)       flü^äE^jü^äS 
oder  auch,  wenn  p  eine  ungerade  ganze  Zahl 

Es  ist  nun  ^eicht,  die  Ausdrücke,  welche  auf  den  linken  Seiten  dieser  Gleichungen 
stehen,  für  das  einzelne  Element  zu  bilden. 

ad  1)  Das  Element  dxdydz  hat  zwei  gegenübeirliegende  Grenzwände  von  der 
Grösse  dydz^  die  um  dx  von  einander  abstehen.  An  der  einen,  vorderen,  nach 
der  Seite  der  negativen  x  gekehrten  Wand  hat  n  die  Richtung  von  —  *,  also  ist 

dort  -g —  = -K — ,  und-Tc — *d£  = -x — crya«;  an  der  gegenüberliegenden 

Wand  hat  V  den  Werth  (r-h-^— </x)  und  n  die  Richtung  von  x,  also  ist  dort. 

Badd«,  Meehtnlk.     II.  30 
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die  entsprechende  Grösse  -^ — (^"+"~3 — dxhdydz;  für  beide  Wände  zusammen 

dV  d^V 

ist  also  2-^ — dE  =  —TTj-dxdydz.    Entsprechend  hat  das  Element  zwei  gegen- 
überliegende Wände  von  der  Grosse  dzdx,  und  für  diese  ist 

dV  d*V 


femer  ist  für  das  dritte  Wandpaar  dxdy  die  Grösse  S-^ — dE  i= —^-r- dx  dy  d*, 

dn  dzi 

Also  ist  für  alle  6  Wände 

(5)  IL-^dE  =  tkWdxdydz, 

C/ft 

Und  damit  ist  nach  (1) 

■ 

(6)  U^Vdxdydz  ^j-^dS, 

Hierbei  ist  die  Gleichung  (5)  für  diejenigen  Elemente  nicht  erwiesen,  welche  der 

Oberfläche  ^  unendlich  nahe  anliegen.    Da  dieselben  aber  zu  i  A'  VdK  nur  einen 

verschwindend  kleinen  Beitrag  liefern,  bedürfen  sie  keiner  Berücksichtigung.  Die 
vorstehende  Gleichung  ist  der  Gauss'sche  Satz. 

Nehmen  wir  nun  statt  —k —  das  Prodnct  ^-ki^  und  denken  uns  das  Ele- 
ment dxdy  dz  in  derselben  Weise  behandelt.  Dann  ist  für  die  Grenzen  von  der 
Grösse  dydz 

einerseits    U-^^ —  dE  =  —  U  — = —  dy  dz 
an  ax 

«nderewits  ü-^dE  = -i.{u+-^d^)  {-£.+-^  dx)  dydz, 

also  für  beide  zusammen  mit  Weglassung  der  unendlich  kleinen  Grösse  vierter 
Ordnung 

also  für  alle  sechs  Flächen  des  Elements 

(7)         ^U-^dE^  {^.^.^^^-^^^^dxdydz-^U^^Vdxdydz, 

also  nach  (2) 

Das  ist  der  Green'sche  Satz.  Die  Randelemente,  welche  an  dS  anstossen,  ver- 
halten sich,  wie  vorhin.  Nehmen  wir  Gl.  (3),  so  ergiebt  sich  für  die  Grenzen  von 
der  Grösse  dydz 

einerseits  (-^j— )  dE  =  —  (~;r~)  ^^*^y 
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für  beide  zusammen 


^(^^--'©--£**-. 


für  alle  6  Grenzflächen  (fes  Elements 


0) 


^©'— '[( 


SVy-i  S^V 


Bezeichnet  man   den  Ausdruck   in  der   eckigen  Klammer  auf  der   rechten  Seite 
dieser  Gleichung  abkürzend  mit  ^^V,  so  folgt  aus  (3) 

Und  schliesslich  lässt  sich  noch  ganz  analog  aus  Gl.  (4)  der  Satz  ableiten 

du  fflV\P 


jui^YäS 


Hn) 


-K^  i^)'-^S  O'- 1?  (^D']---'/"'-«. 


der  sich  auf  den  Green^schen  zurückzieht,  wenn  man  p  s=  1  setzt 

Man  ersieht  aus  dem  vorstehenden,  dass  die  sämmtlichen  hier  aufgestellten 
Sätze  nichts  anderes  sind,  als  Beziehungen  zwischen  einer  Grenzfläche  und  ihrem 
Inhalt,  ausgedrückt  durch  die  Thatsache,  dass  eine  Summe,  in  der  jede  Elemen- 
targrenzfläche einmal  positiv  und  einmal  negativ  als  Factor  eingeht,  sich  auf  eine 
Summe  über  die  äussere  Grenzfläche  reducirt 

169«  Teetorpotential«  Dasselbe  Princip  lässt  sich  nun  auch  auf  eine  be- 
grenzte Fläche  S  und  ihre  Grenzlinie  s  anwenden.  Es  sei  u  ein  Vector,  der 
keine  Potentialfunction  zu  haben  braucht,  der  an  jeder  Stelle  der  Fläche  'S  einen 
eindeutigen,  endlichen  und  stetigen  Werth  hat.  Die  Fläche  theilen  wir  irgendwie 
in  Elemente  zweiter  Ordnung  dS;  die  Grenzlinie  eines  solchen  Elementes  werde 
mit  a  bezeichnet  und  ihrerseits  wieder  in  Elemente  do  getheilt.  Dann  hat  jede 
innere  Grenzlinie  zwei  Elemente 

dS  zu  begrenzen.  Z.  B.  die  Grenze  ^*ß*  ^^' 

AB  in  Fig.  60  ist  erstens  Grenze 
des  rechts,  zweitens  Grenze  des 
links  von  ihr  gelegenen  Elements. 
Jn  diesem  Sinne  hat  sie  eine  dop- 
pelte Richtung.  Man  denke  sich 
nämlich,  dass  alle  Elemente  der 
Figur  in  einem  bestimmten  Sinne 
umkreist  werden.  Diesen  Sinn 
werden  wir  positiv  nennen,  wenn 
er  derselbe  ist,  in  dem  6in  von 
der  Aze  der  x  zur  Axe  der  y 
hinbewegter  Punkt  die  ;r-Axe  um- 
kreist, d.  h.  wenn  der  Inhalt  des  Elements,  von  oben  gesehen,  links  von  dem 
umkreisenden  Gegenstand  liegt  Umkreist  nun  irgend  ein  Gegenstand  in  diesem, 
durch  die  Pfeile  der  Figur  angezeigten  Sinn  das  Element  dS^  welches  links  von 
AB  Hegt,  so  legt  er  die  Grenze  BA  in  der  Richtung  von  B  nach  A  hin  zurück. 
Umkreist*  er  aber  das  rechts  gelegene  Element,  so  legt  er  die  Grenze  AB  in  der 
Richtung  von  A  nach  B  hin  zurück. 

30* 
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Wir  bestimmen  nun  die  Arbeit  (das  Linienintegral),  welche  der  Vector  u 
tbut,  wenn  er  alle  Elemente  der  Fläche  S  im  positiven  Sinne  umkreist.  Macht  u 
mit  dem  Element  da  =  AB  den  Winkel  v,  so  ist  seine  Arbeit  auf  der  Strecke  da 
gleich  «cosvJa,  die  Arbeit  auf  dem  ganzen  Umfang  Ton  dS  wollen  wir  durch 
Sucosvcfo  bezeichnen.  Die  Summe  aller  Arbeit,  die  u  leistet,  wenn  er  alle  Ele- 
mente von  8  in  gleichem  Sinne  umkreist,  ist  dann  |£u  cos  v</a.   In  dieser  Summe 

verschwinden  aber  offenbar  alle  diejenigen  Arbeiten,  welche  auf  den  im  Innern 
von  5  vorhandenen  Grenzlinien  der  Elemente  geleistet  werden.  Denn  jede  dieser 
Grenzlinien  wird  nach  dem  Obigen  zweimal  durchlaufen,  einmal  in  der  Richtung 
AB,  einmal  in  der  Richtung  BA.  Die  dabei  geleisteten  Arbeiten  sind  aber  ent- 
gegengesetzt gleich  (do  ist  im  einen  Fall  umgekehrt  gerichtet,  wie  im  andern, 
cosv  also  das  einemal  positiv,  das  anderemal  negativ);   also  heben  sie  sich  im 

Integral  auf.  Folglich  bleiben  in  IZucosvefa  nur  diejenigen  Elemente  da  zu  be- 
rücksichtigen, welche  der  Grenzlinie  •  selbst  angehören,  denn  sie  sind  die  ein- 
zigen, die  nicht  doppelt  vorkommen.  Nennt  man  also  X  den  Winkel,  welchen  « 
mit  dem  Element  ds  der  Grenzlinie  macht,  so  ist 


(1)        i2ucosv(/a  :=  jttCOsXeb 


wo  das  Integral  links  über  alle  Grenzlinien   aller  Elemente,  das  rechts  über  die 
Grenzlinie  «  der  ganzen  Fläche  auszudehnen  ist. 

Der  Satz  bleibt  erhalten,  wenn  man  u  noch  mit  einer  beliebigen  endlichen, 
stetigen  und  richtungslosen  Grosse  V  multiplicirt.  Denn  auch  dann  ist  offenbar 
Tucosv«/«  für  die  Strecke  AB  entgegengesetzt  gleich  dem  Fvcosvcftf  für  die 
Strecke  BA.    Also  ist  auch 


(2) 


|ZFticosv</a  s=B  I  VucosXds 


wo  «  ein  Vector,  V  eine  scalare  Function  der  Coordinaten  ist. 

(Der  Satz  (1)  wird  in  einfachster  Form  schon  seit  lange  in  der  Electrodynamik 
benutzt;  der  Vector,  um  den  es  sich  handelt,  ist  dort  eine  Stromintensität;  er 
heisst  dann:  Es  ist  gleichgültig,  ob  man  sich  die  Linie  s  von  einem  Strom  der 
Intensität  t  durchflössen  denkt,  oder  ob  man  annimmt,  jedes  Element  der  von  s 
umschlossenen  Fläche  'S  sei  von  demselben  Strom  t  umkreist.) 

Es  sei  nun  «  ein  Vector,  der  die  Componenten  F,  O,  ff  besitzt,  und  es  sei 

.    .dF         dO      da         äff     dff        dF  ,,         i       p  n    TT        u^nir 

nicht  -X—  =  -X—,   -5—  =  ->.— ,    -^-  =  -5—,  es  sollen  also  F,  O,  ff  nicht  Diffe- 
dif        ax      dz        dif      ox        dz 

rentialquotieuten  einer  Function  sein,  sondern  es  sei 

dff     So        y      dF      dff      ^     SO     dF       _ 

w     -3^—3^=^^  "sr—äT^^'  ^dx'"di^^' 

Dann  heisst  u  nach  Maxwell  das  Vectorpotential  von  X,  Y,  Z, 

Für  dieses  u  wollen  wir  die  Integrale  auf  der  linken  Seite  von  (I)  und  (2) 

herstellen. 

Die  Coordinaten  der  Punkte  von  8  seien,   wie  in  §  164  (fr)  als  Functionen 

zweier  unabhängigen  Variablen  a  und  ß  gedacht,  ein  Element  d8  sei  demgemäss 
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durch  zwei  Linienpaare  begrenzt,  von  denen 
ein  Paar  durch  Variation  von  a,  eins  durch 
Variation  von  ß  entstanden  ist.  Ein  solches 
Element  sei  etwa  durch  Fig.  60  dargestellt; 
wir  stellen  die  Aufgabe,  die  Arbeit  zu  be- 
stimmen, welche  u  bei  Umkreisung  dieses 
Elements  in  der  durch  die  Pfeile  angege- 
benen Richtung  leistet  Dieselbe  ist  zu  be- 
zeichnen durch 

Sttcosvcfcr, 

wo  für  c/a  der  Reihe  nach  die  vier  Seiten  AB^  BD^  DC,  CA  des  Elements  einzu- 
setzen sind,    ttcosv  lässt  sich  bekanntlich,  wenn  F,  ö,  H  die  Gomponenten  von 


u  sind,  ersetzen  durch  F->r---\-0 -J-^^-H 

09  ütS 


5"« 


,   der  vorstehende  Ausdruck  also 

C/U  (/U  |/U 

durch 

HFdx-^Gdtf-hZdz), 

wenn  man  unter  dx,  dy^  dz  die  Zuwachse  versteht,   welche  die  Coordinaten  x,  ^,  z 

auf  den  vier  Strecken  AB^  BDy  DC^  CA  erleiden.    Wir  bilden  zunächst  den  ersten 

Posten 

2Fdr. 

AB  sei  dadurch  entstanden,  dass  a  um  cfa  wächst.    Dann  hat  das  entsprechende 

dx 
dx  die  Länge  -^-da\  F  hat  in  A  einen  bestimmten  Werih  Fj,  also  ist  die  Arbeit 

Od 

auf  AB 

F,  ^da. 
da 

dFt 
In  C  dagegen  hat  F  den  Werth  FjH — ly^c/ß,  da  ja  i^C  durch  Wachsen  von  ß 


w 


dh 


um  </ß  entsteht;  ebenso  ist  dort  -5^  dem  Längenwerth  nach  -^ 1 — a  ^q  dß; 

ooL  01         00,0  p 

dabei  wird  DC  im  Sinne  der  abnehmenden  a  zurückgelegt,  die  auf  DC  geleistete 

Arbeit  ist  also 


AC  wird  im  Sinne  der  abnehmenden  ß  zurückgelegt;  in  A  ist  F=Fi  und  das 

dx 
dx,  welches  CA  entspricht,  ist  — ^^d^,  also  ist  die  Arbeit  auf  CA 


In  B  ist  F=  fi4--^— efa,  und  -t^—  gleich  -^-^ 

Sinne  der  wachsenden  ß  zurückgelegt,  also  ist  die  Arbeit  auf  BD 


d^x 
d^da 


</a,  dabei  wird  BD  im 


(". 


5f,   .\rSx       B^x 


")( 


+ 


dOL 


)rfß. 


Zählt  man  die  vorstehenden  vier  Arbeiten  zusammen,  so  findet  sich 

(4) 


^»-(-^^-^fe)** 


"ST^Sß"    ~Sf~^ 
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mit  Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen  Grösse  dritter  Ordnung  und  untet 
Weglassung  der  nunmehr  überflüssigen  Harke  1  an  F, 

-^^  und  —K —  auf,  so  erhalt  man 


Löst  man 


(5) 


[S^  ^^x  da       dy   Sa       Szda' 

)|c/arfß. 


dx  (dF  dx       dF  Sy       dF  dz^ 


Hierin  hebt  sich  das  erste  Glied  der  ersten  Klammer  gegen  das  erste  der  zweiten, 

es  bleibt 

dx  (dF  dy   ^   dF  dz\_  dx  fdFdy       dF  dz 


(6)        2  Fdx 


_{dx  (dF 


+ 


|i)).a<^. 


Hieraus  lässt  sich  IGdy  und  läHdz  durch  cyc(ische  Vertauschung  der  a-,  y,  z  her- 
stellen.   Ordnet  man  zugleich  nach  Differential  quo  tienten  von  F^  so  findet  sich 

\dF  (dz   dx       dz   dx\      dF(dx  dy       dx   dy\\.  ^ 


(7) 


IFdx 


-!?(■ 


Hierin  haben 


^       \dx  \da   d^       5ß    da^      dz  ^da   d^       5ß    oa/J        ^ 
xuj         [dH  (dy    dz       dy   dz\      dU  ( dz   dx        dz   dx\\,    .^ 

gleiche 


dF 


und 


dH 


dx 


und 7^ — , 


dH 


und 


dG 


dz  dx  '      dx  dy         dy  dz 

C  oefficienten ;  summirt  man  also  die  drei  Gleichungen  (7)  so  erhält  man 

dF        dH\fdz    dx 


(8) 


£u  cos  vefo 


-{( 


dz 
dG 


■)(■ 


dz   dx\ 

äß^öö"/ 


dx 


(dH 


dx  ^  ^da   öß 

dF\/dx   dy       dx   dy 
dy)\ 

dO 


) 


Oz 


da   öß        bß    da 
Aaa    öß        cß    ca/J        P 


Hierin  ist  nun  dem  Eingang  gemäss 
dF        dH        „      dO 


Femer  ist 


( 


dz 
dz 


dx 
dx 


dz 


dF 


dx 


öy 


=  Z, 


dH        bO 


öy 


dz 


=  X 


ar 


jdad^  nach  164«  (b)  die  Projection  dSy  von  «TS 


ao    aß      aß    aa 

auf  die  x2-£bene;  ebenso  ist  der  Factor  von  Z  gleich  dS»  und  der  von  X  gleich 
</iSx .    Also  ist  für  das  Element  dS 

(9)        2« cos  V efö  =  JCdSx-h  YdSy  +  Zrf«', . 

Die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  der  Trieb  von  X,  Y^  Z 
auf  das  Element  dS.  Integrirt  man  also  Gl.  (9)  mit  Rucksicht  auf  das  Princip, 
welches  in  Gl.  (l)  ausgedrückt  ist,  so  bekommt  man: 

(10)         jucoslda^X. 

„Die  Arbeit   des    Vectorpotentials    beim  Umlaufen  der 
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Grenzlinie  s  int  gleich  dem  Trieb  der  Kraft  auf  die  von  s 
eingeschlossene  Flache.^ 

Auf  diesen  Satz  hat  Mbxwell  seine  Verwendung  der  Vectorpotentiale  gegründet. 

Der  Satz  rührt  her  von  Stokes  (Smiths  Prize  Examination,  1854  qu.  8).  Als 
positive  Normale  von  dS  ist  diejenige  anzusehen,  welche  nach  der  Richtung  der 
+2  hin  zeigt,  wenn  dS  in  der  Richtung  von  +2  nach  +^  hin  umkreist  wird. 

Bei  analoger  Behandlung  der  Grösse  STucosvcfo  aus  Gl.  (2)  findet  sich,  dass 
für  das  einzelne  Element 

(11)      lVFd.^[v[—^^——)^F[-^^^^-^)]dad?. 

Denkt  man  sich  die  entsprechenden  Ausdrücke  in  y  und  z  gebildet,  zum  vor- 
stehenden addirt  und  integrirt,  so  giebt  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite, 
wie  oben,  VZ,    Das  zweite  liefert  die  Summe 

\    \da  öß       dß  daJ^     \da   öß       8ß   Öa/^     V8a   öß       Öß   da^j       ^ 
Das  ist  gleich 

Wir  wollen  nun,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  annehmen,  a  und  ß  seien  die 
Längen  von  Hauptkrümmungslinien  auf  der  Fläche  S^  da  und  </ß  also  zwei  auf- 
einander senkrecht  stehende  Elemente  von  Uauptkrümmungslinien.    Für  V  giebt 

dV 
es  eine  Richtung  m  von  der  Art,  dass  -^ —  unter  allen  Düferentialquotienten  von 

dV 
V  ein  Maximum  ist.    Macht  dies-^ —  mit  der  Normale  von  dS  den  Winkel  7,  so 

dV 
können  wir  -^ —  zunächst  in  zwei  Componenten  zerlegen,  von  denen  die  eine 
cm 

dV  dV 

cos  9  in  die  Normale,  die  andere, -r — sin  9  in  die  Tangentialebene  von  dS 


dm        ^ ' '  dm 

fällt.     Die  letztere  wollen  wir  mit  Vg  bezeichnen.     Zerlegt  man  Vg  noch   einmal 

in  zwei  Componenten,  von  denen  die  erste  v^  in  die  Richtung  von  </a,  die  zweite 

dV  dV       dV 

Vß  in  die  Richtung  von  </ß  fallt,  so  ist  r^  = -^ —  und  1;^  =  —-.    -^  und 

dV 

sind  also  die  rechtwinkligen  Componenten  von  v^.    Femer  ist 


8p 


p^^O^+H.^* 


die  Projection  von  «  auf  die  Richtung  von  <fp,  oder,  wenn  Ug  die  Componente  von 

^  ji  js 

M  ist,  welche  in  die  Tangentialebene  von  dS  ftllt,  so  ist  F-^tk--^  ö  -^  -\-H 


öß  öß  öß 

öx       >-.  öy        TT^^ 
die  Projection  von  «^  auf  die  Richtung  von  rfß,   ebenso  F— — hö-^ — ^     W 

die  Projection  von  u^  auf  die  Richtung  von  da.   Bezeichnen  wir  diese  Projectionen 
mit  Uß  und  n^,  so  ist  der  Ausdruck  (12)  gleich 

(13)        (v^Uß-VßU^)dS. 
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Vg  und  tt^  bilden  miteinander  irg;end  einen  Winkel  0,  und  sie  bestimmen  mit- 
einander ein  Parallelogramm.  Es  ist  nun  mit  Fig.  59  leicht  zu  zeigen,  dass  der 
Inhalt  dieses  Parallelogramms,  dessen  Seiten  Vg  und  Ug  sind,  gleich  v^Uß  —  u^u^ 
ist;  er  ist  aber  auch 

v^.tt^.sin^. 

Also  ist  der  Ausdruck  (12)  schliesslich  gleich  vgUgsm^dS,  wo  0  der  Winkel 
zwischen  vg  und  Ug  ist  Demnach  erhält  man  durch  Integration  gemäss  Gl.  (2) 
schliesslich 

(14)         jVucos\d8=  VS:'hjVgUgam%dS. 

Dieser  Satz  ist  ein  Analogon  des  GreenVhen  Satzes  för  Vectorpotentiale.    Machen 

dV 
—^ —  und  u  mit  der  Normale  von  dS  die  Winkel  {i.  und  v,  so  kann  statt  VgUg 

dV 
auch  geschrieben  werden  -^ — usini^sinv.    Selbstverständlich  kann  man  den  Aus- 

druck  unter  dem  Integralzeichen  rechts  auch  durch  den  aufgelösten  Ausdruck  (12) 
ersetzen. 

170.  Anwendang  des  Oreen'schen  Satzes.  Der  Green'sche 
Satz  findet  in  der  Physik  viele  wichtige  Anwendungen;  hier  sollen 
nur  einige  wenige  angedeutet  werden. 

1)  Nimmt  man  im  Oreen'schen  Satz  für  O  und  ^ein  und  dieselbe  Potential- 
function  V  der  beliebig  vertheilten  Masse  M,  so  ist  A'V  an  jeder  Stelle  des 
Raumes  gleich  — Aitk,  wenn  k  die  daselbst  herrschende  Dichtigkeit  bezeichnet 
Also  lautet  der  Satz  dann 

Es  sei  nun  'S  eine  Fläche,  auf  der  V  constant  ist,  und  überdies  sollen  im  Innern 
von  <S,  also  im  Volumen  K,  keine  Theile  von  M  enthalten  sein.  Dann  ist  im 
ganzen  Volumen  K  die  Dichtigkeit  fc  =  0,  ferner  tritt  links  V  vor  das  Integrai- 

/dV 
-pT^dS  ist  nach  dem  Gauss'schen  Satze  Null,  also  ist 


(2)     /(w)'''^=o- 


Da  das  Quadrat  unter  diesem  Integralzeichen  an  jeder  Stelle  wesentlich  positiv 
ist,  kann  Gl.  (2)  nur  richtig  sein,  wenn  an  jeder  Stelle  von  K 

oder  F  =  const.  für  das  ganze  Innere  von  K  ist.     Wir  haben  also  den  Satz  1): 

Ist  S  eine  Niveaufläche  für  irgend  welche  ausserhalb  S  liegende 
Massen,  so  ist  die  Potentialfunction  dieser  Massen  in  dem  ganzen  von 
S  umschlossenen  Raum  constant,  und  hat  dann  im  ganzen  um- 
schlossenen Raum  denselben  Werth,  wie  in  S, 
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Auf  dem  Yorstebenden  ruht  der  weitere 

Satz  2)  Ist  der  Werth  der  Potentialfunctioa  auf  der  Niveau- 
fläche Sj  welche  die  Masse  J/ völlig  umschliesst,  gleich  F,,  so  liegt 
er  im  ganzen  Räume  ausserhalb  S  zwischen   F,  und  Null. 

Beweis.  Wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  F]  sei  positiv.  (Bei  der 
Annahme,  Fi  sei  negativ,  sind  alle  Vorzeichen  im  Beweise  umzukehren.)  g  sei 
ein  Punkt,  der  ausserhalb  ^  liegt,  und  Vq  der  Werth  der  Potentialfimction  in  q. 
Dann  kann  Vq  erstens  nicht  negativ  sein.  Denn  wäre  es  etwa  gleich  — A,  und 
—  B  ein  zwischen  —  Ä  und  Null  gelegener  Werth,  so  kann  man  durch  7  ein 
Büschel  von  Strahlen  legen,  die  nach  allen  Punkten  des  Raumes  hingeben.  Diese 
Strahlen  treffen  entweder  Si  und  dann  geht  V  auf  ihne^  stetig  von  V=  —A  bis 
V=  Viy  oder  sie  treffen  S  nicht,  und  dann  gehen  sie  ins  Unendliche;  dort  ist 
K  =  0,  also  geht  auf  ihnen  dann  V  stetig  von  — A  bis  0.  In  jedem  Fall  giebt 
es  auf  jedem  Strahl  einen  Punkt,  wo  V  den  Werth  ^  B  bat;  alle  diese  Punkte 
bilden  eine  continuirliche  Niveaufläche  mit  dem  Potentialniveau  — B;  also  müsste 
die  Potentialfunction  nach  dem  obigen  Satz  im  ganzen  Innern  dieser  Niveaufläche, 
also  auch  in  g  selbst  den  Werth  —  B  haben,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 
Demnach  kann  Vq  nicht  negativ  sein. 

Es  kann  aber  zweitens  auch  nicht  grosser  als  V^  sein;  denn  wäre  das  der 
Fall,  so  konnte  man  wieder  um  g  eine  Niveaufläche  legen,  in  der  der  Werth  der 
Potentialfunction  zwischen  Vq  und  Fj  läge,  etwa  gleich  F^  wäre,  wo  Fj  <  Vm<  Vq, 
Dann  musste  wieder  im  ganzen  Innern  der  Hölfsfläche  V  =  Vm  sein,  also  auch 
im  Punkt  7,  was  wieder  nicht  angeht. 

Es  kann  drittens  auch  nicht  gleich  Fj  sein.  Wäre  Vq  =  F],  so  liegen 
zwischen  Vq  und  5  entweder  lauter  Punkte,  in  denen  F  =  V^  wäre ;  dann  gäbe 
es  aber  überhaupt  keine  Niveaufläche  S  mehr.  Oder  durch  g  ginge  eine  Niveau- 
fläche F  mit  dem  Werth  F=  Fj,  welche  die  Fläche  ^  schnitte.  Dann  mussten 
sich  zwei  Niveaufläcben  schneiden,  was  noch  nicht  angeht;  oder  endlich  zwischen 
g  und  ^  liegen  auf  jedem  durch  g  gehenden  Strahl,  der  5  schneidet,  Punkte,  in 
denen  F  einen  kleineren  Werth  hat,  als  F].  Der  kleinste  dieser  Werthe  sei 
auf  jedem  Strahl  durch  9  bezeichnet,  und  der  grösste  Werth,  den  9  annimmt, 
sei  9^.    Dann  lässt  sich  ein  Werth  F)  grosser  als  9^  und  kleiner  als  F]  auf 

■ 

jedem  Strahl  annehmen,  und  wir  erhalten  wieder  eine  Niveaufläche  vom  Niveau 
F,,  welche  g  umschliesst,  also  wieder  den  obigen  Widerspruch  mit  der  Voraus- 
setzung. 

Nach  dem  Vorstehenden  kann  Vp  nur  zwischen  F,  und  Null  liegen. 

3)  Es  seien  M^  und  3i,  zwei  Massen,  die  ganz  innerhalb  des  von 
einer  Fläche  F  umschlossenen  Raumes  liegen,  V\  und  F,  seien  ihre 
Potentialfunctionen.  Wenn  dann  Fj  und  V^  im  ganzen  Räume  ausser- 
halb i'Mdentische  Niveauflächen  besitzen,  so  sind  F",  und  V^  selbst 
in  diesem  Aussenraum  bis  auf  einen  constanten  Factor  identisch;  der 
Factor  aber  ist  das  Yerhältniss  ihrer  Massen. 

Beweis.    ^  sei   eine   der  gemeinschaftlichen,   F  umschliessenden  Niveau- 
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flächen  beider  Potentialfunctionen,  S^'  eine  zweite.  Wir  wenden  den  Green'schen 
Satz  auf  den  zwischen  S^  und  6^'  enthaltenen  Raum  an,  indem  wir  für  6^  und  H 
unsere  Functionen  Vi  und  T,  einsetzen.    Er  lautet  dann 


(4) 


jvA'V,dK--jv,£,^V,dK  ^JV,  ^dS-^^V,-^dS. 


Da  der  betrachtete  Raum  K  ganz  ausserhalb  der  anziehenden  Hassen  liegt,  ist 
A^^i  =  A^F^  =  0,  also  die  linke  Seite  der  Gleichung  Null.  Rechts  ist  aber  die 
ganze  Begrenzung  von  £,  d.  h.  über  alle  Elemente  dS^  und  ctö"  zu  integriren. 
Dabei  ist  N  von  K  aus  nach  „aussen**  zu  rechnen.  Wird  &  von  ^  umschlossen, 
so  föllt  demnach  N  für  S*  mit  der  positiven  Normale  von  S^^  zusammen,  für  & 
aber  mit  der  negativen.  Bezeichnen  wir  also  die  beiden  positiven  Normalen  von 
5*  und  5"  mit  N'  und  iV",  so  ist 


(5) 


o=/K,|^.^'-.Jr.-|^.^-Jr,^^'^ 


Hierin  sind  für  jede  der  beiden  Flächen  Vi  und  F,  constant,  treten  also  vor  das 
Integralzeichen.  Was  aber  dann  unter  dem  Integralzeichen  steht,  ist  das 
Gauss^sche  Oberflächenintegral  „Trieb"  für  je  eine  der  Grenzflächen  und  eine  der 
Potentialfunctionen;  das  ist  ^j:Mi  far  Vi  und  AtiM^  fnr  K|.  Gl.  (ö)  giebt  also, 
wenn  die  Werthe  der  Potentialfunctionen  in  S  und  S**  entsprechend  markirt 
werden, 

(6)        0  =  AtzM^ .  P/  —  47CJ/8  V^  —  AtzMi  V*i-\-ArMi  FJ. 

Lässt  man  nun  die  äussere  Grenzfläche  S^*  ins  Unendliche  rucken,  so  verschwin- 
det V{  und  rj',  also  bleibt  0  =  if,Pa— i/iF,  oder 

Dies  gilt  für  jede  Niveaufläche  S>  ausserhalb  F,  also  ist  im  ganzen  Räume  (ausser- 
halb F)  MiV^  =  M^Vi]  die  Potentialfunctionen  verhalten  sich,  wie  die  Hassen, 
voü  denen  sie  ausgehen. 

4)  Potentialfunction  einer  geladenen  Niveaufläche. 

Es  sei  6^  eine  Fläche,  welthe  die  Hasse  M  umschliesst,  K  ihr  Volumeninhalt. 
Ausserhalb  derselben  wähle  man  einen  Punkt  p ,  verstehe  unter  p  den  Abstand 
irgend  eines  Ele^nents  dK  von  p  und  nehme  im  Green'schen  Satz  für  G  die  Po- 
tentialfunction V  von  M^  für  H  die  Grösse  —  •     Dann  lautet   der   Green'sche 

P 
Satz,  angewendet  auf  K  und  S 

a  ' 


(8) 


/±..r«-/.A.(|)«  -/-i  ^■^-j'-^^. 


—  ist   die  Potentialfunction   der  in  p  angebrachten  Hasse  1.    Also  ist  A' — 

P  P 

im  ganzen  Innern  von  ^  gleich  Null,  da  p  ausserhalb  ^  liegt.    Wir  nehmen  nun 

femer  an,  S  sei  eine  Niveaufläche  von  M.    Dann  ist  V  fnr  ganz  S  constant,  tritt 

also  im  letzten  Integral  rechts  vor  das  Integralzeichen.   Unter  dem  Integralzeichen 


d 
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1 


dN 


Ijleibt  I-^tttI-  dSy  d.  i.  der  Trieb  der  in  p  angebrachten  Masse  1  auf  S;   dieser 
J    oN 

aber  ist  wieder  Null.    Also  bleibt 

A'F  ist  im  Innern  von  S  an  jeder  Stelle  gleich  — 4icfc,  wenn  k  die  Dichtigkeit, 

also  ist  I dK=  —  4iil ;  dies  Integral  I ist  aber  der  Werth  Vp^ 

den  die  Potentialfunction  V  in  p  bat.    61.  (9)  liefert  also 

1    er 
(10)      r,  =  -.r-lL-^^5. 

J        p 

Denkt  man  sich  nun  'S  mit  einer  Flächenladung  belegt,  deren  Dichtigkeit  an  jeder 

1     dV 

\       dV  r  Atz 

Stelle  den  dort  herrschenden  Werth  von -zrzr-  hat,  so  ist  —  I 

47C     cJy  J 

die  Potentialfunction  Up  von  S  an  der  Stelle  von  p,  also 

(14)         Vp=^Up. 
D.h. 

Versieht  man  die  Fläche  S  mit  einer  Ladung  von  der  Flächen- 

1    dV 
dichtigkeit  — -r — pTr»  so  ist  die  Potentialfunction  dieser  Flächen- 

ladang  an  jeder  Stelle   des  Raumes   ausserhalb  S  identisch   mit  der 
Potentialfunction   F,  deren  Niveaufläche  S  ist. 

Der  Satz  gilt  bis  dicht  an  die  Fläche  S  heran,  also  ist  auch  un- 
endlich nahe  an'  S  noch  ü  identisch  mit  V,  d.  h.  wegen  der  Stetig- 
keit: S  ist  dann  auch  für  seine  eigene  Ladung  eine  Niveaufläche. 
Hieraus  folgt  nach  Satz  (1)  weiter,  dass,  wenn  £>  die  genannte  Flächen- 
ladung hat,  im  ganzen  von  S  eingeschlossenen  Raum  K  die  Potential- 
function ü  den  Constanten  Werth  üs  hat,  welchen  sie«in  d«r  Fläche 
selbst  aufweist. 

5)  Oauss'sche  Flächenladung.  Es  sei  wieder  <S  eine  Fläche,  welche 
die  Masse  M  umschliesst,  dabei  braucht  S  aber  keine  Niveaufläche  von  M  zu 
sein.  Man  denke  sich  einen  Augenblick  M  als  freie  Electricität,  S  als  eine  lei- 
tende Fläche,  und  nehme  an,  S  sei  mit  einem  unendlich  grossen  Reservoir  vom 
Potentialniveau  Null  in  leitende  Verbindung  gesetzt.  Dann  wird  S  aus  dem  Re- 
servoir im  Allgemeinen  Electricität  anziehen,  die  sich  auf  der  Fläche  ^  selbst  so 
vertheilt,  dass  Gleichgewicht  herrscht.  (Dass  dies  möglich  seij  wird  weiter  unten 
gezeigt.)  Ist  dies  der  Fall,  so  hat  ^S  eine  Ladung  von  einer  bestimmten  Flächen- 
dichtigkeit Oo.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  ist,  dass  auf  <^  und  auf  dem 
Reservoir   die  Potentialfunction   der   gesammteü   vorhandenen  Electricität   einen 
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constanten  Werth  habe;  dieser  Werth  muss  aber  Null  sein,  weil  das  Reserroir 
unendlich  gross  vorausgesetzt  wurde,  also  durch  die  von  8  ihm  mitgetheilte  Elec- 
tricität  kein  merkliches  Potentialniveau  bekommt.  Ist  demnach  V  die  Potential- 
function, die  von  M  ausgebt,  U  diejenige,  die  von  der  Fiächenladung  j^odS 
ausgeht,  so  ist  im  Gleichgewichtszustande  auf  der  Fläche  5 

(15)        V-{-ü=0. 

Ist  aber  die  Gesammtpotentialfunction  V-^U  auf  der  Fläche  ^  gleich  Null,  so 
muss  sie  auch  überall  ausserhalb  der  Fläche  S  Null  sein;  denn  nach  Satz  (2) 
muss  sie  dort  zwischen  Null  und  Null  liegen.  Also  ist  im  ganzen  Räume  ausser- 
halb 'S  die  Gleichung  (15)  gültig.  Denkt  man  sich  nun  die  Fläche  ^  an  jeder 
Stelle  mit  einer  Ladung  von  der  Flächendichtigkeit  — Oo  versehen,  so  hat  sie 
allein  im  ganzen  äussern  Raum  die  Potentialfunction  — ü^  und  diese  ist  nach 
(15)  =  F.    D.  h. 

«  • 

Umschliesst  die  Fläche  S  die  Masse  3/,  so  kann  man  stets  auf 

S  eine  Flächenladung  so  vertheilen,  dass  die  Potentialfunction  dieser 

Flächenladung  in  dem  ganzen  Raum   ausserhalb  S  denselben  Werth 

hat,  wie  die  Potentialfunction  von  AI. 

Aus  Satz  (3)  folgt  dann  sofort 


Die   Gesammtmasse    def    genannten   Flächenladung   ist 

V 

gleich  M.    Denn  das  Verhältniss  -j^  der  Gleichung  (7)  ist  in  die- 

sem  Falle  gleich  1. 

Die  practische  Bestimmung  von  <f^  für  den  einzelnen  Fall  ist 
schwierig,  wenn  nicht  gerade  S  eine  solche  Form  hat,  dass  es  sich 
als  Niveaufläche  der  Masse  M  darstellt;  in  diesem  Fall  liefert  Gl.  (13) 
die  Bestimmung. 

5.*  Hei*stellung  concreter  Potentialfunctionen. 

171.  Gerade  homogene  Strecke«  Die  Strecke  liege  in  der  x-Axe,  ihre 
Mitte  falle  in  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  ihre  Länge  sei  2L  Einer 
ihrer  Punkte  habe  die  Coordinaten  E,  0,  0,  der  angezogene  Punkt  hab«  x,  y,  z. 

Dann  ist,  wenn  t  die  Liniendichtigkeit  der  Strecke,  V=xj — •    Setzt  man  den 

Abstand  K^'-Hy'-I-«*  =  p,  und  den  Winkel,  welchen  p,  die  Verbindungslinie  von 
X,  y,  2  mit  dem  Anfang,  mit  der  Axe  der  x  macht,  gleich  9,  so  ist,  wie  leicht 
zu  finden,  r^  =  p'-+-6' — 2pScos9.    Also  ist 

J         Kp'-2pco89.E-f-E»  ' 


—l 


n 
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Die  unbestimmte  Integration  ergiebt 

f ,  ^^    =  log{-2pcosc[>4-25-h2Kp*-2p6coscp-hE»j, 

JKp'— 2pcos^.5-f-?' 

woraus 

(1)         F  =:  T log  (  -pcosyH-^4->^2p/co8y+?  I  ^ 

l  —  pcos^  — /-hKp*-*-2p/co8^-i-f*  J 

Hierin  ist  Kp' — 2 p/cos 7+/'  der  Abstand  des  Punktes  xyz  vom  positiven  End- 
punkt der  Strecke  21;  pcos^ — /  aber  ist  die  Projection  desselben  Abstandes  auf 
die  Axe  der  x.  Bezeichnet  man  jenen  Abstand  mit  ri,  seine  Projection  mit  a-j, 
so  ist  der  Zähler  des  Bruches  in  Gl.  (1)  gleich  ri— r^j.  Ebenso  ist  der  Nenner 
rj — X},  wenn  man  mit  r^  den  Abstand  zwischen  xyz  und  dem  negativen  End- 
punkt der  Strecke  2/,  mit  Xf  die  Projection  dieses  Abstandes  auf  die  x-Aze  be- 
zeichnet   Gl.  (1)  kann  also  kurzer  geschrieben  werden 

(2)        F=Tlog-^=^- 

Die  Gleichung  einer  Niveaufläche  erhält  man,  wenn  man  V  gleich  einer  beliebigen 
positiven  Constante  setzt,  oder,  was  dasselbe  sagt,  wenn  man  setzt 

(3)      -!iz:5_  ^  c. 

Diese  Gleichung  drückt  eine  Brennpunktseigenschaft  des  Rotationsellipsoids  aus. 
Um  dies  zu  zeigen,  denken  wir  uns  durch  die  Axe  der  x  eine  beliebige  Ebene 
gelegt,  wählen  in  derselben  eine  Axe  der  y  senkrecht  zu  jener  und  legen  eine 
Ellipse  so,  dass  sie  durch  den  angezogenen  Punkt  xy  geht  und  die  beiden  End- 
punkte der  anziehenden  Strecke  zu  Brennpunkten  hat    Sind  a  und  ß  die  Halb- 

x^        y* 
axen  dieser  Ellipse,   so  ist  ihre  Gleichung  -^  +  -|ä-  =  1,  ihre  Brennpunkte 

OL'  p 

liegen  nach  dem  Gesagten  in  x  ==  /  und  x  =  — /;  also  ist  /  =  J^a*— p*.  Nach 
bekannter  Formel  ist  der  Abstand  des  Punktes  x^  vom  Brennpunkt  x  =  l 

r|  SS  a ,    zugleich    xj  =  x — L 

OL 

Entsprechend  ist  der  Abstand  des  Punktes  xy  vom  Brennpunkt  x  =  —  / 

Ix 

r,  =s  a-l ,    zugleich    xj  =  x-f-/. 

oc 

Hiernach  ist  für  die  untersuchte  Ellipse 

Ix  l  1 

r. — Xi  =  a X-+-/  =  — (a' — Ix — OX-+-0O  =  — (a — x)(a-f-/) 

a  a  a 

Ix  1  1 

rj  —  Xj  =  a-| X — /  =  — (a*-f-/x — ox — «/)  =  — (o  —  x)(o  —  /), 

OL  OL  OL 

also  ist  für  dieselbe  Gurve 

ri  — Xj  «-+-/ 


(4) 


rj— x^  a — / 


Das  ist  aber  die  in  Gl.  (3)  ausgesprochene  Eigenschaft;  denn  — — -y-  ist  ein  für 
die  Ellipse  constanter  Werth  c,  der,  da  a  noth wendig  zwischen  /  und  00  liegt, 
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jeden  positiven  Werth  durch  Variation  von  a  annehmen  kann.  Die  Niveauflächen 
der  anziehenden  Strecke  21  schneiden  also  jede  durch  die  Axe  der  x  gehende 
Ehene  in  Ellipsen  von  der  grossen  Halbaxe  a,  deren  Brennpunkte  x  =  l  und 
x  =  — l  sind;  d.  h.  sie  sind  confocale  Rotationsellipsoide,  deren  Brennpunkte  in 
die  Enden  von  2/  fallen. 

Die  Kraft  steht  selbstverständlich  an  der  Stelle  x,  y,  z  senkrecht  zu  demjenigen 
Ellipsoid  der  confocalen  Schaar,  welches  durch  x,  y,  z  geht  Sie  halbirt  also  den 
Winkel,  den  ri  mit  r,  macht    um  sie  durch  Differentiation  zu  finden,  führt  man 

am  besten  ar,  y,  z  in  GL  (1)  ein.    Dabei  ist  pcostp  =  ar,  p  =  J^x'Ty-h?,  also 

(5)        F=xlog    ^---hl/(r-rö^T?T? 


ein  Ausdruck,  der  sich  ohne  Weiteres  differentiiren  lässt.  Dabei  kann  man  (nach 
der  Differentiation)  die  Wurzeln  eliminiren,  indem  man  die  Axen  des^  durch 
X,  y,  z  gelegten  EUipsoids  der  confocalen  Schaar  einführt,  also  wie  oben 

/— x-hK(ar-l-/)'-l-y*-l-«*  =-^(a— a:)(a-hO  oder  K(ar—Z«)-hy «+«'.=  — (a*— /r) 

et  Qt 

und  ^(jc-+-/)>4-y»-h2*  =  i-(a»H-te)  setzt    Vergl.  übrigens  §  178,  Anm.  2. 

OL 

172.  Kugelschicht  und  KngeL  Eine  homogene  Schicht  sei  eingeschlossen 
zwischen  zwei  concentrischen  Kugelflächen.  Ihre  Niveauflächen  müssen  offenbar 
concentrische  Kugelflächen  sein,  stimmen  also  überein  mit  den  Niveauflächen  eines 
Punktes,  der  die  gleiche  Masse  hat,  wie  die  Kugelschicht  und  in  ihrem  Mittel- 
punkt liegt  Daraus  folgt  nach  170.  Satz  3:  Für  jeden  ausserhalb  der  Kugel- 
schicht liegenden  Punkt  ist  die  Potentialfunction  der  Kugelschicht  dieselbe,  als 
ob  ihre  ganze  Masse  in  ihrem  Mittelpunkt  vereinigt  wäre.    Heisst  /  der  Abstand 

M 

des  Punkts  p  vom  Mittelpunkt,  so  ist  die  Potentialfunction  in  p  gleich  -y- ,  wenn 

M  die  Masse  der  Kugelschicht 

Femer  ist  auch  die  innere  Grenzfläche  der  Kugelschicht  eine  Niveaufläche. 
Daraus  folgt,  dass  im  Innern  des  von  der  Kugelschicht  umschlossenen  Raumes 
die  Potentialfunction  constant  ist.  Ein  im  Innern  einer  homogenen  Kugelschicht 
eingeschlossener  Punkt  erleidet  also  die  Anziehung  Null.       < 

Dieselben  Ergebnisse  lassen  sich  nun  auch  leicht  durch  directe  Rechnung 
finden.  Um  den  Werth  von  V  im  Punkte  p  zu  bestimmt,  nehme  man  den  vom 
Mittelpunkt  nach  p  gezogenen  Radiusvector,  dessen  Länge  /  ist,  zur  Fundamen- 
talaxe  von  Kugelcoordinaten  tp,  ^,  p.    Das  Element  der  Kugelschale  hat  die  Grosse 

(/Jl  =  p'sintpdpcf^cf^;  sein  Abstand  von  p  ist  J^/'H-p*— 2p/cosf ,   wenn  p  der. 
Kugelradius;  also,  wenn  k  die  Dichtigkeit 

J  J  J^/^H-p'— 2p/co8«p 

F==  -^Jtp  {K/'-hp*-l-2p/— K/*-+-p*— 2p/|  ^p. 

Hier  stehen  unter  den  Wurzeln  vollständige  Quadrate,  die  Wurzeln  lassen 
sich  also  ausziehen.    Zugleich  aber  sind  die  Wurzeln  specielle  Werthe  der  Ent- 
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fernung  r,  also  ihre  an  sich  doppelten  Vorzeichen  so  zu  wählen,  dass  der  Werth 
jeder  einzelnen  Wurzel,  wenn  sie  an  sich  genommen  wird,  positiv  ist.  Daher 
sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  />p;  J/^/»4-p»-f-2p/  ist  auf  alle  Fälle  /-hp;  und  K'»-hp»— 2p/  ist 
SS  / — p  zu  setzen;  also 

(1)      r^^kf\i+f-(i-p)\df=*^dp. 

Da  4irp'A:(/p  die  Masse  der  Kugelschale  ist,  kann  hierfür 

(2)        F=^ 

gesetzt  werden,  was  mit  dem  obigen  übereinstimmt. 

b)  /<p;  I^/H-p'H-2/p  =  /-hp,  wie  vorhin;  aber  K^-4-p»— 2p/ =  p  — /  zu 
setzen.  Man  erhält  also  für  Punkte  im  Innern  des  von  der  Kugelschale  einge- 
schlossenen Raumes: 

(3)        V=  -fp-p{/4-p-(p-f)}  dp  =  4rJcpdp  =  — . 

Dieser  Werth  ist,  dem  obigen  entsprechend,  von  /  unabhängig.  Für  Punkte,  die 
der  Kugelschale  selbst  angehören,  fallt  — r-  mit  —  zusammen. 

b)  Concentrisch  geschichtete  Kugelschale  von  endlicher  Dicke, 
und  Vollkugel.  Zwei  concentrische  Kugelflächen  mit  den  Radien  pi  und  p^ 
(ps>Pi)  begrenzen  eine  Kugelschicht  von  endlicher  Dicke.  Die  Potential functiou 
derselben  findet  man  durch  Integration  der  Gleichungen  (1)  und  (3)  nach  p;  da- 
bei ist  k  als  blosse  Function  von  p  anzusehen. 

a)  Liegt  der  angezogene  Punkt  ausserhalb  der  äusseren  Kugel,   so  ergiebt 

Af 

sich  ohne  Weiteres   F=— j-,  die  ganze  Masse  wirkt  so,  als  ob  sie  im  AJittel- 

punkt  der  Kugel  vereinigt  wäre. 

Je* 
4irA:pc/p,  bei 

constantem  k  wird  r=  2«Ä:(pJ  — pj). 

c)  Liegt  er  zwischen  beiden  Kugeln,  also  im  Innern  der  anziehenden  Masse, 
im  Abstände  /  vom  Mittelpunkt,  so  sind  die  Schichten  von  p  =  pi  bis  p  =  / 
nach  Gl.  (1)  wirksam,  die  von  p'=  /  bis  p  =  pa  aber  nach  Gl.  (3);  also  wird 


^=4ir[^j'Ä:-^rfp+jrpc/pj. 


Nähert  x,  y^  z  sich  der  äusseren  Kugel,  so  fallt  dieser  Ausdruck  an  der  Grenze 
mit  dem  ad  (a)  zusammen;  an  der  inneren  Grenze  dagegen  mit  dem  ad  (b).  Für 
die  Vollkugel  hat  man  einfach  pi  =  0  zu  setzen.  Der  variable  Theil  der  Po- 
tential function  rührt  in  allen  Fällen  von  derjenigen  Masse  her,  die  in  der  Kugel 
vom  Radius  /  enthalten  ist,  bezw.  beim  Wachsen  von  /  in  diese  eintritt 

178.  EIllpsoidiBehe  Sehieht  Als  „ellipsoidische  Schicht*"  oder  „Schicht*" 
schlechthin  bezeichnen  wir  eine  homogene  Schicht^  die  zwischen  zwei  concen- 
trischen,  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Ellipsoiden  von  unendlich  geringem 
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Äxenunterscbied  enthalten  ist.  Die  Halbaxen  der  äusseren  Grenzfläche  seien 
OybyCf  die  der  innem  a(l — X),  6(1 — X),  c(l — X),  so  dass  X  unendlich  klein,  und 
aX  die  Dicke  der  Schicht  am  Ende  der  grossen  Aze  ist;  X6  und  Xc  sind  die  Dicken 
der  Schicht  an  den  Endpunkten  der  beiden  andern  Axen. 

a)  Liegt  der  angezogene  Punkt  im  innern  Hohlraum  der  Schicht,  so  übt  die  Schicht 
auf  ihn  die  Anziehung  Null  aus.  Diesen  Satz  hat  schon  Newton  (Principia,  1.  Buch, 
Abschn.  13)  aufgestellt  Zum  Beweise  bemerke  man  zunäciist,  dass  zwei  ähnliche, 
concentrisch  und  ähnlich  gelegene  Ellipsoide  von  jeder  Transversale  zwei  gleiche 
Strecken  abschneiden.  Denn  legt  man  durch  die  Tnmsversale  und  durch  den 
Mittelpunkt  beider  Ellipsoide  eine  Ebene,  so  schneidet  diese  die  Ellipsoide  in 
zwei  einander  umschliesseuden  Ellipsen;  die  Transversale  hat  in  beiden  Ellipsen 
denselben  conjugirten  Durchmesser,  also  denselben  Halbirungspunkt  m.  Schneidet 
sie  die  innere  Ellipse  in  beiden  Punkten  p  und  q,  die  äussere  in  p'  und  g',  so 
ist  mp  =  mp'  und  mq  =  mq*,  also  auch  pp'  =;  qq'. 

Es  sei  nunmehr  p  der  angezogene 
Figr-  62.  ?\mU  (Fig.  62),  so  lege  man  durch  ihn 

einen  (zweiseitigen)  Elementarkegel  von 
der  Oeffnung  dQ.  Derselbe  schneidet 
aus  der  Schicht  zwei  Elemente  do  und 
dv*  heraus,  von  denen  eins  durch  qiml, 
das  andere  durch  g'tWf  dargestellt  sei. 
Jedes  dieser  Elemente  ist  ein  unendlich 
schmaler  Cylinder;  die  Grundfläche  des 
einen  ist  Im,  die  des  andern  M.  Be- 
zeichnen wir  den  Abstand  pl  mit  r,  den 
Abstand  pf  mit  r',  so  ist  der  Inhalt  der 
beiden  Elementarcylinder 

r«dÖ./^     und     r'^dQ,!^. 

Ist  also  die  Dichtigkeit  k^  so  sind  ihre  Anziehungen  auf  p,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen, 

l^kdQ.    und    Tq^kdQ. 

Da  aber  Iq  =  f^',  sind  diese  Anziehungen  entgegengesetzt  gleich.  Der  betrachtete 
Eiementardoppelkegel  liefert  also  zu  jeder  Anziehungscomponente  auf  p  den  Bei- 
trag Null;  dasselbe  thut  jeder  durch  p  gehende  Elementarkegel,  also  ist  die  Ge- 
sammtanziehung der  Schicht  auf  p  Null.  Die  Potentialfunction  der  Schicht  ist 
also  const^nt  für  den  ganzen  von  ihr  eingeschlossenen  Raum. 

b)  Der  angezogene  Punkt  liege  ausserhalb  des  äusseren  Ellipsoids.  Die  Er- 
mittlung der  Anziehung  für  diesen  Fall  beruht  wesentlich  auf  den  Eigenschaften 
confocaler  Ellipsoide,  die  wir  deswegen  hier  anführen. 

Ein  EUipsoid  a,  ß,  y,  (d.  h.  dessen  Halbaxen  a,  ß,  y  sind)  besitzt  drei  Haupt- 
schnitte mit  zusammen  6  Brennpunkten.  Letztere  liegen  alle  6  in  der  Ebene  der 
beiden  grösseren  Axen;  4  auf  der  grossten,  zwei  auf  der  mittleren  Axe.  Nennt 
man  ihre  Abstände  vom  Centrum  der  Reihe  nach  /,  m,  n,  so  ist  P  =  a? — ß', 
Hl'  =  ß* — y',  n'  =  o*— Y*,  also  n'  =  m^-\-P;  d.  h.  legt  man  eine  Ellipse  so,  dass 
sie  durch  die  vier  äusseren  Brennpunkte  geht  (Halbaxen  n  und  m),  so  fallen  ihre 

Brennpunkte  in  die   beiden  inneren  (Excenticität  /  =  J^n* — m*).    Zwei  von  den 
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Grossen  /  nnd  m  bestimmen  die  dritte,  also  zwei  paar  Brennpunkte  das  dritte 
Paar.  • 

Confocal  mit  a,  ß,  7  heisst  irgend  ein  Ellipsoid  a,  6,  c ,  wenn  die  6  Brenn- 
punkte der  Hauptschnitte  für  beide  Ellipsoide  zusammenfallen.  Dazu  ist  erforderlich 
1)  dass  beide  Ellipsoide  concentrisch  und  ähnlich  liegen,  2)  dass  a' —  ß'  =  a> —  6', 
a' — Y*  ==  <** — c',  also  o'  — a' =  6'— ß*  =  c' — y*.  Ist  also  0  eine  willkürliche 
Constante,  so  ist 


(1) 


+ 


y' 


a'-ho 


+ 


=  1 


ß*H-ö       Y»-h(j 

die  Gleichung  eines  mit  a»  ß»  y  confocalen  Ellipsoides.  0  ist  dabei  der  Ueber- 
schuss  a' — a'.  Soll  das  durch  GL  (1)  bezeichnete  Ellipsoid  durch  den  ausser- 
halb a,  ß,  Y  gegebenen  Punkt  p  gehen,  so  hat  man  in  ihr  unter  x,  ^,  t  die  Coor- 
dinaten  von  p  zu  verstehen,  und  0  aus  Gl.  (1)  zu  bestimmen.  Diese  Gleichung 
ist  in  Bezug  auf  0  vom  dritten  Grade;  indessen  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  sie 
nur  eine  positive  Wurzel  hat.  Das  Polynom  der  Gleichung  n&mlich,  d.  i.  die 
Function 


F=r 


y' 


1 


wird  offenbar  cx)  für  0  =  — a 

wenn  c  eine  unendlich  kleine  Grosse  ist 


'    o  =  — ß«,  und   o  =  — y'- 


Und  zwar  wird  es, 


für  0  =  — o' — e  zu  — oc,    für  a  =  — ß'— e  zu  — c»,    für  9  =  — y' — *  *^  ~oo, 
für  0  =  —  a'-he  zu  -+-00,    für  0  =  — ß* — e  zu  -f-c»,    für  0  =  — y'"*~*  ^^  H-oc, 

dF 


femer  wird  es  für  0  =  ±00  zu  — 1,  und  endlich  ist 


as 


überall,  wo  F  stetig 


ist,   augenscheinlich  negativ,   weil  es  aus  Gliedern  von  der  Form  —   ^ 

besteht.     Die  Function  F  ist  also   fortwährend  am  Sinken  mit  Ausnahme  der 
Unstetigkeitsstellen ,     wo 

sie  von  —  c»  nach  -l-c»  ^^?*  ^2* 

springt;  sie  hat  demnach 
den  in  Fig.  63  dargestell- 
ten Verlauf,  d.  h.  sie 
schneidet  die  Abscissenaxe 
in  drei  Schnitten,  von 
denen  zwei,  die  zwischen 
—  a'  und  — ß',  so  wie 
zwischen  — ß'  und  — y' 
liegen,  stets  negativ  sind. 
Es  bleibt  der  dritte  Schnitt 
zwischen  —  y'^^^^^^  -I-oc; 
für  diesen  muss  0  positiv 
sein,  da  das  Polynom  für 
a  s=0  nach  einem  bekann- 
ten Satz  für  jeden  ausserhalb  des  EUipsoids  a>  ß,  y  liegenden  Punkt  positiv  ist. 
Gl.  (1)  hat  also  eine  und  nur  eine  positive  Wurzel;  diese  ist  diejenige,  mit  der 
wir  zu  thun  haben  und  die  wir  schlechthin  als  a  bezeichnen. 
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Legt  man  im  Punkt  p,  dessen  Coordinaten  ar,  y,  t  sind,  eine  Tangentialebene 
an  das  confocale  Ellipsoid,  so  ist  die  Gleichung  derselben,  wenn  ihre  laufenden 
Coordinaten  mit  ;,  Q,  3  bezeichnet  werden 

Also  ist  das  Perpendikel,  welches  vom  Anfangspunkt  auf  diese  Tangentialebene 
gefällt  wird 

(3)        p  =  ^ 

oder,  etwas  bequemer  geschrieben 

1  x'  V*  2' 


und  die  Richtungscosinus  von  p,  also  auch  die  Richtungscosinus  der  Normale  im 

T^     ,  ,  .    •      *P  yp  «P        :.        'P         ^P         2p 

Punkte  x,y,z  amd  -j-^,    -^j-^,    -^-^  oder  -^,    -p-,   -^- 

Zwei  confocale  EUipsoide  stehen  zu  einander  in  derjenigen  projectivischen 
Verwandtschaft,  welche  Aftinität  genannt  wird.  Affin  heissen  zwei  Gebilde,  wenn 
jedem  Punkt  E,  tj,  C  des  ersten  ein  Punkt  x,  y,  x  des  zweiten  in  der  Weise  ent- 
spricht, dass  a:  =  x5,  y  =  x%  z  =  x"C,  wo  x,  x',  x"  im  Allgemeinen  drei  ver- 
schiedene Constanten  sein  können.  (Ist  x"  =  x'  =  x,  so  wird  die  Affinität  zur 
Aehnlichkeit.) 

Es  entspricht  nun  der  Ebene  -4?4--Öt)-4-CC4--D  =  0  als  affines  Gebilde  eine 

Fläche  von  der  Form  Ä \-B^-i-  C  —^  -|-  D  =  0,  d.i.  wieder  eine  Ebene ; 

X  X  X 

somit  entspricht  einer  Geraden  im  ersten  Gebilde,  da  sie  Durch schnittslinie  zweier 
Ebenen  ist,  auch  eine  Gerade  im  zweiten  Gebilde. 
Dem  Ellipsoid 

-5-+-^-»-^- =  1    entspricht  das  Ellipsoid    -^+-^-1.-^  ==  i. 

Zwei  ähnlichen  Ellipsoiden  a,  ß,  y  und  va,  vß,  vy  entsprechen  als  confocale  Ge- 
bilde zwei  ähnliche  EUipsoide  xa,  x'ß,  x'y  und  vxa,  vx'ß,  vx^'y:  das  Aehnlichkeits- 
verbältniss  ist  bei  beiden  Flächen  paaren  dasselbe,  nämlich  v. 

Homologe  Volumina  stehen  im  constanten  Verhältniss  xx'x";  denn 
(ir(/yrf2  =  xxV'rf5rf7](«:. 

Sind  zwei   affine  EUipsoide   confocal,   so  ist,   wenn   o,  ß,  y  und  cLyb^c  ihre 

Halbaxen  sind,  x»  ^-4-  =  ^^,  x'»  =:  -^^,    x"»  =  J^^-       Sind    die 

a'  a*  p'  Y 

beiden  EUipsoide  a',  ß',  y'  und  a\  h\  c'  den  vorigen  ähnlich,  so  ist  auch  a',  b\  </ 
confocal  mit  a',  ß',  y  ;  denn   -^  =        ^,,,       =       ^,      >   jr  =  ^^^ 

u.  s.  w.  Die  Differenz  der  Halbaxenquadrate  für  die  beiden  letzten  EUipsoide 
ist  v*<j. 

r  und  A  seien  zwei  Punkte  des  Ellipsoids  a,  ß,  y,  C  und  D  die  homologen 
Punkte  des  confocalen  Ellipsoids  a,  6,  c.    Dann  ist  die  Gerade  CA  an  Länge  gleich 
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TD,    Beweis :  Die  Coordinaten  von  F  seien  E«  y],  C9  die  von  A  seien  i\  ri\  C ;  die 
Yon  C  seien  ar,  y,  z  und  die  von  D  seien  :r',  y',  z .    Dann  ist 

^8  =  (x'-5)»-h(y'-ii)»-h(z'-0«, 


entsprechend  findet  sich  TD\  und 


Setzt  man  hierin  x  =  xS  u.  s.  w.,  so  erhält  man 


•    CA«-r/>»==  (x»-l)(e«-5')H-(x'*-l)(ii'»-7]«)4-(x">-l)(C"-C'). 

Nun  ist  aber  x«-l  =  -?!±i-l  =  -1-,  x''-l  =-^,  x"»-l  =  -^,  also 

a»  a'  p'  Y' 

Der  Ausdruck  in   der  Klammer  ist  aber  Null,  weil  £',  t)'  und  f  wie  S,  t),  C  der 

Gleichung  des  Ellipsoids  a,  ß,  y  genügen.  Folglich  ist  die  Länge  CA  =  TD. 
(Satz  von  Ivory). 

Es  seien  nun  2  und  ^S  zwei  homogene  ellipsoidische  Schichten  (jede  einzelne 
ist  nach  dem  obigen  von  zwei  ähnlichen  Ellipsoiden  begrenzt),  und  die  äussere 
Grenzfläche  von  iS  sei  confocal  mit  der  äusseren  Grenzfläche  von  S.  (Wir  wollen 
voraussetzen,  dass  2  von  S  umschlossen  werde.)  Nach  dem  obigen  ist  dann  auch 
die  innere  Grenzfläche  von  6  confocal  mit  der  inneren  von  2,  Das  ganze  Yer- 
hältniss  beider  Schichten  soll  kurz  dadurch  ausgedruckt  werden,  dass  wir  sagen: 
<S  und  2  sind  confocal.  Die  Halbaxen  der  Aussenfläche  von  ^  seien  a,  b,  c,  die 
von  S  seien  a,  ß,  7. 

n  sei  ein  fester  Punkt  von  a,  ^n,  P  der  homologe  Punkt  von  a,b^e;  femer  sei 
(«.  ein  laufender  Punkt  von  ^  ß,  y  und  m  der  homologe  laufende  Punkt  auf  a,  b,  c. 

Dem  Punkt  (a  liege  das  Volumenelement  tv  der  Schicht  2  an,  dem  Punkt  m 
das  homologe  Element  dv  von  S,    Dann  ist  nach  dem  obigen 

dv  =  xxV  Iv  ==  — ^ — 80 

aß7 

da  ja  X  =  —  etc.  ist.    Es  sei  femer  t  die  Dichtigkeit  von  80  und  t  diejenige  von 
a 

dv^  dann  ist  die  Potentialfunction  von  hv  auf  P 

und  die  Potentialfunction  von  dv  auf  IT  ist 

tdü        ,            /       abe  « 
-=r-    oder    -= 5— w 

mU  \lP     «Pt 


letzteres,  weil  yLP  =  mU.  ist.    Die  Potentialfunction  der  ganzen  Schicht  2  auf  P 
ist  demnach,  da  t  (wie  0  constant  ist 


■/ 


1^ 

wobei  |A  variabel  zu  denken  ist    Die  Potentialfunction  der  ganzen  Schicht  S  auf 
n  aber  ist 

31* 
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wobei  (Ji  ganz  wie  so  eben  varürt.  Die  Potentialfunction  von  2  auf  P  verhält 
sich  also  zu  der  von  ^  auf  11  wie  TaßY  zu  tahc,  das  ist  aber  das  Verhältniss  der 
Massen  beider  Schichten.    Man  erhält  also  den  Satz: 

Sind  2  und  5  zwei  „confocale  Schichten*,  11  und  P  zwei  homo- 
loge Punkte  ihrer  Aussenflächen,  so  verhält  sich  die  Potentialfunc- 
tion von  2  auf  P  zu  der  von  8  auf  ü,  wie  die  Masse  von  1  zurMasse 
von  & 

Nun  ist  die  Potentialfunction  von  ^  nach  dem  unter  (a)  gegebenen  New- 
ton^schen  Satze  im  ganzen  von  S  eingeschlossenen  Hohlraum  constant;  also 
ist  die  Potentialfunction  von  iS  constant  für  alle  Punkte  11  von  S.  Also  ist  auch 
die  Potentialfunction  von  2  constant  für  alle  Punkte  P  von  6";  das  heisst  aber: 
Die  äusseren  Niveauflächen  der  Potentialfunction  einer  Schicht  Z 
sind  Ellipsoide,  welche  mit  der  Aussenfläche  von  S  confocal  sind. 
Die  Normale  eines  solchen  EUipsoides  giebt  demnach  an  jeder  Stelle  dieKraft- 
richtung  an. 

Aus  dem  vorigen  Satz  folgt  sofort:  Gonfocale  Schichten  besitzen  iden- 
tische äussere  Niveauflächen,  und  daraus  folgt  nach  170.  Satz  (3):  Sind 
S  und  iSzwei  confocale  Schichten,  so  verhalten  sich  ihre  Anziehun- 
gen auf  einen  ausserhalb  beider  gelegenen  Punkt  wie  ihre  Massen; 
dabei  sind  die  Anziehungen  von  gleicher  Richtung.  (Satz  von  Mac- 
laurin.) 

Die  äussere  Grenzfläche  von  ^  (ß  immer  als  die  umschliessende  der  beiden 
Schichten  gedacht)  ist  die  letzte  gemeinschaftliche  Niveaufläche  von  2  und  ^. 
Wir  schreiben  nun  beiden  Schichten  die  gleiche  Dichtigkeit  h  zu.  Dann  verhält 
sich  die  Anziehung  von  S  auf  den  Punkt  P  der  äusseren  Oberfläche  von  5  zu 
der  Anziehung  von  «S  auf  denselben  Punkt,  wie  das  Volumen  von  2  zum  Volumen 
von  S^  d.  i.  wie  aßy  zu  ahc.  Die  Anziehung  von  2  auf  einen  Punkt  P  lässt 
sich  also  leicht  bestimmen,  wenn  man  die  Anziehung  einer  confocalen  Schicht  <S 
auf  P  bestimmen  kann,  deren  Aussenfläche  durch  P  geht.  Das  gelingt  aber  durch 
folgende  Betrachtung. 

Es  sei  P,  Fig.  64,  der  betrachtete  Punkt, 
PN  die  Normale,  welche  das  innere  Ellip- 
soid  bei  A  schneidet.  Man  lege  durch  P 
einen  Elementarkegel;  dieser  trifft  die  In- 
nenfläche erst  bei  B,  dann  bei  E^  die  Aussen- 
fläche zuletzt  bei  C.  Er  schneidet  also  aus 
der  Schicht  zwei  Volum  entheile  heraus,  deren 
einer  von  P  bis  B,  der  andere  von  C  bis  B 
reicht  Um  P  legen  wir  die  Kugel  Q  vom 
Radius  1,  aus  der  der  filementarkegel  die 
Oeffnung  du  herausschneidet.  Der  Elemen- 
tarkegel zerfallt  nun  selbst  in  Elemente  ddo\ 
dasjenige  dieser  Elemente,  welches  sich  in 
der  Entfernung  r  von  P  befindet,  hat  den 
Inhalt  r'(/Q</r,  also  die  Masse  kr*düdr\  diese 


Fig.  64. 
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abt  auf  P  nach  der  Richtung  der  Kegelaxe  die  Anziehung  kdQdr  aus.    Integrirt 

man  über  </r,  so  ergiebt  sich  die  Anziehung  A;<fQ(Pfi+EC),  und  da  £C  =  PB 

ist,    ist  dies  2Pß.kdQ.    Von  dieser  Anziehung  fällt  in  die  Richtung  PN  der 

Normale  die  Componente  2PB cos BPA.kdQ.  Da  die  Schicht  S  unendlich  dünn 
ist,  ist  AB  als  gerades  Element  anzusehen,  welches  auf  PA  senkrecht  steht;  also 

ist  PB cos  PBA  s=  PA.  Demnach  ist  die  Anziehungscomponente,  welche  der  Ele- 
mentarkegel auf  P  in  der  Richtung  der  Normale  übt,  2PA,kdQ.  Integrirt  man 
nun  über  die  ganze  Schicht  Sy  so  ist  von  vornherein  bekannt,  dass  diejenigen 
Componenten,  die  senkrecht  auf  PA  stehen,  einander  aufheben;  also  ist  nur  die 
oben  hergestellte  Componente  zu  berücksichtigen.  Für  diese  aber  ist  PA  für 
alle  Elementarkegel  constant,   die  Gesammtanziehung  der  Schicht  auf  P  ist  also 

2kPAldQ  und  die  Integration  nach  Q  ist  über  die  Halbkugel  auszudehnen,  denn 
sammtliche  von  P  ausgehenden  Elementarkegel,  welche  die  Schicht  treffen,  er- 
strecken sich  über  die  Halbkugel;  jdQ  ist  demnach  2ic,  und  die  resultirende 
Anziehung  ist 


ar, 


8 


=  Aitk.PA. 


dN 

Für  PA  lässt  sich  ein  einfacher  Ausdruck  geben.    Vom  Centrum  Ö  aus  ziehe  man 

OP,  welcher  Radiusvector  die  innere  Grenzfläche  der  Schicht  in  Fschneide.  Zugleich 

lege  man  durch  P  die  Tangentialebene  (angedeutet  durch  PT)  und  falle  auf  diese 

von  O  das  Perpendikel  p  =  OT,    Dabei  nehme  man  an,  die  Ebene  der  Zeichnung 

falle  in  die  Ebene  TOP.    Dana  ist  FAP  ein  unendlich  kleines  Dreieck,   ähnlich 

AP  FP  FP 

POT.  also =  -t^ttj  oder  AP=:  p-zr=r'    Wegen  der  Aehnlichkeit  der  be- 

}ß  OP  ^  OP  ^ 

grenzenden  Ellipsoide  ist  aber  das  Verhältniss  FPiOP  für  jeden  Radiusvector 

dasselbe,  also  ist  es  gleich  — ,  oder  -r— ,  oder  — ,  wenn  da,  db^  de  die  Dicken 

a  0  c 

der  Schicht  an  den  Enden  der  drei  Axen  sind.    Also  ist  AP  =»  p  —    und 

a 

dV 
Die  Anziehung  der  Schicht  2  auf  den  Punkt  P,  die  wir  mit  — ^^  bezeichnen 

wollen,  ist  demnach,  da  —  =s  — 

a  a 

oN  abc     a 

Hierin  ist  p  selbstverständlich  das  Perpendikel  auf  die  in  P  an  das  confocale 
Ellipsoid  gelegte  Tangentialebene.  Die  Masse  M  der  Schicht  2  ist  ink^ifday 
also  kürzer 

dV 
wo  a*sia*+9  tt.  8.  w.     Dabei  ^It  — ^^  in  die  Richtung  der  Nonnale  des 
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confocalen  EUipsoids,  die  mit  p  parallel  ist  Die  Richtungscosiiias  von  p  sind 
aber,  wie  oben  angegeben,  — ~,  -y^,  — j— >  also  werden  die  Axencompo- 
nenten  der  Anziehung 

(7)    x^^^,  y=^^,  ^=-T^- 

^  ^  abc     a*  abc     6'  abc     c* 

Um   aus   diesen  Ausdrücken  V  herzustellen,  denken  wir  uns  dieselben  so 
weit  reducirt,  dass  a  in  ihnen  die  einzige  Veränderliche  ist;  nachdem  dies  ge- 

O  TT  O  TT  O 

schehen,  wird  -^ —  =  -^^ —  •  -^ —  etc.  sein.    Es  kommt  also  zunächst  darauf  an, 

vx  Ca       ox 

herzustellen.    Die  Grösse  a  hängt  mit  x,  ^,  t  zusammen  durch 


ax  '     dy  '     dz 
die  Gleichung 


x*    .       y*               «  * 

,a  ^^  ^8 n  ^^  «s -.» 


^0  a' — 6'  =  P  und  a' — c*  =  «i*  ist.  Dabei  sind  l  und  w  wegen  der  Gonfocalität 
unabhängig  von  x,  y,  2.  Betrachtet  man  in  der  Gleichung  y  und  2  als  constant, 
X  als  unabhängige,  a  als  abhängige  Variable,  so  ergiebt  die  partielle  Differenz 
tiation  nach  x 


dx  dx  dx    ^ 


woraus 


da  X  1 


9x  a*       x'  y^  2' 


Der  Factor  von  — j-  ist  aber  p\  also  nach  Durchführung  der  gleichen  Rechnung 

a 

in  y  und  2      . 

9o  1     -        9a  1    ^,         9«  1    ».o 

9x  a'  '^     '      dy  ab^      '        02  ac'  ^ 

Geht  man  damit  in  die  Ausdrucke  für  Xy  Y,  Z^  ein,  so  erhält  man 

^       M   da         ^        M   da  „        M    da 

2L  =  -- — - — ,       jr  =s -T — - — ,      z  = 


be    9x  '  be    dy  ^  bc    dz 

Also  muss  sein 

dV         M  M 


da  bc  y(a^^P)(a^  —  n^ 

Dieser  Bedingung  genügen  die  IntegralQ 

J     J/(|»_/>)(^»_„.)  j  J/(4,>-/«)(<l.>-n') 

a 

WO  im  ersten  die  untere,  im  zweiten  die  obere  Grenze  aus  der  Bedingung  zu 
bestimmen  ist,  dass  das  Integral  für  a  =  00  zu  Null  werde.  Diese  Bedingung 
giebt  beide  mal  00  für  die  fehlende  Grenze;  dann  sind  aber  beide  Integrale  iden- 
tisch; also  ist 


i/^>_P)(i»_,i) 
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Setzt  man  hierin  —  =  x,  wo  x  wegen  ß  >  y  ein  echter  Bruch  ist,  und 

n 


9  =  aresin -^,  so  wird  d^  =  — ^|/l_-^, 

der  Nenner  wird  -rz- Kl — ** sin'«  1/ 1 rr-,    die   Grenzen    werden    aresin  — 

6'  '  r  ^j;*  a 


und  0,  also 


n 

kATCSin  — 


(9)         V^=  — /  ^     .    -= -^^(t-,  aresin —) 

nj  Kl— x' sin' 9  *•       ^^  «^ 

0  ^ 

wo  F  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  mit  dem  Modulus  —  und  der  Am- 
plitude arcsin —  bezeichnet. 

Anm.  1.  Die  Formeln  (7),  (8),  (9)  gelten  gleichzeitig  für  alle  ellipsoidischen 
Schichten  innerhalb  x,  y,  z^  die  mit  £  confocal  sind.  Sie  gelten  also  auch  noch 
für  die  Grenzschicht,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Axe  7  unendlich  klein  wer- 
den lässt;   die  ellipsoidische  Schicht   degenerirt   dann   zu  der   oben    erwähnten 

Ellipse,  deren  Halbaxen  n  und  m  =  K»* —  f^  sind.  Sie  liefern  also  auch  die 
Potentialfanction  und  die  Anziehungscomponenten  für  die  Flächenladung  einer 
homogenen  Ellipsenfläche  von  den  Halbaxen  m  und  n,  wo  n'  =s  m*+/'. 

Anm.  2.  Ist  ^^=7»  das  Ellipsoid  o,  ß»  7  also  ein  verlängertes  Rotations- 
ellipsoid, so  ist  2  =  n,  also  degenerirt  das  elliptische  Integral  zum  cydometrischen. 
Man  erhält 

d^ 


^MJ 


00 


4;»—^' 


=  -07- log 


2/    ^    a  —  l 

Die  Grenzellipse  fär  unendlich  kleines  y  degenerirt  in  diesem  Fall  zur  geraden 
Linie  2/.  Die  Potentialfunction  stimmt  demgemäss  mit  der  in  17].  far  die 
homogene  Gerade  gegebenen  überein.    Die  Beschleunigungscomponenten  werden 

-A  =  — -.5 S-*      X  = r:z -r-,     ^  = 


Anm.  3.    Ist  ot  »=  ß,  also  das  Ellipsoid  a,  ß,  y  ein  abgeplattetes  Rotations- 
ellipsoid, so  werden  n  und  l  imaginär,  an  die  Steile  der  Brennpunkte  tritt  der 

Brennkreis  vom  Radius  w  =  K«"— T**  '^i®  Schicht  2  hat  dann  nach  Anm.  1  im 
Aussenraum  dieselbe  Potentialfunction,  wie  die  mit  der  homogenen  Flächenladung 
M  versehene  Brennkreisfläche  vom  Radius  m.  Nach  Anm.  (I)  liefert  aber  Gl.  (9) 
die  Potentialfunction  eine  Ellipse  von  den  Halbaxen  m  und  n  in  der  Form 
im>n) 

F=  —  F{-^ ,  arcsin — J 

m       ^        n  c  / 

wo  c  statt  a  geschrieben  ist,  weil  c  die  der  Richtung  von  m  entsprechende  Axe 
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des  Gonfocalen  Ellipsoides  ist.    Lässt  man  nun  m  =  n  werden,  so  wird  daraus 

F=  —  FIO,  arcsin  —  J  =*  —  |  -—=-  =  — arcsin — • 

m       ^  c  '  m  J  V\  ^  ^ 

0  ' 

A  n  m.  4.  Schliesslich  ist  noch  der  constante  Werth  anzugeben,  den  die 
Potentialfunction  im   Innern   Ton  2  hat;   bezeichnet  man   die  grosse  Axe   der 

Innenfläche  von  2  mit  o',  so  findet  man  sehr  leicht  K=  — Fi  — ,  arcsin— j-K 

174.  HomofT^neB  Ellipsoid.  Aus  den  Ergebnissen  der  vorigen  Nummer 
lassen  sich  einige  Sätze  leicht  ableiten : 

a)  Eine  homogene  ellipsoidische  Schicht  von  endlicher  Dicke, 
die  zwischen  zwei  concentrischen,  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen 
Ellipsoidflächen  eingeschlossen  ist,  übt  auf  jeden  Punkt  des  von 
ihr  eingeschlossenen  Hohlraumes  die  Anziehung  Null.  Denn  sie  lässt 
sich  in  ähnliche  ellipsoidische  Schichten  2  zerlegen,  von  denen  jede  einzelne  nach 
dem  Newton'schen  Satz  auf  den  fraglichen  Punkt  die  Anziehung  Null  übt.  Das- 
selbe ist  nur  anders  formulirt,  wenn  wir  sagen:  Die  Niveau  flächen  im  In- 
nern eines  homogenen  Körpers,  dessen  Aussenfläche  ein  Ellipsoid 
ist,  sind  Ellipsoide,  welche  der  äusseren  Grenzfläche  UmUdi  sind. 

Die  Anziehung  auf  einen  Punkt  P,  der  in  der  Masse  eines  homogenen  Ellip- 
soids  liegt,  ist  also  identisch  mit  der  Anziehung  desjenigen  Ellipsoids,  welches 
durch  P  geht  und  der  äusseren  Grenzfläche  des  gegebenen  Ellipsoids  ähnlich 
ist  Einer  besonderen  Bestimmung  bedarf  es  demnach  nur  für  die  Potentialfunc- 
tion im  Aussenraum. 

b)  Satz  von  Maclaurin.  Zwei  volle  homogene,  confocale  Ellipsoide 
nben  auf  einen  Punkt  P,  der  ausserhalb  beider  oder  in  der  Ober- 
fläche des  äusseren  liegt,  gleichgerichtete  Anziehungen  aus,  die 
sich  wie  die  Hassen  der  anziehenden  Körper  verhalten.  Denn:  e 
und  E  seien  die  beiden  Ellipsoide ,  a,  ß,  y  und  A^  B^  C  ihre  Halbaxen.  Jedes 
von  ihnen  werde  durch  Flächen,  die  seiner  Grenzfläche  ähnlich  sind,  in  ellip- 
soidische Schichten  zerlegt.  S  sei  eine  derartige  Schicht  von  «  und  'S  die  homo- 
loge von  E,  Dann  ist  2  mit  <S  confocal.  Nach  dem  vorigen  Paragraphen  üben 
also  2  und  S  gleichgerichtete  Anziehungen  auf  den  Punkt  P,  die  sich  verhalten, 
wie  die  Massen  von  2  und  S,  Ist  nun  v  das  Aehnlichkeitsverhältniss  von  2  zur 
Grenzfläche  von  e,  so  ist  v  auch  das  Aehnlichkeitsverhältniss  von  <S  zur  Grenz- 
fläche von  E.  Es  haben  also  die  Aussenflächen  beider  Schichten  die  Halbaxen 
vo,  vß,  vy  und  v^,  ^B^^^C.  Also  verhalten  sich  ihre  Volumina  wie  aßy :  ABC^  und 
wenn  die  Dichtigkeiten  t  und  t  sind,  ihre  Anziehungen  auf  P  wie  xaßy :  MBC 
Dies  Verhältniss  ist  für  alle  Schichten  2  und  S,  in  die  beide  Körper  zerfallen 
sind,  das  nämliche,  bleibt  also  bei  der  Integration  über  sämmtliche  Schichten 
jedes  Körpers  constant  Folglich  ist  es  auch  das  Verhältniss  der  Anziehungen 
der  beiden  Gesammtkörper  «,  E.  Der  Satz  gilt  offenbar  auch  dann  noch,  wenn 
beide  Ellipsoide  e  und  E  nicht  ganz  mit  Masse  erfüllt  sind ,  sondern  im  Innern 
Hohlräume  haben,  die  ()en  Hauptkörpem  ähnlich  und  durch  homologe,  confocale 
Ellipsoide  begrenzt  sind. 

c)  Satz  von  Ivory.    Sind  e  und  £  zwei  homogene  confocale  Ellip- 


Homogenes  EUipsold.  489 

soide,  p  und  Pzwei  homologe  Punkte  ihrer  Aussenflächen,  so  ver- 
hält sich  die  ar-Componente  der  Anziehung  von  e  auf  P  zu  der 
x-Componente  der  Anziehung  von  E  auf  p,  wie  ßy  zu  BC.  Der  Satz 
gilt  nicht  bloss  für  die  Newton'sche  Anziehung  sondern  für  jede 
Anziehung,  die  eine  Function  der  Entfernung  ist 

Beweis.  Beide  Ellipsoide  müssen  gleiche  Dichtigkeit  haben,  weil  sonst  das 
äussere  nicht  homogen  wäre.  Es  sei  /(r)  die  Anziehungsfunction,  also,  wenn  die 
Elemente  von  e  mit  griechischen,  die  von  E  mit  lateinischen  Buchstaben,  und 
die  Coordinaten  von  p  wie  von  P  durch  einen  angesetzten  Strich  bezeichnet  wer- 
den, die  x-Gomponente  der  Anziehung  von  e  auf  P 

und  entsprechend  ist  die  x-Componente  der  Anziehung  von  E  auf  p 

5  =  rjff-^^Ar)dxdydz, 

x'  — 5  d9(r) 

Nun  ist,  wenn  ^(r)  die  Integralfunction   von/, /{r)dis=  — -^ — ;    Inte- 

grirt  man  also  nach  S,  bezw.  x,  und  bezeichnet  die  Radienvectoren  der  Endwerthe 
mit  rj  und  r^  für  X,  mit  pi  und  pj  für  $,  so  erhält  man 

Ntin  kann  man  die  Elemente  dxdydz  so  wählen,  dass  sie  den  d^d-^dll  homolog 
sind.  Die  Punkte  der  Oberflächen,  in  welchen  die  Integration  nach  x  endigt, 
sind  dann  gleichfalls  homolog,  also  nach  der  vorigen  Nummer  ist  ps  =  rg  und 
p^  =  T].    Folglich  verhält  sich  X:  j  =:  rfTjrfC:  «fycfe,  d.i.  wie  ßp  zu  BC, 

Anm.  Wendet  man  den  Satz  auf  zwei  concentrische  Kugeln  an,  deren 
Radien  a  und  Ä  sind,  so  ergiebt  sich  X:  j  =  a';-4';  dieselbe  Proportion  gilt  in 
y  und  z;  also  wenn  /  und  F  die  Resultanten  der  Anziehungen  auf  p  und  Psind, 
so  ist  auch  F:/=  a^:A\  oder 

F 

/=  -^AK 

Soll  nun  eine  homogene  sphärische  Schicht  auf  einen  Punkt  ihres  Innern 
Hohlraums  keine  Anziehung  ausüben ,  so  muss  die  Wirkung  /  der  Yollkugel  A 
unabhängig  von  A  sein.    Das  ist  nur  möglich,  wenn 

F  const. 

l?"*       A^ 

Die  Anziehung  einer  Kugel  a  auf  einen  Punkt  P  in  der  Entfernung  A  muss  also 
dem  Quadrat  des  Abstandes  zwischen  P  und  dem  Kugelmittelpunkt  umgekehrt 
proportional  sein.  Das  muss  auch  dann  noch  gelten,  wenn  a  unendlich  klein 
wird,  es  muss  also  dann  die  Anziehung  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  des 
Abstandes  von  der  kleinen  Kugel  sein;  d.h.  das  einzige  Anziehungsgesetz, 
bei  dem  eine  homogene  sphärische  Schicht  auf  einen  Punkt  ihres 
inneren  Hohlraumes  die  Anziehung  Null  übt,  ist  das  Newton'sche. 
Satz  von  Duhamel;  die  Bemerkung,  dass  der  Ivory^sche  Satz  für  jedes  An- 
(ziehungsgesetz  gilt,  stammt  von  Poisson.) 
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d)  Wir  wenden  uns  nun  zur  Integ^tion  für  das  volle  homogene  Ellipsoid 
von  den  Halbaxen  a,  ß,  y  und  der  Dichtigkeit  k.  Durch  den  Punkt  P  werde  ein 
mit  der  Grenzfläche  von  «^  ß,  y  confocales  Ellipsoid  gelegt,  dessen  Halbaxen, 
wie  früher  a,  6,  c  seien.  Das  volle  Ellipsoid  a,  ß,  y  werde  in  ellipsoidische, 
ähnliche  Schichten  zerlegt,  deren  eine  S  sei  und  die  Halbaxen  a',  ß',  7'  besitze. 
Die  Anziehungscomponenten  von  1  auf  P  seien  JC,  y,  Z*,  ihre  Potentialfunction 
V*.  Hat  das  durch  P  gehende  Ellipsoid,  welches  mit  2  confocal  ist,  die  Halb- 
axen a',  6',  d,  so  ist  nach  178.  Gl.  (5) 

ar  _  ,  g^ßY     da' 

dN'  ~  *"*^    a'6'c'      a'    ' 

also  lassen  sich  X\  Y\  Z'  darstellen  in  der  Form 

(1)        ^=4irÄ;.:-^-^-^,     r=4.rÄ:^--^:^-^etc. 

Hierin  ist  nun 

j^ ß;_  _    i  _ 

a    ~     ß    -     Y    "■'' 

wenn  v  das  Aehnlichkeitsverhältniss  zwischen  S  und   der  Aussenfläche    des  an- 
ziehenden Körpers  ist.    Ferner  ist  a',  &',  c'  confocal  mit  a',  ß',  7',  also 

a'2— a''  =  6'3— ß'2  =  c'*— t'«  =  0' 

wo  0'  eine  Gonstante.    Das  Ellipsoid  a\  b\  c*  hat  also  die  Gleichung 

ara  y»  z^ 


v^a'-ho'         vaßa-l-a'         vV-i-«* 
oder,  wenn    — j-  =  s  gesetzt  wird 

*c'  V*  z^ 

a^-i-s       ß*4-»        7'-4-» 

In  dieser  Gleichung  ist  v  von  einer  Schicht  Z  zur  andern  variabel;  für  jedes  v 
erhält  man  (vergl.  17S.)  eine  positive  Losung  für  s-,  die  Speciallosung,  welche 
sich  für  V  ^=  1 ,  also  für  die  äusserste  Schicht  2  ergiebt,  sei  mit  a  bezeichnet. 
Unser  s  betrachten  wir  als  die  Integrationsvariable,  reduciren  also,  indem  wir 
zunächst  X*  in  Angriff  nehmen,  alle  in  X*  vorkommenden  Variablen  auf  «. 
Es  ist  erstens 

a'ß'Y' =  v^aßY,    a'Vc'  ==  v»K(a^-4-»)(ßa4-«)(Y*-h«) 

o'»=:v3(a«-|-5) 

P"==- 


x^  y^  z^ 


da!  d» 

Femer  ist  — r- =  — •     Differentiirt  man  Gl.  (2),   indem   man  v  als  die 
o  V 

unabhängige,  9  als  die  abhängige  Variable  ansieht,  so  erhält  man 

( f! t !!_)rf,  =  2vrfv  =  2v»A=2v»-^. 

V       (a»4-*)»         (ß'-h«)*         (f-^syJ  V  a' 


V* 


Der  Factor  von  ds  ist jr- ,  also 
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Sonach  ist 


X'  =  \Tikx 


do! 


«Py 


\>" 


9tt'» 


K(a*-4-«)(P'-h«)(T'-H*)       ^'(«*-+-*)    '^P 


-  <f  « 


oder,  wenn  man  abkürzend  l/(n — r)  (^"^"p")  V"*"~t)  ~^  ®®*^*» 


(3) 


-T  =  2jdcx 


1       eis 


In  diesem  Ansdruck  ist  9  die  einzige  Veränderliche;  er  ist  also  direct  integrabel, 
und  es  sind  nur  noch  die  Grenzen  des  Integrals  zu  bestimmen.  Für  die  äusserste 
Schicht  ist  s  =  a;  ffir  die  innerste  Schicht,  die  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids 
unendlich  nahe  umgiebt,  ist  v  verschwindend  klein,  also  «  =  oc,  wie  aus  Gl.  (2) 
henrorgeht.  Demnach  ist  die  Anziehung  des  vollen  Ellipsoids  auf  P  ausge- 
druckt durch 


(4) 


a 
r       kds 


-h«)/> 


Z=2ir.r-V^. 

J     (r'-h*)/> 


Die  Werthe  für  Y  und  Z  folgen  ohne  Weiteres  aus  der  Sjrmmetrie  der  Aus- 
drücke, k  ist  unter  das  Integralzeichen  gesetzt,  weil  die  Rechnung  auch  dann 
gilt,  wenn  nicht  das  Ellipsoid  a,  ß,  y,  sondern  nur  seine  einzelnen  Schichten  Z 
homogen  sind,  die  Rechnung  also  gleichzeitig  für  das  „ähnlich  geschichtete** 
Ellipsoid  gilt.    Aus  Gl.  (4)  ergiebt  sich 


(5) 


/**/  x'  v'  Z^     \    k 


Denn  in  diesem  Integral  hängen  x,  ^,  z  und  a  von  der  Lage  des  angezogenen 
Punktes  ab,  m.  a.  W.  o  ist  Function  von  x,  y,  z.  Differentiirt  man  also  partiell 
nach  X,  so  erhält  man 


dV       ^      r       käs      ^    da  t  x^ 


g»     1     k 

Y'4-oJ    Dt 


a 

In  dem  zweiten  Gliede  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  der  In- 
halt der  Klammer  Null,  denn  o  wird  ja  aus  der  Gleichung 


■f 


y' 


f 


o'-4-(J        ß»-ho       y'-+-ö 
dV 


ls=0 


bestimmt    Also  bleibt k —  =  -X  u.  s.  w. 

ox 

Ruckt  der  Punkt  x,  ^,  2  in  die  Grenzfläche  a,  ß,  y  des  Ellipsoides,  so  ist  für 

ihn  0  =  0.    Liegt  x,  ^,  z  im  Innern  der  Masse,  so  wirken  auf  ihn  nur  die  Theile, 


492  Potentialfunction. 

welche  von  der  durch  i-,  y,  z  gehenden,  mit  o^  ß,  y  ähnlichen  EUipsoidfläche  ein- 
geschlossen werden.  Die  Halbaxen  dieses  EIHpsoids  seien  a',  ß',  y'»  ^  l^^S^  i^ 
der  Oberfläche  desselben,  also  wird  nunmehr,  wenn  die  D  entsprechend  bezeichnet 
werden,  so  weit  sie  sich  auf  a\  ß',  y'  beziehen 

-^=2'«j     -(i^nj^'      5'=2i:,J      (p.,_^')^- 


(6) 


0  0 


0 

Diese  Integrale  sind  aber  identisch  mit 

»00  ,    .  z»» 


■^=2-r-(i;^'  ''='"^/  iP 


(7) 


X;(fff 


(ß'-h5)Z>' 

0  0 

•  OD 


Z  =  2lt2  1  .    ,    . — T-FT  ' 


0 

Denn:    Wir  vergleichen   beispielsweise   das  X  der  61.  (6)  mit  dem  der  Gl.  (7). 

Das  Aehnlichkeitsverhältniss  —  sei  v.     Die  s  kann  man  willkürlich  verlaufen 

a 

lassen;  um  dies  auszudrücken,  wollen  wir  in  Gl.  (6)  einen  Augenblick  t  statt  5 

schreiben.    Dann  si^id  zu  vergleichen  die  Integrale 

•         ••  ^*        kds 


r     kdr        .  r 

0  0 

Da  kann  man  nun  willkürlich  festsetzen,  dass  t  stets  =  v'«  sein  soll;  dann  ist  auch 

dr  =  ^^ds;  femer  a'»  ==  v*a»,  ß"  =  v'ß»,  -f^  =  v^y«;  also  ist  -75^  =      /*     , 

ebenso  ist  ly  =  D,  wie  leicht  zu  sehen ;   beide  Integrale   sind  also  bis  auf  die 
obere  Grenze   identisch;    sie  unterscheiden   sich  demnach  von   einander  um  den 


r    kds 


Werth  I     -7-75 r-=— ;  der  aber  ist  Null,  da  der  Nenner  für  »  =  oc  ein  Unend- 


yoo 


lieh  Grosses  von  der  Ordnung  sYs  wird. 
Aus  Gl.  (!)  ergiebt  sich  sofort 

ü 
als  Werth  der  Potentialfunction  in  einem  inneren  Punkt. 

e)   Die   vorstehenden  Formen   für  X,  Y,  Z,  V  sind   von  Dirichlet   auf  rein 
analytischem  Wege  entwickelt  worden.     Chasles  hat  nicht  s^  sondern  die  Grösse 

-\-  zum  Integrationsbuchstaben  gewählt;  die  Integrale  bekommen  dadurch  eine 
c 

Gestalt,  welche  ihre  Reduction  auf  elliptische  Integrale  nahe  legt.    Diese  Form 

soll  hier  für  die  Kräfte  im  Aussenraum  entwickelt  werden. 

dr'  dB!  da.' 

Man  schreibe  zunächst  in  den  Gleichungen  (1)  — 7--  statt  — —-   und  — ;— . 

Y  P  a 
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So  erh&lt  man 


A^JC^<tf;    y  =  4^-gg^  rfy-, 


a'»6' 


a'6'»c' 


Setzt  man  hierin  -V  =  «>  also  c*  =y'm-%  femer  -^-^- —  =  |ji,  ^  =  X, 

^"  ,  ^    ^ 

so  hat  man  Vi^^^  =  yX,  Ka'»-Y'*  =  yX-  -i-  =  y'X  =  K«''-^'» 

o»  =  }/c'»4- y'»X«  =  y'  K«-'  4-X»,    6'  =  yTm-'H-F^' 

Y  Y 

Die  Oleichung   des  mit  «',  ß',  y'  confocalen  EUipsoids  a\  6',  t',  welches  durch 
af,  y,  «  geht,  wird 


(9) 


r 


Demnach  wird 


3  


p'= 


»«»  ^^  ^'i 


~H-2»u»  =  Y 


und  aus  der  Differentiation  von  Gl.  (9)  ergiebt  sich 

und  damit 
JC  =  4«fcr-?2- "i:*^"- 


t'  Ftt->H-^»Vi.-»+(i» 

4« 


aß  u~~^du 


(Zu 


f  y^^-hf  K«i-Mv 


Hierin  ist  -^ibaßY  die  Masse  M  des  ganzen  EUipsoids  aßY«  also  kann  4icA:aß:Y^ 

ersetzt  werden  durch  — r-.      Die   Ausdrücke    sind    sofort   integrabel;   für   die 

f 
innerste  Schicht,  deren  -f  unendlich  klein  ist,  ist  u»0,   für  die  Grenzschicht, 

welche  der  Oberfläche  des  EUipsoids  anliegt,  ist  «  =  — ,   also  liefert  die  In- 

c 

tegration  über  das  ganze  Ellipsoid,  nachdem  Zähler  und  Nenner  mit  u\  resp.  u' 

multiplicirt  sind 

r_ 


(10) 


X 


_3Mx  f 
"    f  J 


i    (i+x»tt«)*(n-fi'ti»)* ' 


y'  J 


c 


u*du 


i   (i-i-x»tt')*(i-i-fii«tt«)* ' 


^  3Mz  r 
f  J 


L 

c 


u^du 


{      (i-i-X>u«)*(H-X»«')i 
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Die  Reduction  dieser  Integrale  auf  die  canonische  Form  elliptischer  Integrale 
erfolgt  nach  den  gewohnlichen  Regeln.    Man  bemerke,  dass  die  beiden  ersten 

sich  auf  das  letzte  reduciren  lassen.    Setzt  man  abkürzend  Z  =  — =— «^>  so  ist, 
wie  man  leicht  durch  directe  Differentiation  findet, 

3^   dJ      ^_  3%    dJ 


Anm.  1.     Beim   abgeplatteten  Rotationsellipsoid,  dessen  Hauptaxe   2^,    ist 
X  =  (A ;  man  erhält  also 

r  _ 

u^du 


3Mx   r<^        uUu  %My   f 

f   J      (l-hX»u>)»  '  '  f    J 

0  0 

f    J         l  +  X'u» 


7_ 

c 


(l-hX«u»)»' 


Die  Integrationen  lassen  sich  in  geschlossener  Form  ausführen  und  geben 

ZMx   r      .        A  T  \  Xyc 


(11) 


d+x'u») 


i' 


Anm.  2.     Beim   verlängerten   Rotationsellipsoid,   dessen  Hauptaxe  2a,   ist 
{1  =  0,  also 

r  X 

__  3%   r^       u>rf« 

,      (H-X'«y' 

r. 

Z=  r—  /        T-« 

T     ^     (l-+.X«ii>)* 
Die  Ausführung  der  Integrationen  giebt 

3Mx 


(12) 


-ar  = 


X'y' 


log(xi+|/l+X^4) 


x-1 


1/ 


l-hX» 


Anm.  3.  Liegt  der  angezogene  Punkt  in  der  Oberfläche  des  Ellipsoids 
a,  ß,  Y,  so  ist  Y  =  c,  also  nimmt  die  obere  Grenze  des  Integrals  in  den  Glei- 
chungen (10)  den  Werth  1  an.  Liegt  er  im  Innern  der  anziehenden  Hasse,  so 
braucht  man  nur  dasjenige  Ellipsoid  a',  ß',  y'  ^^  betrachten,  dessen  Oberfläche 
durch   X,  y,  z   geht.     Bezeichnet   M'  die  Masse   dieses  Ellipsoides,   so   ist   bei- 
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spielsweise 


u^du 


(l-i-X'*tt2)l(i4.jj,'«J)i 


M'  M 

Es  ist  aber  —jr-  =  —r-  und   die   numerischen  Excentricitäten   der   Haupt- 


schnitte  yon  a',  ß',  i*  sind  gleich  denen  von  o^  ß,  7,  also  X'  =  X,  \>!  ^=  p..    Also 
gelten  die  Formeln 

u^du 

0    (H-X»tt«)^(H-fii»u')* 

so  wohl  für  einen  Punkt  im  Innern  der  anziehenden  Hasse,  wie  für  einen  solchen, 
der  auf  ihrer  Oberfläche  liegt. 


(13)        X  =  '-:^j  i r  «•  8-  w- 


175.  Bdlebig  (reformte  Masse  und  sehr  entfernter  Punkt.  M  sei  eine 
Masse  Ton  beliebiger  Gestalt,  P  ein  Punkt,  dessen  Entfernung  von  M  gross 
gegen  die  Dimensionen  von  M  ist;  im  Innern  von  M  werde  ein  Punkt  A  ge- 
wählt und  seine  Entfernung  von  P  mit  R  bezeichnet;  das  Element  dM  habe 
von  A  den  Abstand  /,  von  P  den  Abstand  r;  dann  ist,  wenn  (p  den  Winkel 
zwischen  /  und  R  bezeichnet,  r^  =  Ä' -+-/*  — 2Ä/ cos  <p,  und  die  Potentialfiinction 

von  M  auf  P  ist 

dM 


-/- 


Ist  E  sehr  gross  gegen  /,  so  kann  man  im  Nenner  P  gegen  R^  vernachlässigen 
und  dann  den  Factor  von  dM  mittels  des  Taylor^schen  Satzes  in  eine  Reihe  ent- 
wickeln, die  eben  wegen  der  Kleinheit  von  -^  mit  dem  zweiten  Gliede  abge- 
brochen werden  kann.    Man  erhält 

(Ä»—  2ÄC08  S>)~*  =  -R"" '  (1  -^  -4-  cos  (p) ,   also 

dM  \\  +  -^  cos  <pj 


-/- 


R 

Legt  man  durch  A  senkrecht  zu  R  eine  Ebene  der  t),  C9  so  ist  /cos  tp  gleich  S,  der 
Coordinate  von  dMy  welche  in  die  Richtung  von  R  föllt,  also 


-/- 


R 


Wenn  man  nun  far  A  den  Schwerpunkt  von  M  wählt,   so  ist  \^dM^=^0,   also 


nimmt  dann  V  die  Form  an 

^dM 


=P 


R 

I).  h.  Die  Anziehung,  welche  eine  beliebig  gestaltete  Masse  auf 
einen  sehr  entfernten  Punkt  übt,  kann  in  zweiter  Annäherung  er- 
setzt werden  durch  die  Anziehung  ihres  Schwerpunkts. 

Wollte  man  sie  dagegen  dadurch  ersetzen,  dass  man  die  Masse  M  in  einem 
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Punkt  A  concentrirt  denkt,  der  nicht  mit  ihrem  Schwerpunkt  zusammenf&Ut,  so 

würde   man   den  Werth  zweiter  Ordnung  |     ^^ 
näherung  wäre  bloss  erster  Ordnung. 


vernachlässigen,  und   die  An- 


176.   Der  Playfairsehe  Körper  maximaler  Ansdehnng.    Von 

mancherlei  weiteren  Aufgaben  aus  der  Anziehungslehre  mag  hier  noch 
die  folgende  behandelt  werden.  „Welche  Gestalt  muss  eine  homogene 
Masse  M  haben,  wenn  sie  auf  einen  Punkt  P  die  grösste  Anziehung 
üben  soll?" 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  Oberfläche  des  gesuchten  Korpers  K  durch  den 
Punkt  P  gehen  muss,  ferner,  wenn  p  die  Richtung  der  von  M  geübten  Maximal- 
anziehung  sein  soll,  dass  die  fragliche  Oberfläche  eine  Rotationsfläche  sein  muss, 
deren  Axe  p  ist.  Die  Aufgabe  reducirt  sich  daher  auf  die  Bestimmung  der 
Meridiancurve. 

Es  seien  nun  dm  und  dm*  zwei  gleich  grosse,  dieser  Meridiancurve  anliegende 
Elemente  eines  Meridianschnittes;  die  Anziehungscomponente,  welche  sie  in  der 
Richtung  p  auf  den  Punkt  P  üben,  sei  /  bezw.  /'.  Aendert  der  Körper  IT,  resp. 
sein  Meridianschnitt,  seine  Form,  ohne  seine  Masse  zu  ändern,  so  kann  das  nur 
dadurch  geschehen,  dass  gewisse  Elemente  desselben  aus  dem  Innern  des  Meridian- 
schnitts fortgenommen  und  an  andere  Stellen,  die  ausserhalb  seiner  Grenzlinie 
liegen,  gebracht  werden.  Es  werde  also  z.  B.  das  Element  cfft  fortgenommen  und 
an  die  Stelle  dm"  gebracht;  vergl.  Fig.  65.  dm"  liege  auf  dem  Radiusvector 
r  =  Pdm',  unendlich  nahe  ausserhalb  dm'.  Dann  übt  dm"  auf  P  eine  p-Compo- 
nente  /",  die  sich  offenbar  unendlich  wenig  von  /'  unterscheidet.  Soll  nun  der 
Körper  K  das  Maximum  der  Anziehung  üben,  welche  für  M  möglich  ist,  so  muss 
die  Anziehung  durch  den  Transport  von  dm  nach  dm"  verkleinert  werden;  also 
muss  f"  </  sein,  d.  h.  /'  darf  wenigstens  nicht  grösser  als  /  sein.  Ebenso  er- 
giebt  sich,  wenn  man  dm*  unendlich  nahe  an  dm  ausserhalb  der  Grenzcurve  ver- 
legt, dass  /  nicht  grösser  als  /'  sein  kann.    Folglich  ist 

(14)  /=/' 
die  Bedingung,  welche  für  alle  Punkte  der 
Meridiancurve  erfüllt  sein  muss.  Nennen  wir 
nun  r  den  Radiusvector  irgend  eines  Punktes 
der  Meridiancurve,  <f  den  Winkel,  welchen  r 
mit  p  macht,  so  ist  für  ein  Element  dm^  wel- 
ches der  Curve  anliegt,  /=  — j—  cos^,  also 

ist  die  Gleichung  der  Curve,  da  /  überall  auf 
ihr  denselben  Werth  haben  muss, 


Fig.  65. 


cos®  1/ 


cosy 


wo  a  eine  Gonstante.  Die  Constante  a  ist  zu 
bestimmen  aus  der  Bedingung,  dass  der  In- 
halt des  Rotationskörpers  die  Masse  M  ent- 
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halten  muss.    Also  muss,  wenn  %  den  Rotations winkel  bezeichnet, 


TT  T/coe^ 

M==k  i     d%l    sin<prf9  |  r^dr  =  Ä .  tv-««"* 

0  0  0 

sein,  worans  a  leicht  zu  ersehen.  Die  Anziehung,  welche  P  in  der  Richtung  p 
erleidet,  ist 

n  t/  C08  tp 

<2&  j      8in<p COS<fd<f  j  rfr  =  fc .  — - a     *  =  3J/a. 

0  0  0 

Bringt  man   dieselbe  Hasse  M  in  die  Form   einer  Kugel,    deren  Oberfläche 

4  4         —4 

durch  Pgeht,  so  wäre,  wenn  R  der  Radius  der  Kugel,  M=  '^'KkR^=——'i:ka   ', 

o  15 

/T  i/T'  A/  ' 

also  B  =  1/  —  •  r -F-    I^iö  Anziehung  der  Kugel  auf  P  wäre  -|^,  also  M,aY2b, 

I 1 

/25  1 

also   V-öT™*^  kleiner  als  F,    Setzt  man  —'=6»  so   ist  ö  nach   Gl.  (15)   die 

Länge  der  Axe  des  Rotationskörpers.  Die  Construction  eines  beliebigen 
Punktes  der  Grenzcurve  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  Gl.  (15)  schreibt: 
r3  =  6.6cos9.  Denkt  man  sich  in  irgend  einem  Punkt  der  Curve  die  Masse  1 
angebracht,  so  ist  die  ;>-Componente  der  Anziehung,  welche  sie  auf  P  übt,  gleich 

—j-  oder  gleich  a. 

6.  Das  Potential. 
177.  Die  Tariation  des  Potentials.  Ist  M  eine  irgendwie 
über  das  Raumgebilde  JT,  welches  ein  Körper,  eine  Fläche  oder  eine 
Linie  sein  kann,  vertheilte  Masse,  deren  Dichtigkeit  q  (körperliche 
Dichtigkeit,  Flächendichtigkeit  oder  Liniendichtigkeit)  überall  endlich 
ist,  ist  V  der  Werth,  den  die  Potentialfunction  von  M  in  ihrem 
Element  dM  hat,  so  ist  das  Potential  der  Masse  auf  sich  selbst  gemäss 
^123.^  wenn  r  den  Abstand  eines  Elements  dM  von  einem  zweiten 
dM^  bezeichnet, 

(1)         W  =  ^22  ^^f^'  =  ifvdM=  ijVQdK. 

In  dem  ersten  Summenausdruck  sind  für  dM  und  dM'  der  Reihe 
nach  je  alle  Elemente  von  M  einzuführen;  vollständig  genau  ge- 
schrieben lautet  er,  wenn  N  die  Anzahl  der  Elemente  bedeutet,  welche 
in  M  enthalten  sind 

(2)         W=^£dM,2:        • 


,=1      i=i  n,. 

Von  dem  entsprechenden  Ausdruck  für  Massen,  die  über  discrete 
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Punkte  vertheilt  sind,  unterscheidet  sich  61.  (2)  nur  dadurch,  dass 
die  Bemerjcung  „der  Fall  i  =  8  ist  auszulassen^  fehlt.  Dieselbe  kann 
in  der  That  hier  fortbleiben,  weil,  wie  oben  gezeigt  wurde,  die  Po- 
tentialfun ction   eines  Elements   auf  seine   eigenen  Theile   unendlich 

klein  ist,  weil  also  das  Glied  dAfg zu  der  Summe  (2)  nur  einen 


^»,* 


unendlich  kleinen  Beitrag  liefert. 

Da  2! gleich  dem  Werth  ist,   den   K  in  dM  hat,  ist  der 

i  =  l     ^ü$ 

zweite  Ausdruck  in  Gl.  (1)  richtig;  aus  ihm  folgt  der  dritte,  indem 
man  dM  durch  gdK  ersetzt. 

Aendert  sich  die  Configuration  von  M  irgendwie,  so  ist  nach  123« 
die  Arbeit,  welche  die  Kräfte  von  3/ bei  der  Aenderung  leisten,  gleich 
der  Abnahme  des  Potentials. 

Eine  derartige  Aenderung  tritt  insbesondere  ein,  wenn  die  Masse 
M  sich  in  dem  Gebilde,  welches  sie  erfüllt,  anders  vertheilt;  diese 
Andersvertheilung  wird  durch  eine  Variation  von  q  ausgedrückt  sein. 
Variirt  ^,  so  variirt  gleichzeitig  auch  F,  die  vollständige  Variation 
von   W  ist  also  dann 

(3)  SW=^f(VSQ-hQdV)dK 
Nun  kann  man  Gl.  (2)  offenbar  schreiben 

(4)  W=i2;QsdK,2:^'     ' 


8=1  1  =  1  n,t 

wo  die  Grösse  unter  dem  zweiten  Summenzeichen  JS  gleich   F,  ist. 

i 

Demgemäss  ist 

(5)  ^fvSQdK  =  i2SQ,dK,2^^^  , 

(6)  ^fQ6VdK=i2Q,dK,2^^^^' 

Da  i  und  s  bloss  laufende  Ordnungszahlen  sind,  die  beide  von  1  bis 
N  gehen,  bleibt  jede  dieser  Summen  unverändert,  wenn  man  i  und 
8  in  ihnen  vertauscht;  vertauscht  man  aber  in  der  Summe  von  Gl.  (6) 
i  mit  «,  80  wird  die  Doppelsumme  in  (6)  offenbar  identisch  mit  der 
in  (5),  also  ist 


(7)       JvdQdK  =  JQÖVdK, 
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ein  wichtiger  Satz,  aus  dem  unmittelbar  folgt 

(8)        SW=fvSQdK 

178«  Minimum  desselben.  Die  Masse  M  bestehe  aus  zwei 
Theilen;  der  eine,  i/,  liege  fest,  und  zwar  so,  dass  seine  Dichtigkeit 
als  unveränderlich  angesehen  werden  kann;  der  andere,  M^  sei  als 
Flächenladung  über  eine  Oberfläche  S  ausgebreitet,  welche  die  Masse 
M^  einschliesst.  Dies  A/,  denke  man  sich  flüssig,  d.  h.  seine  Flächen- 
dichtigkeit Q,  könne  dadurch  geändert  werden,  dass  die  Massentheil- 
chen,  aus  denen  JM^  besteht,  in  der  Oberfläche  S  einander  näher  rücken 
oder  sich  irgendwie  anders  in  der  Oberfläche  vertheilen. 

Es  ist  dann  klar,  dass  bei  beliebiger  Variation  von  q^  kein  Maxi- 
mum des  Potentials  existirt;  denn  wenn  man  alle  Theilchen  dA/, 
immer  näher  zusammenrücken  lässt,  wächst  q^  und  damit  auch  W 
ins  Unendliche.  Andererseits  aber  kann  W  nicht  unter  einen  ge- 
wissen Werth  hinabgehen;  ist  nämlich  R  der  grösste  Abstand,  der 
in  dem  System  M^-^-M^  zwischen  zwei  Theilchen  dM  und  dAV  über- 
haupt vorkommt,  so  ist  in  dem  Ausdruck  ^1 das  r  immer 

kleiner  als  R  oder  höchstens  =  R,    Also  ist  immer 

dMdM 


r 


R 

Folglich  muss  W  ein  Minimum  haben,  welches  oberhalb  dieses  Werthes 
liegt.  Die  Bedingung  für  dies  Minimum  ist  offenbar,  wenn  man  q 
als  die  unabhängige  Variable  in  W  ansieht,  die,  dass  die  durch  die 
Variation  dq  hervorgebrachte  Variation  8W  z\x  Null  wird.  Also  nach 
Gl.  (8)  des  vorigen  Paragraphen,  wo  dS  statt  dK  zu  schreiben  ist, 
weil  ja  die  Variation  nur  auf  der  Fläche  S  vor  sich  geht 

(1)       jVSqdS  =  0. 
Zugleich  ist 

(2)  jSgdS  =  0. 

Denn  die  Variation  soll  ja  nur  darin  bestehen,  dass  die  Masse  Af, 
anders  auf  der  Fläche  S  vertheilt,  aber  ihr  Gesammtbetrag  nicht  ge- 
ändert wird.  Innerhalb  der  Bedingung  (2)  sind  aber  die  Variationen 
Sq  ganz  beliebig,  also  können  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  nur 
dann  zusammen  bestehen,  wenn  auf  der  ganzen  Fläche  S 

(3)  V  =  const. 
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Ist  aber  V  =  const. ,  so  ist  die  Flächenladung  A/,  unter  der  ver- 
einigten Anziehung  von  A/j  und  M,  im  Gleichgewicht,  S  ist  Niveau- 
fläche von  M.  Wir  haben  also  den  Satz:  W  erreicht  sein  Minimum, 
wenn  die  Masse  M.^  auf  der  Fläche  S  in  Gleichgewichtsvertheilung  ist. 

Umgekehrt  liefert  die  Bedingung  K=  const.  mit  61.(2)  sofort 
die  Gl.  (1)  also  den  Satz  SW  =  0,  die  Gleichgewichtsvertheilung  von 
il/,  und  das  Minimum  von   W  bedingen  sich  gegenseitig. 

Es  giebt  femer  nur  eine  Art  der  Vertheilung  von  M^  auf  der 
Fläche  iS,  welche  das  Gleichgewicht  zur  Folge  hat.  Denn:  Giebt  es 
irgend  eine  Gleichgewichtsvertheilung  der  Masse  M^  auf  der  Fläche  S, 
so  muss  die  Gesammtpotentialfunction  von  AI  auf  der  ganzen  Fläche 
S  einen  constanten  Werth  haben,  der  mit  F'  bezeichnet  sei.  Es  ist 
dann  also  P  =  const.,  und  da  auch  das  obige  F=  const.  ist,  so 
muss  V  =  V.x  sein,  wo  x  irgend  eine  Constante  ist.  Das  ist  aber 
offenbar  nur  dann  möglich,  wenn  die  der  zweiten  Vertheilung  ent- 
sprechende Dichtigkeit  ^',  =  ?»*  ist.    Und  da  nun  Iq^dS  ebensowohl 

wie   jodS  gleich  Af,  sein  muss,  kann  x  nur  den  Werth  1  haben.    Also 

ist  q'  =  g,  F'  =  V,  d.  h.  es  ist  keine  andere  Gleichgewichtsverthei- 
lung von  M^  möglich,  als  die  oben  angegebene. 

Hiermit  ist  also  gezeigt,  dass  jederzeit  eine  und  nur  eine  Ver- 
theilung der  Masse  M^  über  die  Oberfläche  S  möglich  ist,  bei  der  3/, 
unter  dem  vereinigten  Einfluss  der  Anziehungen  von  M^  und  M^  im 
Gleichgewicht  ist.  Das  gilt  für  jeden  Werth  von  i/j,  also  auch,  wenn 
man  M^  =  — A/j  macht.  In  diesem  Falle  ist  aber  A/j  die  Flächen- 
ladung, welche  in  170.  No.  5  benutzt  wurde.  Das  voratehende  ver- 
vollständigt also  den  Beweis  des  dort  gegebenen  Satzes,  und  zeigt, 
dass  es  immer  nur  eine  Flächenladung  A/,  giebt,  welche  nach  170«^  5 
im  Aussenraume  dieselbe  Potentialfunction  erzeugt,  wie  A/^. 

179.  Selbstpotential  der  coneentriseh  geschichteten  Engel. 

Ist  k  die  Dichtigkeit,  q  der  Mittelpunktsabstand  eines  Eugelelements, 
/  der  Abstand  eines  inneren  angezogenen  Punktes  vom  Kugelcentrum, 
a  der  Radius  der  Kugel,  so  ist,  wenn  (p  und  d-  die  Polarwinkel  sind, 
die  Potentialfunction  der  Kugel  auf  den  untersuchten  Punkt  nach  172. 


F=47i{jA-^dß-+-r%d^} 


Das  Kugelelement  dM\  welches  sich  an  der  untersuchten  Stelle  be- 
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findet,  hat  die  Masse  kPsiniffdldifjdxy  wenn  ip  und  x  ©in  neuer  Satz 
von  Polarwinkeln  sind.     Also  ist 

W=4nrrf'"'kl'siTHlJdldipdx\fk  -y-d^+  f^gdo] 

0    0      0  0  l 

W  =  16n'  CkUdl  r  Ck-^dQ-\-  \\^  - 

0  0  l 

Die  Integration  lässt  sich  selbstverständlich  nur  ausführen,   wenn  k 
als  Function  von  q  gegeben  ist.    Nimmt  man  k  constant,  so  liefert  sie 

W  =  ^n'k'a\ 
15 

Trägheitsmomente. 

180.  Leb.  Kraft  eines  rotirenden  Gebildes;  Trägheits- 
moment« Es  sei  G  irgend  ein  materielles  Gebilde,  welches  sowohl 
discrete  Punkte  wie  continuirlich  ausgedehnte  Massen  umfassen  kann; 
irgend  ein  Elementartheil  (Punkt  oder  Element)  von  G  werde  vor- 
läufig mit  fi  bezeichnet,  und  fi  bedeute  zugleich  die  (positive)  Masse 
dieses  Elementartheils.  AB  sei  eine  feste  Gerade.  Man  kann  sich 
dann  offenbar  eine  Bewegung  von  G  vorstellen,  bei  der  alle  Elementar- 
theile  fi  mit  der  gleichen  Winkelgeschwindigkeit  (p  Kreise  beschreiben, 
deren  Ebenen  senkrecht  auf  AB  stehen  und  deren  Mittelpunkte  in 
AB  fallen.  Besitzen  alle  Theile  von  G  diese  Bewegung,  so  sagt  man 
jyG  dreht  sich  um  AB  mit  der  Winkelgesqh windigkeit  <jp". 

Hat  ein  fi  von  AB  den  Abstand  r,  so  ist  während  der  Drehung 
fi  mit  der  Geschwindigkeit  rcp  behaftet.  Die  lebendige  Kraft  von  fi 
ist  afeo  ifi(r(py,  und  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Gebildes  G  ist 
i2fi(r(py,  wo  die  Summirung  sich  über  alle  Theile  von  G  erstreckt. 
Da  g>  für  alle  fi  denselben  Werth  hat,  kann  man  statt  des  vorstehen- 
den Ausdrucks  auch  schreiben 

Die  Summe  JSfxr^  hängt  ab  von  der  Vertheilung  der  Massen  fi 
im  Räume,  der  Factor  ^qp*  nicht.  Bei  der  wichtigen  Rolle,  welche 
die  lebendige  Kraft  spielt,  wird  es  von  Interesse  sein,  die  Grösse  2fir^ 
näher  zu  betrachten;  das  soll  hier  geschehen,  damit  die  Discussion 
später  nicht  aufgehalten  werde. 

Wir  bezeichnen  2'jur'  durch  den  Buchstaben  K  und  nennen 

(1)       K  oder  2fir' 
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das  Trcägbeitsmoment  des  Gebildes  G  in  Bezug  auf  die  Axe 
-4ß.  Ist  G  ein  continuirlich  ausgedehntes  ßebiide,  dessen  Massen- 
element (IM,  so  tritt  in  der  Summe  (1)  das  Integralzeichen  an  die 
Stelle  von  2,  und  das  Trägheitsmoment  wird 


(2)       K=jr'dM, 


wo  die  Integration  über  alle  Elemente  von  G  auszudehnen  ist. 

Ist  M  die  Gesammtmasse  von  G,  so  lässt  sich  offenbar  ein  Radius 
Q  so  bestimmen,  dass 

wird;  dies  q  heisst  der  Trägheitsradius  von  G  in  Bezug  auf  AB. 
Offenbar  hat  ein  Punkt  von  der  Masse  iW,  der  im  Abstände  q  von  der 
Axe  AB  angebracht  wird,  das  gleiche  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 
AB,  wie  das  Gebilde  G. 

Da  in  dem  Ausdruck  für  K  nichts  vorkommt,  was  sich  auf  die  Bewegung 
von  G  bezieht,  kann,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  von  K  für  ein  Gebilde 
O  zur  Zeit  t  handelt,  G  immer  in  derjenigen  Anordnung,  die'  zur  Zeit  t  vor- 
handen ist,  in  Ruhe  gedacht  werden. 

18L  Trägheitsmomente  für  parallele  Axen«  Zunächst  folgt 
aus  der  Begriffsbestimmung,  dass  das  Trägheitsmoment  eines  Elements 
jti  in  Bezug  auf  die  Axe  AB  sich  nicht  ändert,  wenn  fi  auf  einer 
zu  AB  parallelen  Geraden  verschoben  wird;  denn  dabei  ändert  sich 
weder  fi  noch  r. 

Es  sei  nun  A^B'  eine  zxx  AB  parallele  Axe;  das  Trägheitsmoment 
des  Gebildes  G  in  Bezug  auf  AB  sei  K,  das  in  Bezug  auf  A^B'  sei 
Ä'.  Wir  nehmen  an,  K  sei  bekannt  und  fragen,  wie  sich  iT'  unter 
dieser  Voraussetzung  bestimmen  lässt. 

Senkrecht  zu  AB  und  A'B'  lege  man   eine  Ebene  JB,  und  be- 


Fig.  66. 


^J" 


e 


zeichne  sie  als  Ebene  der  ay.  Denkt 
man  sich  alle  Elemente  fi  von  G  unter 
Beibehaltung  ihrer  Masse  in  diese  Ebene 
projicirt,  so  bleibt  nach  dem  eben  ge- 
sagten so  wohl  K  wie  K^  unverändert, 
die  Untersuchung  kann  also  in  der  Ebene 
E  geführt  werden.  In  dieser  sei  J, 
Fig.  66,  die  Spur  von  AB,  und  A'  die 
von  A^B',  II  die  Lage  des  Elements 'jit 
nach  der  Projection. 
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Dann  ist 


(1)  K  =  Sfi.iJÄ\ 

(2)  K'  =  2ii,JI'\ 

(3)        M"'*  =  M  VÄ4''— 2iiIZ:ZI^cos^, 


also 


(4)        K'  =  K-\-AA'\2ii--2AA'Sii.iiA'co^^. 

Im  letzten  Posten  dieses  Ausdrucks  ist,  wenn  wir  AA  zur  Axe  der 

JB  und  A  zum  Anfangspunkt  wählen,  jii^.cos^  gleich  der  Coordinate 
X  von  n.    Der  letzte  Posten  ist  also 

--2AÄ2HX. 

Ist  nun  A  der  Schwerpunkt  des  auf  die  Ebene  E  projicirten  Gebildes 
Cr,  so  ist  2nx  =  0.  -4  ist  aber  der  genannte  Schwerpunkt,  sobald 
die  Axe  AB  durch  den  Schwerpunkt  von  6  geht.  Ist  also  AB  eine 
Schwerpunktsaxe,  so  fällt  das  letzte  Glied  aus  Gl.  (4)  fort,  und  man 
erhält,  wenn  noch  AA*  abkürzend  mit  d  bezeichnet  wird 

(5)        K'  =  K-^S^M, 

wo  M  die  Gesammtmasse  von  6r  ist.    D.  h. 

Ist  AB  eine  Axe  die  durch  den  Schwerpunkt  von  G  geht, 
und  A^B*  parallel  AB^  so  findet  man  das  Trägheitsmoment 
von  G  in  Bezug  auf  A^B' ^  indem  man  zu  dem  Trägheits- 
moment für  AB  das  Trägheitsmoment  des  Schwerpunkts  in 
Bezug  auf  AB*  addirt,  wobei  der  Schwerpunkt,  früherer  Conven- 
tion gemäss,  mit  der  Gesammtmasse  M  behaftet  zu  denken  ist. 

Hieraus  folgt,  da  S^M  positiv  ist,  ohne  Weiteres: 

Unter  allen  parallelen  Axen  weist  diejenige,  welche 
durch  den  Schwerpunkt  geht,  das  kleinste  Trägheitsmo- 
ment auf. 

Ferner  folgt,  dass  alle  parallelen  Axen,  die  gl  eich  weit  vom  Schwer- 
punkt abstehen,  gleiches  Trägheitsmoment  aufweisen. 

Sind  AB'  und  A'E'  zwei  parallele  Gerade,  9  und  ^'  ihre  Ab- 
stände von  der  parallelen  Schwerpunktsaxe,  K*  und  iC"  die  ihnen 
entsprechenden  Trägheitsmomente,  so  folgt  aus  (5) 

(6)        iT"— (l""Af=Ä'— d'W. 

Mittels  dieser  Gleichung  kann  man  bequem  von  AK  zu  -4"J3"  über- 
gehen. 

Anm.    Gl.  (5)  gilt  auch  dann  noch,  wenn  der  Schwerpunkt  der  projicirten 
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Masse  in  Fig.  66  auf  der  Geraden  PQ  (Äxe  der  y)  liegt ^  die  senkrecht  zu  AA' 
steht,  also,  wenn  diejenige  Ebene,  die  senkrecht  zu  AA'  durch  die  Axe  AB  ge- 
legt werden  kann,  den  Schwerpunkt  von  G  enthält;  denn  auch  dann  ist  2p.3:  =  0. 

182.    Trägheitsmomeiite  ffir  alle  Axen  eines  Punktes  0. 

Durch  irgend  einen  Punkt  0,  der  im  Gebilde  6  festliegt,  lege  man 
ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  x,  y^  z^  und  lege  ferner  durch 
0  eine  beliebige  Gerade  OP,  deren  Richtungseosinus  in  Bezug  auf 
das  Coordinatensystem  Z,  m,  n  heissen.  Es  handelt  sich  darum,  fest- 
zustellen, in  welcher  Weise  das  Trägheitsmoment  K  in  Bezug  auf  OP 
variirt,  wenn  OP  alle  möglichen  Richtungen  annimmt. 

fi  sei  wieder  ein  Element  von  6?,  welches  die  Coordinaten  a?,-  y,  z 
hat.  Fällt  man  von  fi  auf  OP  ein  Perpendikel,  so  ist  dies  Perpen- 
dikel der  Abstand  r  des  Elements  fi  von  OP.  Das  Perpendikel  r 
schneide  von  OP  das  Stück  OQ  =  q  ab,   und  die  Verbindungslinie 

Ofi  sei  mit  p  bezeichnet.  Dann  bilden  p,  g,  r  miteinander  ein  recht- 
winkliges Dreieck,  so  dass  r^  =  p^ — j*,  und  wenn  wir  dieselbe  Con- 
stru€tion  auf  alle  Elemente  von  G  angewendet  denken,  ist 

(1)         K  =  2fir^  =  Sfxp^—Sfiq\ 
Nun  ist 

p*  =  a;'-f-y*-h2:'    und     q  =  Ix-^-my-^-m^     also 

l  — 2mn2fiyz — 2nl2fJLZw — 2lmSfiai^. 

Da  1 — P  =  w^+n',  1 — m*  =  P+n'  etc.  erhält  man  hieraus 

fK=  l'2fx(y'+z')-hm'Sfi(z'+a')^n'2fx(x'-hy') 

l  —  2mn2fiyz — 2nl2fiza — 2lm2fju:y 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

2fz(y'-hz')  =  A        2iiyz=^D 

(3  b)  2ii(z^-\-x^)  =  B        2fizx  =  E 

2iiQc^+y')  =  C       2fiay  =  F 

(4)        K=  AP-hBm'+Cn'  —  2Dmn—2Enl—2Fbm. 

Das  Trägheitsmoment  ist- also  eine  homogene  Function  zweiten  Grades 
von  Z,  7»,  n.  Die  drei  ersten  Coefficienten  -4,  B,  C  sind  die  Trägheits- 
momente in  Bezug  auf  die  drei  Coordinatenaxen,  die  drei  letzten  nennt 
Rankine  Deviationsmomente.  A,  B,  Csind  immer  positiv,  D^E^F 
können  positiv  und  negativ  sein. 

Aus  Gl.  (4)  folgt,  dass  sich  die  Abhängigkeit  des  Trägheitsmo- 
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ments  von  der  Richtung  der  Axe  OP  auf  einfache  Weise  geometrisch 
darstellen  lässt.  Man  denke  sich  nämlich  von  0  aus  auf  der  Linie 
OP  nach  beiden  Seiten   eine  Länge  q  abgeschnitten,   die   umgekehrt 

proportional  mit  der  Quadratwurzel  aus  K  ist,  setze  also  q  =  —=- 
oder  K  =  — j- ,  wo  «'  eine  positive  Constante.    Dann  ist  nach  (4) 

(5)        -V  =  Al*+Bm''+  W—2Dmn—2Fnl—'2Flm. 

oder 

je*  =^A(Ql)*-{-B(Qmy+C(Qny+2D(QmX^)—2E(QnXel) 
^^^        l  -2F(Ql)(Qm).  . 

Nun  ist  qI  die  d;-Coordinate  des  Endpunkts  von  ^,  gm  die  ^-Coordinate 
desselben  u.  s.  w.  Bezeichnet  man  also  die  Coordinaten  des  End- 
punkts von  Q  mit  $,  77,  C,  so  lautet  die  vorstehende  Gleichung 

(7)        AV+BT]'-^C%'—2Dri^—2E^^-2E^rj  =  sl 

Das  ist,  wenn  man  l,  m,  n  als  variabel  ansieht,  die  Gleichung  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung,  die  0  zum  Mittelpunkt  hat;  und  zwar  ist 
die  Fläche  ein  Ellipsoid,  weil  q  immer  endlich  ist. 

Somit  erhalten  wir  den  Satz:  Legt  man  durch  den  Punkt  0 
alle  möglichen  Axen  0^  und  schneidet  auf  jeder  die  Länge 

Q===—yz--  ab,   so    bilden   die   Endpunkte   sämmtlicher  ^  ein 

Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  in  0  fällt. 

Die  Existenz  dieses  EUipsoids  wurde  von  Cauchy  bemerkt,  Poinsot 
erkannte  seine  Bedeutung  für  die  Mechanik.  Man  nennt  es  gewöhn- 
lich das  Poinsot'sche  Trägheitsellipsoid  für  den  Punkt  0. 

^Da  in  Gl.  (7)  die  Constante  e  willkürlich  ist,  hat  das  Trägheits- 
ellipsoid keine  bestimmte  Grösse.  Man  kann  ihm  aber  willkürlich 
eine  solche  geben,  indem  man  dem  e  conventionell  einen  festen  Werth 
beilegt.  Da  dies  die  XJebersichtlichkeit  der  geometrischen  Darstellung 
erhöht,  wollen  wir  es  thun:  wir  bezeichnen  die  Längeneinheit  durch 
(1)  und  setzen  willkürlich  e'  =  3/(1)*,  d,  i.  gleich  der  Gesammtmasse 
des  untersuchten  Gebildes  ö,  multiplicirt  mit  der  4'®°  Potenz  der 
Längeneinheit,  letzteres,  damit  die  Formeln  homogen  werden.  Dann 
sind  sämmtliche  Trägheitsellipsoide  ein  und  desselben  Gebildes  un- 
mittelbar miteinander  vergleichbar. 

Legt  man  die  Coordinatenaxen  der  ^,  ^,  z  in  die  Hauptaxen  des 
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Trägheitsellipsoids,  so  fallen  in  Gl.  (7)  die  Coefficienten  Z),  E^  F  fort, 
m.  a.  W.  für  diese  Lage  der  Axen  wird  2^yz  =  2iizx  =  2fiay  =  0, 
und  das  EUipsoid  nimmt  Aie  Gleichung  an 

(8b)        A^'-hBrj'-i-a'  =  M(iy. 
Seine  Axen  heissen  die  Hauptträgheitsaxen  für  den  Punkt 

0.    Die  Längen  seiner  Halbaxen  sind  l/~7-,  ^  '~jr^  r~7^'    Nennen 

wir  a,  j9,  y  die  Trägheitsradien  in  Bezug  auf  die  drei  Hauptaxen  (Haupt- 
trägheitsradien für  den  Punkt  0),  so  ist  a^M=A^  ß^M=B^ 
y^M=z  C]  Gl.  (8  b)  nimmt  also  die  einfache  Form  an 

(9)        a'r+ßW-^y'V  =  (1)*. 
Das  Trägheitsmoment  für  den  Radiusvector  (Z,  w,  n)  wird  nach 
Gl.  (4),  da  D,  E,  F  Null  sind 

(10)        K=  AP+Bm^'  +  Cn^  =  MQ^a^+m^ß^+n^y^) 

und  der  zugehörige  Trägheitsradius  x  ist  bestimmt  durch  x^M=  K 
oder 

(11)        X»  =  /»a*+mV'+wV'. 

Mittels  dieser  Gleichungen  findet  sich  das  Trägheitsmoment,  resp. 
der  Trägheitsradius  für  eine  beliebige  Axe  des  Punktes  0,  wenn  die 
Lage  der  Hauptaxen  bekannt  und  die  auf  diese  bezogenen  Werthe 
von  a,  ß^  /,  Lm^n  gegeben  sind.  Die  bekannten  Eigenschaften  des 
EUipsoids  ergeben  unmittelbar  eine  Reihe  von  Sätzen,  deren  wich- 
tigste folgende  sind. 

a)  Sind  q\  q*\  ^'"  drei  zu  einander  senkrechte  Semidiameter  des 

EUipsoids,  so  ist  bekanntlich  — yj-H — Tn~^ — tttt  =  const.     für    alle 

M 

Lagen  des  Tripels.    Da  — ^  =  K^  u.  s.  w.,  so  folgt,  dass  die  Summe 

Ä'4-Ä'"-f-iC'"  für  alle  Tripel  von  je  drei  rechtwinklig  aufeinander 
stehenden  Axen  denselben  Werth  hat.  Dies  ergiebt  sich  auch  un- 
mittelbar aus  den  Gleichungen  (3  b),  da  die  ersten  drei  derselben, 
addirt,  ergeben:  ^-Hß+C=  2J?ju;>'. 

b)  Sind  q\  q^\  q"^  drei  conjugirte  Semidiameter  des  EUipsoids, 
so  ist  ihre  Quadratsumme  constant ;  daraus  folgt,  dass  für  drei 
Axen   eines  Punkts,    deren  Richtungen   conjugirt   sind,   die   Summe 

H — ^fT-^—iFnr  von  der  Lage  des  Tripels  unabhängig  ist. 


c)  Gleiches   Trägheitsmoment  haben   alle   diejenigen   Axen    des 
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Punktes  0\  von  denen  das  Trägheitsellipsoid  gleiche  Längen  q  ab- 
schneidet. Der  Ort  dieser  Axen  ist  sonach  ein  Kegel  zweiten  Grades, 
mit  dem  Mittelpunkt  in  0,  dessen  Axe  in  eine  der  Hauptträgheits- 
axen fällt  und  der  das  Ellipsoid  in  einem  sphärischen  Kegelschnitt 
durchdringt.    Da  die  Gleichung  des  EUipsoides  lautet 

a^r+ßW-^ft'-iiy  =  0, 

die  der  Kugel  vom  Radius  R  aber  a?'-f-y' — z* — /2^  =  0,  so  ist  die 
Gleichung  des  Kegels 

Das  Trägheitsmoment  für  irgend   eine  Erzeugungslinie  dieses  Kegels 

ist  ür=-^(i)«. 

d)  Es  ist  hiernach  leicht  zu  sehen,  wie  die  Axen  gleichen  Träg-- 
heitsmoments  überhaupt  im  Räume  vertheilt  sind.  A  sei  das  kleinste, 
C  das  grösste  der  Trägheitsmomente  für  den  Massenmittelpunkt,  JT, 
irgend  ein  anderer  Werth  des  Trägheitsmoments,  der  selbstverständ- 
lich nicht  kleiner  als  A  sein  darf;  die  Frage  ist,  welchen  Axen  der 
Werth  iTj  zukommt. 

Es  sei  zunächst  K^<iC.  Dann  giebt  es  einen  Cylinder,  dessen 
Erzeugungslinien  parallel  der  Axe  von  A  sind  und  von  ihr  den  Ab- 
stand <f,  =1/'^  ^ —  haben;  zu  jeder  dieser  Erzeugungslinien  gehört 

das  Trägheitsmoment  if,.    Ferner  giebt  es  einen  Kegel  von  unendlich 
kleiner  Oeffnung,  dessen  Spitze  im  Schwerpunkt  liegt,  und  dessen  Er- 
zeugungslinien das  Trägheitsmoment  A+dA  haben;  zu  jeder  Eraeu- • 
gungslinie   dieses   Kegels   gehört    wieder   ein   Cylinder   vom   Radius 


~ j^ ;  ein.z weiter  Kegel  vom  Trägheitsmoment  A-h2dA 


—A'-2dA 


entspricht  einer  Schaar  von  Cylindern  vom  Radius  d=  f— rj 

u.  s.  w.  Zu  allen  Er^eugungslinien  dieser  sämmtlichen  Cylinder  ge- 
hört das  Trägheitsmoment  J^.  Je  grösser  die  Oeffnung  der  Kegel  ist, 
desto  kleiner  wird  der  Radius  der  zugehörigen  Cylinder;  an  der  Grenze 

M 
der  Gruppe  steht  ein  Kegel  der  Gl.  (12),  für  den  Ä'  =  -^(l)*  ist; 

die  Erzeugungslinien  dieses  Kegels  haben  selbst  das  Trägheitsmoment 
K^  (Durchmesser  des  Cylinders  =  0). 
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Wird  K^  grösser,  so  nähert  sich  der  Grenzkegel  mehr  und  mehr 
der  Axc  der  C;  erreicht  K^  den  Werth  C,  so  degenerirt  der  Grenz- 
kegel zur  Geraden;  er  wird  mit  der  Axe  der  C  identisch.  Wird 
K^>C^  so  bildet  ein  zweiter  Cylinder,  dessen  Erzeugende  der  Axe 
der  C  parallel   sind,   die  Grenze   des   Phänomens;   sein   Radius  ist 

^^       ^     M 

183.    Axenbestiinmang  des   Trägheitselllpsoids.     Im  dem 

Gebilde  G  sei  durch  den  Punkt  0  ein  dreiaxiges  Coordinatensystem 
der  ^,  y,  z  gelegt,  und  für  dieses  seien  die  Werthe  von  A^  B,  C,  2),  JE,  F 
durch  directe  Berechnung  oder  Messung  festgestellt;  dann  entsteht  die 
Aufgabe,  nachzuweisen,  wie  die  Hauptaxen  des  Trägheitsellipsoids  für 
den  Punkt  0  gegen  jenes  Coordinatensystem  liegen,  m.  a.  W.  welche 
Winkel  sie  mit  den  Axen  der  ^,  y,  z  machen. 

Das  Trägheitsellipsoid  von  0  hat  im  System  der  x^  y,  z  die 
Gleichung 

ü=  ^5«-+-Bij»-hCr— 22)i2£— 2JS;£5— 2F?J7-A/(1)*  =  0. 

Is^  1)  '7)  ^  oii^  Punkt  der  Oberfläche  und  q  sein  Radiusvector,  so  macht 
die  Normale  in  ?,  17,  ^  Winkel   mit   den  Axen,   deren  Cosinus  sind, 

wenn/(-^)V(4^)V(4f  )'=  Q  gesetet  wird 

du    1     ÖC7    1    •  at^    1 


(1) 


Andererseits  .sind  l,  m,  n  die  Richtungscosinus  von  q.  Die  Bedingung 
dafür,  dass  q  eine  Halbaxe  sei,  besteht  darin,  dass  q  mit  der  Normale 
von  1, 12,  t,  zusammenfalle,  also  dass 

„.         du     du     du       , 

oder  nach  Ausführung  der  Differentiation 

(3)       Äi—Fri—E^i—Fl^-^-B7i—Dli—El^—Dri+ClC,  =  l:m\n. 

Bedenkt  man,  dass  §  =  ^,  77  =  mq^  ^  =  n^  ist,  so  kann  man  dafür 
schreiben 

Al—Fm—En  =  XI, 

(4)  —Fl-\'Bm—Dn  =  Xm, 

—El—Dm-ffCn  =  An, 

wo  X  eine  vorläufig  unbestimmte  Grösse  ist.     Multiplicirt   man   die 
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drei  Gleichungen  (4)  mit  Z,  m,  n  und  addirt  sie,  so  ergiebt  sich  mit 
Rücksicht  auf  P-i-m*-\-n^  =  1, 

(5)        X  =  Al*-hBm^'hCn^—2Dmn-'2Enl—2Flm. 

4 

Der  Ausdruck  rechts  ist  aber  das  zu  q  gehörige  Trägheitsmoment  K^ 
also  ist 

(6)     A  =  js:, 

und  die  Gleichungen  (4)  lassen  sich  schreiben 

i(JC—A)l'JfFm'JfEn  =  0 
Fl+{K—B)m^Dn  =  0 

Eliminirt  man  hieraus  Z,  m,  n,  so  findet  sich 

{K—Ä)       F  E 

(8)  F       (K—B)       D        =0, 

E  D       (K—Q 

eine  cubische  Gleichung  in  K^  die,  wie  sich  gleich  zeigen  wird,  drei 
reelle  Lösungen  hat.  Aus  ihr  finden  sich  drei  Wurzeln  iT',  K'\  K"\ 
und  wenn  man  diese  ermittelt  hat,  findet  man  aus  61.  (4)  oder  (7) 
die  zugehörigen  Werthtripel  von  Z,  m,  t»,  womit  die  Aufgabe  ge- 
löst ist. 

Um  zu  zeigen,  dass  61.  (8)  drei  reelle  Wurzeln  hat,  kann  man 
sie,  wie  folgt,  umformen.  Man  multiplicire  die  drei  Reihen  der  De- 
terminante mit  D,  £,  F,  subtrahire  hierauf  von  der  ersten  Reihe  die 
zweite,  von  der  zweiten  die  dritte  und  lasse  die  dritte  unverändert. 
So  kommt 

[D(K—A)^EF]   [DF—ECK-^B)]  0 

0  [E(K—B)—DF]      [ED—F(K—C)]        =0. 

EF  DF  [F(K—C)-'DE-\-DE] 

Nun  dividire  man  die  erste  Colonne  mit  D,  die  zweite  mit  E,  die 
dritte  mit  F^  und  setze  abkürzend 

EF  FD  DE 


dann  findet  sich 
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K—L 

0 

EF 
D 


M—K 

K—M 

PF 
E 


0 
N—K 


K—N-h 


DE 


=  0 


oder  ausgeführt 


DE 


0  =  (K-LXK-MXK-N)+^(K-LXK-M) 


^(K-MXK-N)-i-^(K-NXK-L), 


d.  i. 


EF 
D 


FD 
E 


DE 
F 


-hl=0. 


K—L    •    K—M    '    K—N 

Das  Polynom  dieser  Gleichung  hat  einen  ähnlichen  Verlauf,  wie  das 
der  61.  (1)  in  §  173;  die  Discussion  desselben  lässt  leicht  ersehen, 
dass  die  Gleichung  drei  reelle  Wurzeln  hat. 

184«  Das  reciproke  Ellipsoid.  Um  den  Punkt  0  denke  man 
sich  eine  Kugel  vom  Radius  1  gelegt  und  zu  jedem  Punkt  des  Poin- 
sot'schen  Ellipsoids 


(1)       a'5'H- A'+y'f' =  0)'  o^^er 


r 


(ly  ■  (1/  •  (1)* 


=  1 


a'  ß'  y' 

die  Polarebene  in  Bezug  auf  jene  Kugel  construirt.  Dann  umhüllen 
die  sämmtlichen  Polarebenen  eine  Fläche,  welche  die  reciproke  Fläche 
zum  Poinsot^schen  Ellipsoid  heisst.  Nennt  man  x  das  Perpendikel 
von  0  auf  irgend  eine  der  Polarebenen,  und  q  den  entsprechenden 
Radiusvector  des  Punktes  $,  i;,  C?  so  fallt  die  Richtung  von  x  mit  der 
von  Q  zusammen,  und,  was  die  Länge  angeht,  ist  xQ  =  (iy,  Nach 
bekannten  Sätzen  der  Polarentheorie  ist  die  zu  einem  Ellipsoid  reci- 
proke Fläche  selbst  ein  Ellipsoid,  und  da  die  Halbaxen  des  Poinsot^- 

sehen  Ellipsoids  die  Längen  — ,  --- ,  —  haben,  besitzen  die  Halb- 

axen  des  reciproken  Ellipsoids  nach  dem  oben  gesagten  die  Längen 
a,  /?,  /.    Das  letztere  hat  also  die  Gleichung 

Dies  Ellipsoid  wollen  wir  schlechthin  das  reciproke  Ellipsoid  nennen. 
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Seine  Grundeigenschaft  liegt  ausgedrückt  in  dem  Satze  xq  =  (1)';  da 

—  =  y  1/^^x4    ist,  folgt  hieraus  x^M=  K:  Das  Perpendikel  von 

O  auf  irgend  eine  Tangentialebene  des  reciproken  Ellip- 
soids  giebt  durch  seine  Länge  den  Trägheitsradius  für  seine 
eigene  Richtung  an.  x  hat  also  hier  dieselbe  Bedeutung,  wie  in 
den  vorigen  §§. 

Selbstverständlich  coincidirt  die  längste  Axe  des  reciproken  El- 
lipsoids  mit  der  kürzesten  des  Poinsot'schen  u.  s.  w. ,  und  während 
beim  Poinsot'schen  Trägheitsellipsoid  dem*  längeren  Radiusvector  das 
kleinere  Trägheitsmoment  entspricht,  gehört  beim  reciproken  Ellip- 
soid  das  grössere  Trägheitsmoment  zum  grösseren  Perpendikel.  Für 
die  Axenrichtungen  wird  das  Perpendikel  mit  der  Halbaxe  identisch. 

186.  Die  centralen  Elllpsoide  und  die  Terthellnng  der 
übrigen  gegen  jene.  Das  Poinsofsche  Trägheitsellipsoid  für  den 
Schwerpunkt  von  G  heisst  das  Poinsot'sche  Centralellipsoid;  seine 
Hauptaxen  heissen  die  Hauptcentralaxen  von  G.  Es  ist,  wenn 
die  Convention  c'  =  3/(1)*  beibehalten  wird,  das  grösste  aller  für  G 
existirenden  Trägheitsellipsoide. 

Das  zum  Centralellipsoid  reciproke  Ellipsoid  wollen  wir  daa 
Grundellipsoid  nennen;  es  ist  das  kleinste  unter  den  reciproken. 
Seine  Halbaxen  sind  die  Hauptträgheitaradien  für  den  Schwerpunkt 
und  sollen  kurz  die  Grundradien  heissen. 

Es  ist  nun  zu  untersuchen,  wie  die  Hauptaxen  der  übrigen  Träg- 
heitsellipsoide gegeii  die  der  centralen  EUipsoide  liegen. 

Ä,  sei  irgend  eine  Axe  des  Schwerpunkts  S,  Z,  m,  n  ihre  Rich- 
tungscosinus im  System  der  Hauptcentralaxen.  0  sei  ein  beliebiger 
Pankt,  der  in  diesem  System  die  Coordinaten  ^,  y,  z  hat.  Legt  man 
durch  0  eine  Axe  h  parallel  /^p  und  nennt  p  den  Abstand  hh^^  so 
ist  für  h  das  Quadrat  des  Trägheitsradius 

(1)       x^  =  Z'a'-hm'/S»H-wV'+p'. 
Dabei  ist  p*  =  jc'+i/'-t-«' — (Z^-I-Tny+Ti^)',  oder  wenn  wir  den  Ab- 
stand SO  mit  r  bezeichnen,  p'  =  r' — (las-^my-^-nzy^  also 

Soll  die  Axe  h  eine  Hauptaxe  sein,  so  muss  x  mit  Rücksicht  auf  die 
Bedingung  Z'-f-m'+n*  =  1  ein  Maximum  oder  Minimum  sein.  Multi- 
plicirt  man  die  Gleichung  Z'-+-w'H-^' — 1=0  mit   dem   vorläufig 
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unbestimmten  Factor  v,  addirt  sie  zu  (2)  und  differentiirt  nach  /,  ?n,  n, 
so  erhält  man  als  Bedingung  hierfür 

(aJ+r^ — r)  l  =  xQx-^-my-^-nz) 

(3)  (jS'+r' — v)m  =  y(lx-\-my-\-nz) 

(y'-ht** — r)  n  =  z(la:-k-my-\'nz), 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  Z,  m^  n  und  addirt,  so  fin- 
det sich 

(4)        V  =  x\ 

Multiplicirt  man  sie  nach  Einführung  der  Gleichung  (4)  mit  ^,  y,  z^ 
dividirt  mit  a'-|-?'' — x',  ß^+r^ — x',  y'+^' — x\  und  addirt,  so 
erhält  man 

Das  ist  eine  cubische  Gleichung  für  x',  deren  Polynom  ZJ  die  Werthe 
annimmt  (es  sei  a<iß<iy) 

für  x*  =  — oo         für  x'  =  0        für  x'  =  a'H-r'iii 

^^  oo 

—  1  <0  +00,     — oo 

für  x'  =  /S'+r'qz—        für  x'  =  y'H-r'zp    ^ 


oo  '     oo 


oo,     — oo  -Hoo,     — oo 

für  x'  =  -hoc 

—  1. 

Zwischen  je  zweien  der  angegebenen  besonderen  Werthe  steigt 
das  Polynom  fortwährend.  Die  Gleichung  hat  also  drei  reelle  Wur- 
zeln; dieselben  liegen  der  Reihe  nach 

x"   zwischen  0  und  a'+r' 

x'"  zwischen  d^+r^  und  jJ'+r* 

x""  zwischen  /S'+^'  und  y'+r'. 
Es  sind  also 

a«+r'— x'»,     iJ'+r'— x",    y'+r'— x'^  alle  drei  positiv, 

a'+r'— x'"  negativ,  /S'+r*— x'",  y»-|-r'— x"'  positiv 

a'+r'— x""  und  /S'+r'— x""  negativ,  y»H-r'— x"'>  positiv. 

Nachdem  die  drei  x'  bekannt  sind,  finden  sich  die  Richtungscosinus 
Z',  m',  n',  Z",  m",  w",  Z'",  m'",  «'"  der  Hauptaxen  aus  61.  (3). 
Es  ergeben  sich  dann  noch  die  drei  Gleichungspaare  (cf.  (3)): 
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(y'-+-r»-x") 


(6) 


J.(a'_l_r'_x"'«)  =  :^((9'+r'— x"")=— (y'+r»— *""), 


von  denen  die  erste  die  Richtungscosinus  für  x\  die  zweite  dieselben 
für  x",  die  dritte  für  x'"  bestimmt.  Die  vorstehenden  Cosinusver- 
hältnisse sind  aber  identisch  mit  denen  der  Normalen  der  drei  Flächen 
zweiter  Ordnung 


(7) 


«' 


.1 


y 


X' 


a»-f-r»— x'" 

.3 


f9 


y*H-r'— x 


7r-  =  l 


4?' 


l  a'+r'— X 


fffj 


i5'+r»— X 


"1  '   «« 


y'+r'— X 


J7I-  =  1 


Jffl        ■'■• 


Von  diesen  drei  Gleichungen  repräsentirt  aber  die  erste,  da  die  drei 
Nenner  links  nach  dem  obigen  positiv  sind,  ein  Ellipsoid,  die  zweite 
ein  einschaliges,  die  dritte  ein  zweischaliges  Hyperboloid.  Und  sie 
haben  alle  drei  die  Form 


(8) 


X' 


y 


=  1, 


a'+A    '    /S'4-A    ■    y*-+-A 

sind  also  confocal  mit  dem  Grundellipsoid.  Die  Hauptaxen  für 
O  fallen  also  in  die  drei  Normalen  der  drei  mit  dem  Grundellipsoid 
confocalen  Flächen  zweiten  Grades,  welche  durch  0  gehen.  Und  da 
nun  diese  drei  Flächen  sich  bekanntlich  in  0  orthogonal  schneiden, 
fällt  die  Normale  der  einen  mit  der  Schnittlinie  der  beiden  andern 
in  der  Nähe  von  0  zusammen. 

Damit  ist  die  Yertheilung  der  Hauptaxen  im  Raum  gegeben:  für 
jeden  Punkt  0  fallen  sie  mit  den  Richtungen  der  ellipsoidi- 
schen  Coordinaten  dieses  Punktes  zusammen,  wenn  letztere 
auf  das  Grundellipsoid  bezogen  sind. 

Fällt  der  Punkt  0  in  die  Hauptcentralaxe,  so  degeneriren  die  Hyperboloide, 
während  die  Normale  des  confocalen  Ellipsoides  in  die  Hauptcentralaxe  selbst 
fällt  Man  weist  leicht  direct  nach,  dass  in  diesem  Fall  alle  drei  Hauptaxen  von 
0  den  Hauptcentralaxen  parallel  sind.  Betrachten  wir  z.  B.  einen  Punkt  0  auf 
der  Axe  der  z  und  legen  durch  diesen  ein  Goordinatensystem  der  €,  t),  C  parallel 
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dem  der  x^y^z^  so  ist  ?  =  x,  7j:=y,  C  =  «-H«.  Also,  da  Sfi.a?y  =  0,  auch 
SfA Stj  =  0,  ferner  2  fiijC  =  2 fjiyz -f-  a2p.y.  Diese  letztere  Summe  verschwindet  aber 
für  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Ebene  der  xzy  also  ist  auch  2fx.T2C  =  0, 
und  ebenso  Zp.CE.    Somit  sind  die  Axen  der  £,  i),  C  Hauptaxen  för  0, 

Nach  dem  obigen  ist  x''<:x"'<;x'"',  also  ist  der  kleinste  der 
drei  Hauptträgheitsradien  von  0  derjenige,  der  in  die  Normale  des 
EUipsoids  fallt,  der  mittlere  fallt  in  die  Normale  des  einschaligen, 
der  grösste  in  diejenige  des  zweischaligen  Hyperboloids. 

Bezeichnen  wir  die  drei  Wurzeln  der  nach  X  aufgelösten  61.  (8) 
mit  A',  A",  A'",  so  ist  A'  =  r' — x'*  u.  s.  w.,  also 

Eben  weil  aber  die  drei  X  Wurzeln  von  (8)  sind,  ist  ihre  Summe 
gleich  dem  Coefficienten  von  A'  in  dieser  Gleichung,  d.  i.  gleich 
«'+y'+«'— (a'+iJ'-l-y')  oder  r»— (a'+/S«+y«).    Also  ist 

Diese  Grösse  ist  aber  dieselbe  für  alle  Punkte,  welche  gleiches  r  haben. 
Also  erhalten  wir  den  Satz:  die  Quadratsumme  der  drei  Hauptträg- 
heitsradien (und  damit  auch  die  der  Hauptträgheitsmomente)  ist 
dieselbe  für  alle  Punkte  0  einer  um  den  Schwerpunkt  beschriebenen 
Kugel. 

186.  Torkommen  von  Rotationsellipsoiden,  a )  Im  engsten 
Specialfall  kann  das  Centralellipsoid  (und  dann  natürlich  auch  das 
Grundellipsoid)  eine  Kugel  sein.  (Beispiel:  G  eine  homogene  Kugel 
oder  ein  homogener  Würfel.)  Dann  ist  jedes  andere  EUipsoid  von 
6,  wie  leicht  zu  sehen,  ein  Rotationsellipsoid,  dessen  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  geht;  und  zwar  sind  die  Trägheitsellipsoide  gestreckt, 
die  reciproken  abgeplattet. 

b)  Im  weiteren  SpecialfaU  kann  das  Centralellipsoid  (und  das 
Giomdellipsoid)  zwei  gleiche  Hauptaxen  haben.  Ist  dann  0  ein  Punkt 
der  Rotationsaxe  im  Abstände  S  vom  Schwerpunkt,  ist  a  der  Grund- 
radius, welcher  in  die  Rotationsaxe  fallt,  y  der  darauf  senkrechte,  so 
sind  für  den  Punkt  0  die  Hauptträgheitsradien:  x'  =  a  in  der  Rich- 
tung der  Rotationsaxe,  x"  =  yp+^  senkrecht  dazu.  Für  alle  Punkte 
der  Rotationsaxe  sind  also  die  beiden  EUipsoide  Rotationsflächen.  Ist 
a>y,  also  das  Grundellipsoid  gestreckt,  so  wird  x"  =  x'  für  J'  =  a' — y', 
also  in  den  Brennpunkten  des  Grundellipsoids;  in  diesen  ist  dann 
das  Trägheitsellipsoid  eine  Kugel. 

c)  Im  allgemeinen  Fall  können  a,  ß^  y  voneinander  verschieden 


\ 
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sein.  Sollen  dann  für  irgend  welche  Pankte  zwei  von  den  Radien 
X,  z.  B.  x'  und  x"  einander  gleich  werden  (das  reciproke  Ellipsoid  ist 
ein  gestrecktes),  so  müssen  nach  den  Gleichungen  A'  =  r' — x"  u.  s.  w. 
die  entsprechenden  X  einander  gleich  werden.  Nun  liegt  A'  nach 
Gl.  (8)  zwischen  — ^o  und  — a',  A"  zwischen  — a*  und  — ß*,  also 
können  beide  nur  an  der  gemeinsamen  Grenze  ihrer  Bezirke  gleich 
werden,  nämlich  wenn  A'  =  A"  =  — a'  ist.  Dann  aber  wird  die  in 
die  ^-Richtung  fallende  Halbaxe  des  confocalen  EUipsoids  (8')  zu  Null, 
das  Ellipsoid  reducirt  sich  also  auf  die  Scheibe  der  Focalellipse  des 
Grundellipsoids,  und  das  einschalige  Hyperboloid  (8")  auf  die  Aussen- 
fläche  der  Focalellipse.  Die  Punkte,  in  denen  X'  =  X"  wird,  sind 
also  die  der  Scheibe  und  der  Aussenfläche  gemeinschaftlichen  Punkte, 
d.  h.  es  sind  die  Punkte  der  Focalellipsenperipherie.  Diese  geht,  wie 
bekannt,  durch  diejenigen  vier  Brennpunkte  des  Grundellipsoids, 
welche  den  beiden  Hauptschnitten  (grösste — kleinste)  und  (mittlere — 
kleinste  Halbaxe)  angehören.  Für  die  beiden  gleichen  Trägheitsradien 
haben  wir  dann  wegen  x"=r' — A'  und  A'  =  — a',  x'"+x"  =  r'-+-ö*. 
Femer,  da  x"-hx'"H-x""  =  2r^+a'+ß'--hr\  folgt  x""  =  ß^+Y^—a\ 
Es  hat  also  die  grosse  Axe  für  alle  die  fraglichen  Rotationsellipsoide 
den  gleichen  Werth.  Dieselbe  fallt  in  den  Durchschnitt  des  degene- 
rirten  EUipsoids  mit  dem  degenerirten  Hyperboloid,  d.  h.  in  das 
Linienelement  der  Focalellipse:  sie  ist  Tangente  an  die  letztere. 

Soll  x"  =  x'"  werden  (das  reciproke  Ellipsoid  ist  ein  abgeplat- 
tetes), so  muss,  dem  obigen  entsprechend  A"  =  A'"  =  ß^  sein.  Hier- 
für wird  das  Ellipsoid  der  Gleichungen  (7)  unmöglich,  aber  die  beiden 
Hyperboloide  degeneriren  zu  den  zwei  ebenen  Flächen  in  der  Haupt- 
ebene der  az^  welche  die  Focalhyperbel  gemein  haben.  Diese  Focal- 
hyperbel  ist  also  der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  der  ge- 
streckten Trägheitsellipsoide,  welche  Rotationsflächen  sind.  Man  er- 
hält x"»  =  x""  =  r«— jj'  und  x"  =  a»H-y'— /S'.  Die  Axe  von  x' 
berührt  die  Focalhyperbel. 

Sollte  endUch  x'  =  x"  =  x'"  werden,  so  müsste  A'  =  X"  =  A'" 
werden,  was  nur  angeht,  wenn  zwei  von  den  Bezirkgrenzen  a',  ß^ 
und  /'  zusammenfallen,  also  wenn  das  Grundellipsoid  ein  Rotations- 
ellipsoid ist.  Zwei  Trägheitskugeln  sind  also  nur  in  dem  schon  oben 
unter  (b)  behandelten  Falle  möglich,  eine  nur  im  Falle  (a). 

187«  Blnet's  TrSghettomomento«  Nachdem  die  mechanische  Bedeutung 
des  Begriffes  „Trägheitsmoment"  sich  aus  der  Form  der  lebendigen  Kraft  er- 
geben hat,  ist  anzunehmen,  dass  auch  andere  analoge  Begriffe  in  der  Mechanik 

33* 
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unter  Umstanden  branchbar  sein  können,  und  es  steht  uns  frei,  solche  rein  mathe- 
matisch zu  bilden.  Versteht  man  unter  q  den  Abstand  eines  Massenelements  |& 
von  einer  Ebene  E,  so  hat  Binet  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  auch  die 
Summe  Sfi^'  ähnlich  übersichtliche  Eigenschaften  besitzt,  wie  die  Summe  Sp-', 
welche  wir  oben  als  ^Trägheitsmoment^  bezeichneten.  Binet  nennt  Sp^'  geradezu 
„Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Ebene  E",  und  seine  Bezeichnung  ist  all- 
gemein angenommen,  obgleich  es,  wie  schon  einmal  hervorgehoben  wurde,  im 
Grunde  wenig  passend  ist,  dass  man  derartige  Grossen  unterschiedslos  mit  dem 
Namen  »Moment^  belegt.  Für  die  Binefschen  Trägheitsmomente  bestehen  ganz 
ähnliche  Sätze,  wie  für  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  eine  Linie. 

a)  Es  sei  E  eine  Ebene,  E  eine  zweite  ihr  parallele,  die  von  jener  den  Ab- 
stand h  hat,  H  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  £,  H*  dasjenige  in  Bezug  auf 
E\  q  der  Abstand  eines  Theilchens  fi  von  E^  q'  derjenige  desselben  Theilchens 
von  E\  q\  q  und  8  seien  nach  der  gleichen  Seite  von  E  hin  positiv  gezählt 
Dann  ist 

9'  =  ^— ^ 
also 

W  =  2n(y— 8)«  =  S|i9>-h«»2fA— 2824147  =  ir-H-8«2fi— 282fji9. 

Geht  nun  die  Ebene  E  durch  den  Schwerpunkt  des  Gebildes  O^  so  ist  für  sie 
Suo  =s  0,  also 

Man  erhält  also  das  Trägheitsmoment  eines  Gebildes  O  für  eine  beliebige  Ebene 
E\  wenn  man  zum  Trägheitsmoment  für  die  parallele,  durch  den  Schwerpunkt 
gehende  Ebene  das  Trägheitsmoment  des  Schwerpunkts  in  Bezug  auf  E'  addirt. 
Sind  E^  und  E"  zwei  beliebige  parallele  Ebenen,  V  und  V*  ihre  Abstände 
von  der  parallelen  Schwerebene,  so  ist  H" —h*M  =  H* -^l'^M, 

b)  Es  sei  E  eine  Ebene,  und  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  derselben  sei 
ein  Goordinatensystem  der  x,  y,  z  gelegt;  das  Perpendikel  A  der  Ebene  E  mache 
mit  den  Coordinatenazen  Winkel,  deren  Cosinus  T,  m\  n'  sind.  Das  Element  fji, 
dessen  Goordinaten  x,  y,  z  sind,  hat  dann  von  der  Ebene  E  den  Abstand 

q  =:  rx-t-m'y-f-n'r. 
Also  ist 

ir=  2f*9«  =  i'a2fjLr»4-m'«2fJiy«H-n'«2fji««H-2m'n'2fiy«H-2n'/'2f«a+2r«'2f^^ 
Setzt  man  also 

2(1^2  SS  Z)        2(jLzx  =3  E        2fAxy  =  £*, 

so  haben  Z),  E^  F  dieselbe  Bedeutung  wie  beim  Trägheitsmoment,  A\  B\  C 
sind  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Coordinatenebenen  (Hauptträgheits- 
momente), und  es  wird 

ir=  -4'r«-h  B'm'2-H-  C"n'3-|-2Z)m'n'-h2JSn'/'-f-2fT«'. 

H  ist  also  wieder  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  Richtungscosinus. 

Daraus  folgt,  analog,  wie  bei  den  Poinsot'schen  Trägheitsmomenten:   Trägt 

man  von  0  aus  auf  jeder  Normale  aller  durch  0  gehenden  Ebenen  eine  Länge 

p'  auf,  die  der  Quadratwurzel  aus  dem  zugehörigen  H  umgekehrt  proportional  ist, 

— ^A,   indem  man   die  Proportionalitätsconstante   willkürlich 
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gleich  V^OY  nimmt,  so  liegen  die  Endpunkte  sämmtlicher  p'  auf  dem  Ellipsoid 

Dies  Ellipsoid  nennen  wir  das  Binet'sche.  Die  Hauptaxen  dieses  Ellipsoids  fallen 
mit  denen  des  Poinsot^schen  TrägheitseUipsoids  für  den  Punkt  0  zusammen; 
denn  für  letztere  werden  ja  Z>,  E,  F  zu  Null,  es  nimmt  also  für  sie  das  BinetVhe 
Ellipsoid  die  Gleichung  an 

Setzt  man  A  =  a"if,  B'  =  ß'»iÄf,  C  =  ^*^M\  so  sind  a',  ß',  7'  die' »Hauptarme« 
für  den  Punkt  0,  und  das  Binef sehe  Ellipsoid  hat  die  Gleichung 

Zu  diesem  Ellipsoid  giebt  es  ein  reciprokes  der  Gleichung 

a'>  ^  p'»  ^   y"         ^' 

Das  Perpendikel  von  0  auf  eine  Tangentenebene  dieses  Ellipsoids  ist  der  Träg- 
heitsarm für  die  Tangentenebene  selbst    Undsoweiter. 

Das  Binef  sehe  Ellipsoid  des  Punktes  0  unterscheidet  sich  vom  Poinsot'schen 
durch  die  Grösse  der  Axen.  Während  bei  letzterem  A-\-B-\-C  =^21^^  war, 
wo  p  den  Abstand  0^  bezeichnet,  ist  bei  dem  ersteren 

Es  ist  A-\-A*  =  B-hÄ'  =  C-hC  =  2fi/)«,  A  =  B'-\-C\  B  =  C'-\-A\ 
C=sA'-^B*,  Ist  also  die  Reihenfolge  der  Axen  beim  Binet^schen  Ellipsoid  be- 
stimmt durch  A'<B'<C\  so  ist  beim  Poinsot'schen  A  >  B>  C,  die  Reihenfolge 
der  Axengrössen  ist  bei  beiden  die  entgegengesetzte.  Addirt  man  die  Gleichungen 
beider,  so  erhält  man 

d.  L  die  Gleichung  einer  Kugel ;  beide  Ellipsoide  schneiden  sich  also  in  einem 
sphärischen  Schnitt 

c)  Binet  hat  für  sein  reciprokes  Ellipsoid  einen  Satz  bewiesen,  der  in  einigen 
Fällen  bequem  ist,  um  die  Axen  dieses  Ellipsoids  und  damit  auch  die  Axen  des 
Poinsot'schen  Ellipsoids  zu  finden.  Derselbe  lautet:  Irgend  drei  (nicht  noth- 
wendig  rechtwinklige)  Axen  der  x^y^z,  welche  durch  den  Punkt  0  gehen 
und  die  Bedingung  erfüllen 

sind  conjugirte  Axen  des  reciproken  Binet'schen  Ellipsoids  für  0. 
Beweis.  Macht  eine  Ebene  E  mit  den  Axen  die  Richtungscosinus  /,  m,  n, 
sind  X,  y,  t  die  Coordinaten  des  Theilchens  (&,  so  ist  das  Perpendikel  von  (x.  auf 
E  ausgedrückt  durch  q  :=  lx-\-my-\-nt^  das  Binet'sche  Trägheitsmoment  wird  also 
mit  Rücksicht  auf  obige  Bedingung 

gerade  wie  in  rechtwinkligen  Coordinaten.  Oder  wenn  man  2(x.ar'  ss  a'3f, 
£f&y'  BS  ß'if,  2p,  2*  es  -f^M  setzt  und  den  Arm  von  H  mit  i  bezeichnet 

Die  Ebenen  E^  welche  im  Endpunkt  von  i  senkrecht  auf  t  stehen,  umhüUen  das 
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reciproke  Binefsche  EUipsoid  von  0.  Eine  Ebene  I&sst  sich  aber  bekanntlich 
einfach  bestimmen  durch  die  drei  Stücke  u,  v,  w,  welche  sie  von  den  Axen  ab- 
schneidet. Steht  die  Ebene  senkrecht  auf  t  in  dessen  Endpunkt,  so  ist 
Zu  =  mv  =  nio  =  i;  führt  man  diese  Bedingungen  in  die  vorige  Gleichung  ein, 
so  erhält  man 

a'        8'        Y» 

tt*        p*       w' 

als  Gleichung  des  von  sämmtlichen  Ebenen  E  umhüllten  Ellipsoids  in  Ebenen- 
coordinaten  u,  t?,  w.  Dies  EUipsoid  (1)  ist  aber  identisch  mit  demjenigen  EUip- 
soid, welches  in  Punktcoordinaten  x,  y^  z  durch  die  Gleichung 

X^  »9  2^ 

dargestellt  wird.  Denn  die  Tangentialebene  des  letzteren  hat,  wenn  ihre  laufen- 
den Coordinaten  £,  t],  C  geschrieben  werden,  die  Gleichung 

«'       ß'        f  -  ^• 
Sie  schneidet  die  drei  Axen  in  den  Punkten 


a 


S  ß3  v2 


B'  Y^ 


(7,==C  =  0),    u  =  — ,    (C  =  e  =  0),    t;  =  -l^und  (S  =  7j  =  0),    ic  = -i-, 

wo  X,  y,  2  der  Berührungspunkt  ist    Sämmtliche  Berührungspunkte  müssen  aber  der 

a'  ß»  y2 

Gl.  (2)  genügen;  setzt  man  in  diese  die  Werthe  x  =  — ,  y  =  — ,  «  = -*- 

ein,  so  erhält  man 

U*  V*  w^ 

Das  ist  aber  Gl.  (2),  also  sind  die  berührenden  Ebenen  von  (1)  und  (2)  identisch, 
folglich  auch  die  EUipsoide  selbst.  Da  nun  in  Gl.  (2)  die  Grossen  a,  ß,  7  con- 
jugirte  Semidiameter  sind,  ist  der  Satz  bewiesen.  Hat  man  also  drei  Axen  der 
X,  ^,  z,  welche  der  obigen  Bedingung  genüge  thun,  und  schneidet  auf  ihnen  die 
Längen  a,  ß,  7  ab,  so  hat  man  die  Mittel,  das  reciproke  Binet'sche  EUipsoid 
herzustelleiL 

Ausrechnung  concreter  Trägheitsmomente. 

188.  Zur  vollstäDdigen  Kenntniss  der  Trägheitsmomente  eines 
Gebildes  G  ist  die  Bestimmung  eines  seiner  Centralellipsoide  erfor- 
derlich und  hinreichend.  Dieselbe  gelingt  verhältnissmässig  leicht, 
wenn  man  von  vorn  herein  Kenntniss  von  der  Lage  der  Hauptcentral- 
axen  hat. 

a)  Besitzt  G  eine  Symmetrieebene  und  bezeichnen  wir  dieselbe 
als  Ebene  der  xy,  so  entspricht  jedem  Massentheilchen  ju,  welches  die 
Coordinaten  a?,  y,  z  hat,  ein  zweites  mit  den  Coordinaten  o?,  y,  — z. 
Es  sind  also  für  jeden  Punkt  der  Ebene  die  beiden  Summen  ^fizjc 
and  2fAyz  gleich  Null,  d.  h.  jedes  auf  der  Symmetrieebene  errichtete 
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Perpendikel  ist  Hauptaxe  für  seinen  Fusspunkt.  Sind  zwei  aufein- 
ander senkrechte  Symmetrieebenen  vorhanden,  so  sind  für  jeden  Punkt 
ihrer  Schnittlinie  die  beiden  auf  den  Ebenen  errichteten  Perpendikel 
Hauptaxen;  die  dritte  Hauptaxe  fällt  dann  nothwendig  in  die  Schnitt- 
linie selbst.  Drei  zu  einander  senkrechte  Symmetrieebenen  schneiden 
sich  ohne  Weiteres  in  den  Hauptcentralaxen.  (Hierher  gehören  ho- 
mogene Kugeln  und  Ellipsoide,  holomorphe  homogene  Erystallformen 
des  tesseralen,  quadratischen,  rhombischen  und  rhomboedrischen 
Systems.) 

b)  Die  symmetrische  Vertheilung  der  Massen  ist  ein  Specialfall 
einer  allgemeineren  regelrechten  Vertheilung,  die  man  passend  anti- 
metrisch nennen  könnte.  Bei  der  antimetrischen  Vertheilung  liegen 
je  zwei  gleiche  Massentheilchen  fi  und  fi'  in  gleichem  Abstand  von 
einer  Ebene  E^  und  sämmtliche  Verbindungslinien  fifi'  sind  einander 
parallel,  aber  diese  Verbindungslinien  machen  mit  E  einen  beliebigen 
Winkel  tfj.  (Hierher  gehören  homogene  und  holomorphe  Krystall- 
formen  des  monoklinen^und  triklinen  Systemes.)    Die  Symmetrie  ist 

TT 

der  Specialfall    xp  =  —   der  Antimetrie.    Besitzt   ein  Gebilde   drei 

Antimetrieebenen,  so  fällt  ihr  Durchschnittspunkt  in  den  Schwerpunkt 
von  (?,  und  für  ihre  drei  Durchschnittslinien  sind  offenbar 

2^xy  =  ^iiyz  =  2yLZx  =  0, 

also  sind  die  Durchschnittslinien  conjugirte  Diameter  des  reciproken 
Binet'schen  Ellipsoids. 

c)  Sind  zwei  Gebilde  gleich  dicht,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen, 
ist  CD  ihr  Aehnlichkeitsverhältniss,  so  ist  das  Verhältniss  homologer 
Abstandsquadrate  co',  und  das  Verhältniss  der  homologen  Massen  ist 
(0,  wenn  es  sich  um  Linien,  co^,  wenn  es  sich  um  Flächen,  co',  wenn 
es  sich  um  Körper  handelt.  Das  Verhältniss  der  Trägheitsmomente 
für  homologe  Punkte  ist  also  co^  co^,  cio^,  je  nachdem  die  Gebilde  eine, 
zwei  oder  drei  Dimensionen  haben. 

Bei  der  practischen  Ausrechnung  von  Trägheitsmomenten  wird 
man  oft  am  bequemsten  die  Summen  A  =  2iix^^  B'  =  ^juy', 
C  =  2fiz*  bilden,  und  aus  diesen  die  Grössen  A,  B^  C  nach  den 
Formeln  A  =  B'+C^  u.  s.  w.  zusammensetzen. 

Beispiele;  es  werde  vorausgesetzt,  dass  die  untersuchten  Gebilde  homogen 
sind;  ihre  Dichtigkeit  kann  gleich  1  genommen  werden;  die  Formeln,  in  welchen 
die  Masse  M  des  Gebildes  auftritt,  gelten  dann  auch  für  den  Fall  beliebiger  Dichte. 
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1)  (Homogene)  Gerade  von  der  Länge  2/.  Zwei  Hauptaxen  stehen  senkrecht 
auf  der  Geraden;  fnr  die  dritte,  welche  in  die  Gerade  selbst  fiillt,  ist  K  =  0, 
also  degenerirt  das  Tragheitsellipsoid  zum  Gylinder.  Das  sehr  leicht  zu  berech- 
nende Trägheitsmoment  för  eine  Schwerpunktsaxe,  die  mit  /  den  Winkel  a  macht, 
ist  }/*sin^a  oder  ^If.^sin'a. 

2)  Kreisfläche  vom  Radius  r.  Eine  Hauptcentralaxe  steht  im  Mittelpunkt 
senkrecht  auf  der  Ebene  des  Kreises,  die  beiden  andern  sind  gleich.  Für  die 
erstere  theile  man  den  Kreis  in  ringförmige  Elemente  vom  Radius  p  und  der 
Breite  <fp;  ein  solches  hat  den  Inhalt  2icp(^p,  und  da  seine  sämmtlichen  Theile 
vom  Centrum  den  Abstand  p  haben,  hat  jeder  Ring  das  Trm.  2icp*c/p;   für  die 

/*■  IC 

0 
Um  K  für  einen  Durchmesser  des  Kreises  zu  bestimmen,  nehme  man  diesen 
Durchmesser  zur  Axe  der  x,  und  x'-h^'  =^  r'  zur  Gleichung  des  Kreises.    Im 

Abstand  x  von  der  Axe  der  y  liegen  Flächenelemente  dxtfy  zwischen  ^  =»  —  j/r* — x' 

und  y  =  -f-yr*— x';  also  wird  das  Trm. 


=s+r  ^y=3+yf*— «•     ^+r 


r=-r    y  — _|^3Z;? 


—  r 


3)  Parallelogramm  mit  den  Seiten  a,  6  und  dem  spitzen  Winkel  cp.  Eine 
Hauptaxe  steht  im  Mittelpunkt  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Parallelogramms. 
Nimmt  man  die  beiden  Mittellinien  zu  Axen  der  x  und  y  (x  parallel  a),  so  kann 
man  die  Fläche  in  Elemente  zerlegen,  deren  Inhalt  sin^c/xdf^  ist.    Ein  solches 

Element  hat  vom  Mittelpunkt  den  Abstand  y'x'-hy '  -h  2xy  cos  y ,  also  ist  das  Träg- 
heitsmoment für  die  zur  Fläche  senkrechte  Axe 

K  =  sinq)  1  I  (xM-y*-h2xycos<p)dydip  =  8in9.^(a6M-6tt»)=^^(a^5')lf. 

^        a       "^         b 
,=-_       y=__ 

In  Bezug  auf  die  beiden  Mittellinien  ist  der  Abstand  des  Elementes  (x,^)  von 
der  Axe  der  x  gleich  ysin^,  der  von  der  Axe  der  y  ist  xsincp,  also  sind  die 
beiden  Trägheitsmomente 

für  die  Axe  der  x,    sin^  I  |(ysin9)*dafdfy  =  ^6'J/8in9' 

für  die  Axe  der  y,    sincp  1 1(x8in9)'<ixd[y  =»  ■i'^a^M^iiiff*, 

Ist  das  Parallelogramm  ein  Rechteck,  so  sind  die  Mittellinien  ohne  Weiteres 
Hauptcentralaxen.  Ist  es  ein  Rhombus,  so  fallen  die  fraglichen  Hauptcentral- 
axen  in  die  Diagonalen.  Die  längere  Diagonale  sei  2/>',  die  kürzere  2q\  Ein 
Elementarstreifen  parallel  p\  der  von  p'  den  Abstand  x  hat,  besitzt  die  Länge 

2-^(9'— x),  den  Inhalt  2-^(9'— ar)dr,   also  das  Trm.  2-^(9'— x)x»dr,  woraus 
9  9  9 
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-^(9'  — x):c»dip  =  ip'9'«  =  47'»i/.     Durch  Buch- 

-9' 
stabenvertauschung  folgt  Kq  =  ip'*M, 

In  allen  Fällen  sind  die  Mittellinien  Antimetrieaxen,  also  conjugirte  Durch- 
messer des  reciproken  Binet^schen  Ellipsoids.  Die  Längen  der  beiden  conjugirten 
Semidiameter  für  die  Ellipse,  in  welcher  das  Ellipsoid  die  Ebene  des  Parallelo- 
gramms schneidet,  sind  beliebige  Multiple  Yon  a  (in  der  Richtung  1/)  und  6  (in 
der  Richtung  x). 

Zu  einer  Formel,   welche  die  obigen  Specialformeln  an  Allgemeinheit  über- 
trifft, gelangt  man  bequem  mit  Hülfe  des  Aehnlichkeitssatzes  (c).   Wir  verstehen 
nunmehr  unter  h  eine  beliebige  Axe  des  Schwerpunkts,  und  unter  p  und  q  die 
beiden  Perpendikel,  welche 
von  den  nebeneinanderlie-  ^^S-  ^'^• 

genden  Ecken  A  und  B  Ji^ 7 ^^C 

auf  h  gefallt  werden.  Die 
Mittellinien  theilen  das  Pa- 
rallelogramm in  4  unter 
sich  congruente,  dem  Gan- 
zen ähnliche  Parallelo- 
gramme, die  hier  kurz 
durch  Angabe  zweier  ge- 
genüberliegenden Ecken  bezeichnet  werden  sollen;  sie  heissen  also  der  Reihe 
nach  SA^  SB,  SC  und  SD.  SA  und  SC  haben  unter  sich  gleiches  Trm.,  ebenso 
SB  und  SD,    Es  wird  also  in  leicht  verständlicher  Bezeichnung 

Das  Parallelogramm  SA  hat  aber  gleiches  Trägheitsmoment  für  die  Axe  h  und 
für  eine  mit  h  parallele  Axe  h\  die  durch  A  gelegt  wird;  ebenso  ist,  wenn  h" 
parallel  mit  h  durch  B  geht,  Ksb  »  K'^ß.    Also  ist  auch 

K^2K's^^2KSß, 

Nun  ist  h*  ähnlich  gelegen  für  SA^  wie  für  AC,  also  nach  Satz  (c),  da  das  Aehn- 
lichkeitsverhältniss  i  ist,  wenn  K*  das  Trägheitsmoment  von  AC  in  Bezug  auf 
h*  bezeichnet 

K'^ieK'g^,    ebenso    Ä:"=16Jfg^ 

und  zugleich  da  h*  vom  Schwerpunkt  um  p,  h"  von  demselben  um  g  absteht 

Also  ist 

16ä:J^  =  K-^p^M,        IGJTg^  «  K-^  q^M, 

woraus  durch  Addition 

l^K^SA-^K^s^  ==  8^=  2Ä:+(p>-h9«)lf,    oder 

JK:  =  i(p«-+.9>)J/. 

Steht  die  Axe  h  senkrecht  auf  der  Fläche,  so  ist  p« -+-?'  =  Ai^  "^(t)  J' 

fällt  sie  in  eine  Diagonale,  so  ist  p  s=  0,  9  =  q\  also  K^=  i^''^^  etc. 

4)  Dreieck,  Ecken  A,  B,  C,  Seiten  a,  6,  c.    Das  Trm.  desselben  lässt  sich 
auf  dasjenige  des  Parallelogramms  reduciren.    Es  sei  P  die  Mitte  von  a,  Q  und 
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Fig.  68.  R  die  von  6  und  c,   S  der  Schwerpunkt,   h 

eine  Axe  des  letzteren  und  h!  die  mit  h  par- 
allele Axe,  welche  durch  P  geht  Dann  ist 
K\  das  Trm.  für  h\  das  halbe  Trm.  des  Par- 
allelogramms mit  den  Seiten  6,  c,  also,  da 
M  in  unserem  Falle  die  halbe  Masse  des  Par- 
allelogramms ist, 

Ä:'  =  i[(ßz>)«+(j£)»]if, 

wenn  BD  und  AE  die  Perpendikel  von  B 
und  A  auf  h!  sind.  BD  ist  die  Protection 
der  Mediane  AP  auf  eine  zu  h  senkrechte 
Ebene,  AE  die  Projection  der  halben  Seite  a  auf  dieselbe  Ebene.  Nennt  man 
die  Medianenprojection  3p,  die  Projection  von  BP  aber  ^a,  so  ist  demnach 

^'  =  i[(i«)'-+-(3p)']if. 
Femer  ist  K'  =  K-{-Mp\  ajso 

Sind  nun  ß,  y  die  Projectionen  von  b  und  c  auf  die  zu  h  senkrechte  Ebene,  q 
und  r  die  Projectionen  der  beiden  andern  Medianen,  so  findet  sich  auf  die  Reiche 
^^eise 

K^^fM-^ir^M    und     Ä  =  ^ß'lf-hi^'if. 

Addirt  man  die  drei  Ausdrücke  für  £,  und  dividirt  durch  3,  so  kommt 

Das  auf  die  genannte  Ebene  projicirte  Dreieck  heisse  Aq,  Bq^  Cq,  seine  Seiten 
sind  a,  ß,  f,  seine  Medianen  3;?,  3  9,  3r.    Es  ist 

(6/))»  =  a»-+-ß^-+-2oßcosCo,    und    7«  =  a^H-ß»— 2aßco8Ci,    also 

(6/))2  =  2  (a'-+-  ß")  -  t'  und  ebenso   (6  g)^  =  2 (ß>-+-T^  ~  a^   (6  r)»  =  2  (r'-ha') — ß' 

oder  durch  Addition 

12(l>«-t-7»H-r')  =  a*4-ß»4-Y». 

Eliminirt  man  hiermit  /»'-h^'-i-r'  aus  der  Gleichung  für  K,  so  findet  sich 

Ä'=A(«'-+-ß«+T*)i/. 

Steht  A  senkrecht  auf  dem  Dreieck,  so  tritt  a,  6,  e  an  die  Stelle  von  a,  ß,  y.  Fällt 
h  in  die  Ebene  des  Dreiecks,  so  fallen  die  Projectionen  a,  ß,  7  in  dieselbe  Gerade, 
und  es  wird,  wenn  7  die  größste  der  Projectionen  ist,  dem  absoluten  Werth 
nach  7  =  a-|-ß.    Also  kann  man  7'  durch  (aH-ß)'  ersetzen  und  erhält 

Eliminirt  man  a'-+-ß'-+-7'  aus  der  Gleichung  für  K,  so  ergiebt  sich 

p,  q  und  r  sind  die  Abstände  der  Seitenmitten  von  h ;  die  vorstehende  Gleichung 
enthält  also  den  Satz;  denkt  man  sich  in  jeder  der  Seitenmitten  Vs  clor  Masse 
M  concentrirt,  so  haben  diese  drei  Punkte  zusammen  dasselbe  Trägheitsmoment, 
wie  das  Dreieck  selbst. 

5)  Reguläres  n-Eck;  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  r,  des  umge- 
schriebenen R.  Das  Trägheitsmoment  für  eine  Schwerpunktsaxe  senkrecht  zur  Ebene 
des  Vielecks  ist  i(Ä'-f-2r»)if. 
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6)  Parallelepiped  mit  den  Kanten  a,  b^  c. 

a)  Ist  das  Parallelepiped  rechtwinklig,  so  sind  drei  parallel  mit  a,  6,  c  durch 
den  Mittelpunkt  gelegte  Axen  Hauptcentralaxen.    Man  findet  leicht 

Also 

und  die  Gleichung  des  Grundellipsoids 

x^  y'  r> 

Die  Trägheitsmomente  für  die  Kanten  sind  4  mal  so  gross  wie  die  für  die 
parallelen  Hauptcentralaxen. 

b)  Ist  das  Paralellepiped  schiefwinklig,  so  sei  ^  die  Winkelfunction,  mit  der 
das  Volumen  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds  von  der  Kautenlänge  a,  6,  c 
multiplicirt  werden  muss,  um  den  Inhalt  unseres  Parallelepipeds  zu  ergeben. 
Drei  Axen,  welche  parallel  mit  a,  6,  c  durch  den  Schw^erpunkt  gelegt  werden, 
sind  Antimetrieaxen,  also  conjugirte  Axen  des  reciproken  Binet'schen  Ellip- 
soids.    Es  ist 

A'  =  L^dM  ==   ffUx^dxdydz  =  ^^a^c  =  ^a^M, 

Also  sind  drei  congruirte  Arme  des  reciproken  Binet'schen  Ellipsoids  be- 
stimmt durch  die  Gleichungen  a'>  =  ^a',  ^' = -f^b^  u.  s.  w.,  und  die  Haupt- 
axen  des  Ellipsoids 

sind  Hauptcentralaxen  der  Trägheit. 

6)  EUipsoid  von  den  Halbaxen  a,  6,  c.  Die  Axen  sind  Hauptcentralaxen. 
Ein  Schnitt  parallel  der  yz-Ebene,  im  Abstände  x  von  der  letzteren  hat  die 
Gleichung 


'■(■-^)    -O-^) 


Die  Fläche  des  Schnitts  ist  also  7:6c  fl ~j,  demnach 

x=— o 

Ebenso 

Also 

A  =  |3/(6>-hc'),     ß  =  I  M(c^-ha%     C=i  Mia^-{-b^. 

Die  Gleichung  des  Grundellipsoids  ist  hiemach 

Für  die  Kugel  vom  Radius  r  ergiebt  sich  daraus  -AT  =  |  r'lf. 
Es  ist  nach  dem  Vorstehenden  leicht,  ein  EUipsoid  anzugeben,  welches  einem 
beliebig   gegebenen   Gebilde  0  trägheitsäquivalent  ist,   d.  h.  für  jede  Axe  das 
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gleiche  Trägheitsmoment  hat  wie  O,  Selbstverständlich  muss  die  Masse  des 
Ellipsoids  der  Masse  M  von  O  gleich  sein,  und  die  Hauptaxen  des  EHipsoids 
müssen  in  die  Hauptcentralaxen  von  Q  fallen.  Sind  A^  By  C  die  Hauptträgheits- 
momente für  den  Massenmittelpunkt  von  O,  A\  B\  C*  die  BineVschen  Trägheits- 
momente von  Oj  so  hat  man  a,  h\  c  aus  den  Gleichungen 

if  (6'H-O  =  5J,      J/Cc^-ha»)  =  5B,      M(a^-hb^  =  5C 

zu  bestimmen.    Dieselben  ergeben 

,_  ,  C-'A  +  B  __  ,  2p.(x».4-^»)^2:ijL(j^»4-^')-4-2p.(^'-+-x«)   _^   1^^ 


Das  gesuchte  Ellipsoid  hat  also  die  Gleichung 

*>       y*        «»  5 

J — i 1 — 


A'    '    B'   '    C         M' 

es  ist  dem  reciproken  Binet^schen  Ellipsoid  für  den  Schwerpunkt  von  Q  ähnlich. 

7)  Elliptischer  Cylinder;  die  Länge  sei  2/,  die  Halbazen  des  Querschnitts 
b  und  c.  Die  Aze  der  x  sei  parallel  /  durch  den  Schwerpunkt  gelegt,  die  beiden 
andern  Hauptcentralaxen  fallen  in  die  Hauptaxen  des  Schwerpunktquerschnitts ; 
y  sei  -H-6. 

Ein  Querschnitt  im  Abstände  x  von  der  ys-Ebene  hat  den  Flächeninhalt 
nfrc,  also  ist 


A  =  fnbc.x^dx  =  inbcP  ==iPM, 


Ein  Schnitt  parallel  der  Ebene  der  xz  im  Abstände  y  von  dieser  hat  die  Höhe 
2/,  seine  Kante  ist   die   doppelte  Ordinate   der   Ellipse  -^ — \ ^  =  1  d.  i. 

2«  =  2c"|/l — 1^,  also  seine  Fläche  4c/l/l — ^;  demnach 

—6  —1 

Ebenso  C  ==  ^c^M. 
Hiemach  ist 

A=iM(b^-hc^,    B=^(iP-hic^M,     C=:(4/>4-i6')lf. 

Für  den  Kreiscylinder  ergiebt  sich,  wenn  r  der  Radius  ist,  A  ==  ^r^M^  was  mit 
der  Formel  für  die  Kreisfläche  bei  entsprechender  Axenlage  übereinstimmen  muss 

(vergl.  2). 

8)  Rotationskörper.  Die  Rotationsaxe  ist  Hauptcentralaxe ,  und  die  Trag- 
heitsellipsoide  sind  Rotationsflächen.  Die  Rotationsaxe  sei  Axe  der  x,  und  die 
Curve,  welche  die  rotirende  Fläche  begrenzt,  habe  etwa  in  der  xy -Ebene  die 
Gleichung  y=/(x);  dann  ist  zugleich  r=/(ar)  die  Gleichung  der  Grenzfläche 
unseres  Körpers.    Sind  *  =  o  und  x  =  6  zwei  Ebenen,  welche  den  letzteren 

dx  i  dffi  rdr  ^  -R  \   [/{x)ydx. 
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Theilt  man  den  Rotationskörper  0  in  Elementarscheiben  parallel  der  ^z-£bene, 
so  ist  jede  derselben  eine  Kreisscheibe  vom  Radius  f(x\  ihre  Masse  ist  'K[/{x)ydx 
und  ihr  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Axe  der  x  nach  7) 

c/il  =  |-[/(x)]*dr,     also    A  =  ^j  [/(x)ydx. 


Da 


A  =  B'-f-  C  und  B'  t=  C\  ist  ß'  =  C  =  Ji!  ==  -~  /  [/(x)]*dr;   es   bleibt 


also  nur  noch  A'  zu  berechnen.    Ist  dM  eine   der  eben  benutzten  Elementar- 
scheiben, so  ist 

il'=  /  xUM^i:j  x^{/{x)ydx;  sonach 

a  a 

JB  =  C  =  ~  r  [/(x)]*dr-hic  r  «»[/(x)]>dr. 

a  a 

Anwendungen.  Für  den  Rotationscylinder  ist/(a;)  =  r,  wenn  reine 
Constante ;  sei  /  die  Hohe,  so  ist,  wenn  der  Schwerpunkt  zum  Goordinatenanfang 
genommen  wird, 


+4 


Für  den  Rotationskegel   vom  Basisradius  r  und  der  Höhe  h  ist,   wenn  der 

Anfang  in  die  Spitze  fiÜlt,  /(«)  =  r^-,      M=  -^r'^h 

k  o 

A=>^j\r^ydx^^rW,    ß  =  C  =  |lfar>H-Ä«). 

0 

Die  Haaptcentralaxe  senkrecht  zur  Kegelaxe  hat  von  der  Spitze  den  Abstand  |^, 
also  ist  für  sie  B  =  C=  1/ (A »*"-*-* **)• 

9)  Hat  man  das  Trm.  für  einen  Yollkörper  O  berechnet,  so  lässt  sich  aus 
diesem  durch  Differenzenbildung  (resp.  durch  Differentiation)  das  Trm.  einer 
Schale  bilden,  welche  zwischen  zwei  Körpern  O  von  verschiedenem  Parameter 
enthalten  ist.    Z.  B. 

Für  eine  Kreiscylindrische  Röhre  von  der  Länge  Z,  deren  äusserer  Radius  22, 
deren  innerer  r  ist,  ergiebt  sich  aus  der  Formel  für  den  Rotationscylinder 

A  =  ^(R*-r*)l  =  i(Ä»4-r>)ilf. 

Eine  unendlich  dünne  ellipsoidische  Schale,  die  zwischen  zwei  ähnlichen  und 
ähnlich  gelegenen  Ellipsoiden  enthalten  ist;  das  innere  Ellipsoid  habe  die  Halb- 
axen  a^b  =pa,  e  s=  qa;  das  äussere  hat  dann  Halbaxen,  in  denen  a-^da  an  die 
Stelle  von  a  tritt.    Für  das  innere  war  A  =  -^i^gip^-^q^a^  also  ist 

dA 
-T—da  =  f  iy9(p'-h9')a*(/a  =  |6c(6'4-c')rfa 
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das  Trägheitsmoment  der  Schale  in  Bezug  auf  die  Axe  der  a  u.  s.  w.  Aus  Ele- 
menten von  der  Form  |A;6c(6'-f-c')(/a  kann  man  nun  weiter  das  Trm.  eines 
ähnlich  geschichteten  EUipsoids  herstellen,  dessen  Dichtigkeit  k  eine  Function 
von  a  ist 

Aufgaben.  Die  Trm.  zu  berechnen:  1)  für  eine  unendlich  dünne  ellip- 
soidische  Schicht,  die  zwischen  zwei  confocalen  Ellipsoiden  enthalten  ist,  2)  für 
den  Körper,  den  ein  Cylinder  vom  Radius  r  aus  einem  conaxlalen  Rotations- 
ellipsoid von  den  Axen  a,  6  herausschneidet  (r  <  b),  3)  für  eine  Biconvexlinse, 
bezogen  auf  die  Gentralaxe,  welche  senkrecht  zu  dem  Randkreise  steht,  4)  für 
den  Playfair'schen  Körper  maximaler  Anziehung. 


Zweites  Buch. 

Die  starren  Gebilde. 


Erster  Theil. 

Ein  starres  Gebilde. 


A.    Die  Wurzel  des  DnaUsmns  zwischen  Dynamik  nnd 

Phoronomie  starrer  Gebilde. 

1.    Das  Ergebniss  der  Bewegung  eines  starren  Korpers;  seine 
Elemente:  Rotationswinkel  und  Verschiebungsvector. 

189.  Starr  heisst  ein  irgendwie  ausgedehntes  Oebilde,  welches 
sich  selbst  stets  congruent  bleibt.  Starr  mit  einander. verbunden 
heissen  irgend  welche  Gebilde,  die  so  mit  einander  verbunden  sind, 
dass  das  aus  ihnen  gebildete  System  sich  selbst  congruent  bleibt. 

Sind  A  und  B  zwei  Punkte  eines  starren  Gebildes,  so  ändert  sich  der  Ab- 
stand AB  nicht,  wenn  das  Gebilde  bewegt  wird;  denn  wenn  er  sich  änderte, 
wäre  das  Gebilde  nicht  sich  selbst  congruent  geblieben.  Ein  starres  Gebilde  hat 
also  nothwendig  die  Eigenschaft,  dass  seine  Theile  ihren  Abstand  von  einander 
nicht  ändern.  Dagegen  genügt  diese  Eigenschaft  nicht,  um  das  Gebilde  als  starr 
zu  characterisiren.  Ist  nämlich  G'  ein  bestimmtes  Gebilde,  O"  ein  zweites,  ent- 
.spricht  jedem  Punkt  A'  von  G'  ein  homologer  Punkt  A"  in  0",  und  sind  homo- 
loge Abstände  in  beiden  Gebilden  gleich,  so  kann  G"  erstens  congruent,  zweitens 
symmetrisch  zu  G'  sein.  Wenn  man  also  festsetzt,  dass  die  Theile  eines  Ge- 
bildes ihren  Abstand  von  einander  nicht  ändern  sollen,  so  ist  damit  noch  nicht 
gesagt,  dass  das  Gebilde  starr  sei;  es  kann  vielmehr  eine  Aenderung  desselben 
eintreten,  bei  der  es  sich  nicht  congruent  bleibt,  sondern  symmetrisch  zu  seiner 
früheren  Gestaltung  wird.    Wohl  aber  genügt  die  Definition: 

Ein  starres  Gebilde  ist  ein  solches,  dessen  Theile  ihren  Abstand 
von  einander  nicht  ändern  können, 

wenn  man  zugleich  festsetzt,  dass  alle  Aenderungen,  welche  von  dem  Gebilde 
vor  sich  gehen,  continuirlich  sein  sollen.  Denn  es  sind  zwei  Fälle  möglich. 
1)  Das  Gebilde  G'  ist  so  beschaffen,  dass  ein  zu  ihm  symmetrisches  Gebilde  ihm 
gleichzeitig  congruent  ist;  in  diesem  Fall  ist  die  zweite  Definition  mit  der  ersten 
ohne  Weiteres  identisch.  Oder  2)  Das  Gebilde  G'  ist  verschieden  von  dem  mit 
ihm  symmetrischen  Gebilde  G".  In  diesem  Fall  kann  sich  G'  continuirlich  in  das 
symmetrische  G"  nur  dadurch  verwandeln,  dass  es  intermediäre  Formen  durch- 
läuft, welche  weder  mit  G'  noch  mit  G"  congruent  sind,  die  also  mit  G'  weder 
congruent  noch  symmetrisch  sind.    Somit  kann  das  Gebilde  Q'  nicht  continuirlich 
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in  die  Form  G"  übergehen,  ohne  dass  seine  Theile  ihren  Abstand  voneinander 
ändern;  d.  h.  O'  muss  sich  selbst  congruent  bleiben,  wenn  der  Abstand  seiner 
Theile  bei  conti nuirlicber  Bewegung  unveränderlich  sein  soll. 

Die  Gebilde  sowohl,  wie  ihre  Verbindungen  können  bloss  gedachte  sein. 
Die  »festen*  Korper  der  Physik  bleiben  sich  unter  der  Einwirkung  massiger 
Kräfte  so  nahe  congruent,  dass  die  im  folgenden  behandelten  Probleme  mit 
grosser  Annäherung  auf  sie  angewendet  werden  können.  Ein  ausgedehntes  Ge- 
bilde kann  discontinuirlich  (n  Punkte),  continuirlich  (Linienstacke,  Flächen,  Kör- 
per) oder  ein  discontinuirliches  Aggregat  continuirlicher  Theile  (mehrere  ge- 
trennte Körper  etc.)  sein;  es  ist  starr,  sobald  wir  ihm  in  abstracto  die  oben  aus- 
gesprochene Eigenschaft  beilegen. 

An  jedem  starren  Gebilde  G  kann  man  sich  einzelne  Punkte  oder 
Figuren  markirt  denken.  Diese  Figuren  müssen  sich  offenbar  bei  jeder 
Bewegung  von  G  congruent  bleiben. 

Wir  sagen,  dass  wir  die  Lage  eines  starren  Gebildes  kennen, 
wenn  wir  die  Lage  eines  jeden  seiner  Punkte  gegen  ein  gegebenes 
Bezugssystem  kennen. 

Ein  starres  Gebilde  heisst  (relativ  zu  dem  Bezugssystem)  beweg£^ 
wenn  irgend  einer  seiner  Punkte  in  Bewegung  ist. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  eines  starren  Gebildes,  so  bewegen  sich 
im  Allgemeinen  auch  die  übrigen  Punkte  desselben. 

Denn:  Ein  Punkt  des  starren  Gebildes  G  habe  zu  irgend  einer  Zeit  die  Lage 
Aj  zu  einer  späteren  Zeit  die  Lage  Ä'.  Man  ziehe  die  Gerade  AA'  und  lege  durch 
ihre  Mitte  eine  Ebene  E  senkrecht  zu  AA'.  Alle  Punkte,  welche  nicht  in  der 
Ebene  E  liegen,  haben  von  A'  einen  andern  Abstand  als  von  A,  Lag  also  ein 
Punkt  B  des  Gebildes  vorher  im  Abstand  r  von  A,  und  liegt  er  nachher  in  B* 
im  Abstände  r  von  A',  so  ist  B'  im  Allgemeinen  von  B  verschieden;  d.  h.  der 
ursprunglich  in  B  liegende  Punkt  von  G  hat  sich  gleichzeitig  mit  dem  ersten 
Punkt  A  verschoben.  Eine  Ausnahme  kann  nur  für  solche  Punkte  B  eintreten, 
welche  in  die  Ebene  E  fallen. 

190.  Der  ruhende  und  der  bewe^  Baum.  In  einem  Coor- 
dinatensystem  der  a,  y^  z  sei  das  starre  Gebilde  G  gegeben.  Mit  dem 
letzteren  denke  man  sich  ein  zweites  Coordinatensystem  der  S,  ij,  f 
starr  verbunden;  es  leuchtet  ein,  dass  bei  dieser  starren  Verbindung 
jedes  Element  von  G  im  System  der  5i  ^»  £  constante  Coordinaten 
besitzt,  auch  wenn  G  sich  bewegt.  Ferner  leuchtet  ein,  dass  nach 
dem  letzten  Satze  des  vorigen  Paragraphen  das  Coordinatensystem  der 
J,  ?^,  C  in  Bewegung  ist,  wenn  G  sich  bewegt;  denn  die  Axen  der 
$,  1},  C  fallen  nicht  in  eine  Ebene,  also  auch  nicht  in  die  Ebene 
£  des  §  189. 

Man  kann  sich  den  ganzen  Raum  einmal  durch  das  System  der 
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of,  y^  z,  das  anderemal  durch  das  System  der  $,  ^,  C  beherrscht 
denken.  Jeder  Punkt  des  Raumes  hat  im  System  der  x^  y^  z  drei 
Coordinaten  a?  =  a?^,  y  =  y^^  z  =  z^  und  im  System  der  J,  ij,  f  drei 
Coordinaten  J  =  J,,  ij  =  ij^,  f  =  f,.  D.  h.  m.  a.  W.  Man  kann  sich 
den  Raum  vorstellen  als  die  Superposition  zweier  Räume,  von  denen 
der  eine  starr  mit  dem  System  der  ^,  i/,  z,  der  andere  starr  mit  dem 
der  ^,  i;,  C  verbunden  ist.  Wir  bezeichnen  den  ersten  Raum,  dessen 
Funkte  durch  concreto  Werthe  von  a,  y,  z  bestimmt  sind,  als  den 
ruhenden  Raum,  den  zweiten,  dessen  Punkte  durch  concreto  Werthe 
von  1,  i;,  C  bestimmt  sind,  als  den  beweglichen  Raum,  ohne  da- 
mit etwas  anderes  als  zwei  kurze  Bezeichnungen  geben  zu  wollen.  Be- 
vregt  sich  &,  so  bewegt  sich  das  System  der  ^,  ij,  C  und  mit  ihm  der 
ganze  bewegliche  Raum;  die  Punkte  des  letztem  coincidiren  mit  immer 
andern  Punkten  des  ruhenden  Raums.  Die  Bewegung  von  G  präsen- 
tirt  sich  also  als  eine  fortwährende  Trausformation  des  beweglichen 
Raumes.  Klar  ist,  dass  dieselbe  analytisch  dargestellt  werden  kann 
als  eine  fortwährende  Transformation  des  Coordinatensystems  der  $, 
^,  C;  denn  kennt  man  zu  jeder  Zeit  die  Lage  dieses  Systems  gegen 
das  System  der  a,  y,  z,  so  kennt  man  auch  die  Lage,  welche  irgend 
ein  Punkt  ?  =  a,  ^  ==  /?,  ^=  Y  des  Gebildes  G  oder  des  beweglichen 
Raums  überhaupt  im  System  der  x^  y,  z  einnimmt.  Die  Phoronomie 
starrer  Gebilde  muss  sich  also  vollständig  durch  die  Formeln  der  Coor- 
dinatentransformation  darstellen  lassen.  Das  ist  ein  Satz,  der  sich 
von  selbst  im  Folgenden  bestätigen  wird. 

Wie  bekannt,  ist  alle  Bewegung  bloss  relativ  erkennbar.  Der  Satz:  „Der 
Raum  II  besitzt  zur  Zeit  t  im  Räume  I  eine  bestimmte  Bewegung,  die  kurz  durch 
den  Buchstaben  P  ausgedrückt  sei",  heisst  genau  so  viel  wie  der  Satz:  „der 
Raum  I  besitzt  zur  Zeit  t  im  Raum  II  die  Bewegung  — P".  Wenn  wir  also 
den  Raum  der  i,  tj,  C  &1s  den  beweglichen,  den  der  x,  y,  z  als  den  ruhenden 
bezeichnen,  so  soll  damit  nicht  eine  objective  Eigenschaft  beider  Räume  ange- 
deutet sein,  sondern  nur  die  subjective  Thatsache,  dass  wir  vorwiegend  die  Be- 
wegung der  S,  Y),  C  im  System  der  x,  y,  z  und  nicht  die  umgekehrte  ins  Auge 
fassen  wollen. 

Für  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  Gebildes  G  kommen 
häufig  Hülfslinien  etc.  in  Anwendung,  die  nicht  gerade  immer  in  die 
Masse  von  G  fallen.  Damit  dadurch  keine  Schwierigkeiten  erwachsen, 
sei  l)iermit  ein  für  allemal  festgesetzt:  „Man  denke  sich  jedes  Gebilde 
G  stets  in  starrer  Verbindung  mit  dem  zu  ihm  gehörigen  beweglichen 
Raum  der  $,  tjj  C;  jeden  Punkt,  jede  Linie  etc.,  die  diesem  beweg- 
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liehen  Raum  angehört,  bezeichnen  wir  kurzweg  als  einen  Punkt,  eine 
Linie  etc.  von  G,  und  die  Summe  „Gebilde  G  plus  dem  starr  mit 
ihm  verbundenen  Raum^  wollen  wir,  um  eine  kurze  Benennung  zu 
haben,  schlechthin  als  „den  starren  Körper  G^  bezeichnen. 

Es  wird  kein  Missverständniss  dadurch  entstehen,  dass  gemäss  dieser  Defi- 
nition die  Masse  eines  „starren  Körpers"  unter  Umständen  nicht  in  einem  geo- 
metrischen Körper,  sondern  in  einer  geometrischen  Fläche,  in  einer  Strecke  oder 
einem  Punktaggregat  enthalten  ist.  Der  „starre  Körper'  ist  im  folgenden  immer 
ein  dreifach  Unendliches;  für  die  endlichen  Theile  desselben,  welche  die  Masse 
enthalten,  soll  der  Name  „Gebilde  G*"  fortgeführt  werden. 

In  den  Coordinatensystemen  der  a?,  y,  z  und  ?,  jj,  ^  ist  jeder  Punkt 
durch  je  drei  Quantitäten  bestimmt.  Wollen  wir  einen  Punkt  oder 
eine  Linie  etc.  kurz  durch  einen  Buchstaben  bezeichnen,  so  soll  dieser 
Buchstabe  lateinisch  gewählt  werden,  wenn  der  Punkt  etc.  als  Ange- 
höriger des  ruhenden  Raumes,  griechisch,  wenn  er  als  Angehöriger 
des  beweglichen  Raumes  gedacht  ist.  Ein  Punkt  x  des  beweglichen 
Raums  fallt  zur  Zeit  t^  mit  einem  Punkt  i,  des  ruhenden  zusammen ; 
zu  einer  anderen  Zeit  t^  braucht  aber  x  nicht  mehr  mit  k^  sondern  kann 
mit  einem  andern  Punkt  k^  des  ruhenden  Raums  coincidiren.  Soll 
ein  Punkt  in  beiden  Systemen  zugleich  bezeichnet  werden,  so  schrei- 
ben wir  ihn  x(Ic)  oder  ä;(x),  wenn  er  im  beweglichen  Raum  die  Lage 
X  und  im  ruhenden  zur  Zeit  der  Betrachtung  die  Lage  k  hat.  Hat 
X  die  Coordinaten  $,  rj^  t  tind  k  die  Coordinaten  ^,  y,  z^  so  kann  der- 
selbe Punkt  ?,  ^,  f  (^,  y,  z)  geschrieben  werden. 

191.  Anzahl  der  Bestimmungsstilcke  flb*  einen  starren 
Korper.  Satz  1.  Die  Lage  eines  starren  Körpers  ist  vollständig 
bestimmt  durch  die  Lage  dreier  von  seinen  Punkten,  die  nicht  in  eine 
gerade  Linie  fallen. 

Beweis.  Die  drei  Punkte  seien  X,  [t.,  v,  und  es  sei  bekannt,  mit  welchen 
Punkten  /,  m,  n  des  ruhenden  Raumes  sie  zur  Zeit  der  Betrachtung  coincidiren; 
dann  ist  auch  bekannt,  mit  welchem  Punkt  p  des  ruhenden  Raums  ein  beliebiger 
yierter  Punkt  n  von  O  zusammenfallt.  Denn:  die  drei  Punkte  X(/),  fA(m),  v(n) 
bestimmen  eine  Ebene  11  (P).  Diese  theilt  den  Raum  in  zwei  Hälften,  von  denen 
eine  als  die  positive,  die  andere  als  die  negative  bezeichnet  werden  kann.  Po- 
sitiv ist  diejenige  (§  1),  in  welche  der  Kopf  eines  auf  der  Ebene  stehenden 
Menschen  hineinragt,  welcher  den  Umfang  des  Dreiecks  X(Av(/}nn)  im  Sinne  der 
cyclischen  Buchstabenfolge  so  umschreitet,  dass  er  die  Fläche  des  Dreiecks  stets 
zu  seiner  Linken  hat  Es  leuchtet  ein,  dass  die  positive  Raumhälfte  der  Ebene 
n  mit  der  positiven  Raumhälfte  der  Ebene  P  zusammenfällt.  Innerhalb  jeder 
Hälfte  aber  ist  ein  Punkt  eindeutig  bestimmt  durch  seine  drei  Abstände  von  drei 
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nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  der  Ebene  T\(P),  Sind  also  px^  9/u^  ^y 
die  drei  Abstände  des  Punktes  ic  von  X,  fi,  v,  so  föllt  tt  zusammen  mit  demje- 
nigen Punkt  p  des  ruhenden  Raums,  der  von  /,  m,  n  die  drei  Abstände  ^1^=  Px* 
r^  =  p  »•„  =  py  besitzt  und  der  entsprechenden  Raumhalfte  angehört.  Die  Be- 
stimmung ist  eindeutig,  sobald  die  p  eindeutige,  unveränderliche  Grössen  sind, 
und  das  ist  gemäss  der  Definition  des  starren  Körpers  der  Fall. 

Die  drei  Punkte  A,  /i,  v  besitzen  im  System  der  ar,  y,  z  neun 
Goordinaten,  zwischen  denen  3  Bedingungsgleichungen  bestehen,  welche 
ausdrucken,  dass  die  drei  Abstände  /iv,  rA,  A,u  bestimmte,  constante 
Werthe  haben.  Die  drei  Punkte  haben  also  6  freie  Goordinaten,  und 
da  sie  den  starren  Körper  G  vollständig  bestimmen,  folgt: 

Satz  2:  Ein  freier  starrer  Körper  hat  6  Goordinaten.  M.  a.  W. 
ein  starrer  Körper  kann  6  Grade  der  Freiheit  haben. 

Mit  Hälfe  der  im  ersten  Buch  gewonnenen  Ergebnisse  lassen  sich  schon  hier 
6  für  die  analytische  Untersuchung  bequeme  Goordinaten  des  starren  Körpers 
angeben.  Nämlich  1)  die  drei  Goordinaten  des  Schwerpunktes,  welchen  das  Ge- 
bilde G  besitzt.  Dieselben  können  gemäss  120«  ohne  Weiteres  als  Functionen 
der  Zeit  bestimmt  werden,  wenn  die  an  O  thätigen  Kräfte  bekannt  sind;  man 
bat  diese  Kräfte  nur  am  Schwerpunkt  zu  componiren  und  dann  den  letzteren  als 
freien  Punkt  zu  behandeln.  2)  Durch  den  Schwerpunkt  von  G  lege  man  das 
Coordinatensystem  der  E,  y),  C;  als  solches  empfiehlt  sich  das  System  der  drei 
Hauptcentralaxen.  Kennt  man  die  Lage  dieser  Axen  im  System  der  jt,  y,  .2,  so 
ist  damit  die  Lage  von  G  bekannt;  zur  Bestimmung  jener  reichen  aber  die  drei 
Euler'schen  Transformationswinkel  aus;  diese  drei  Winkel  liefern  also  die  3  noch 
fehlenden  Goordinaten. 

Mit  diesen  6  Goordinaten  wurde  man  allerdings  direct  auf  die  Behandlung 
der  starren  Gebilde  unter  dem  Einfluss  von  Kräften  lossteuern  können.  Vor- 
theilhafter  aber  ist  es,  schon  der  allseitigen  Beleuchtung  wegen,  eine  geometri- 
sche Untersuchung  über  die  möglichen  Bewegungen  eines  starren  Körpers  vor- 
anzuschicken. Dieselbe  wird  analog  derjenigen  sein,  welche  in  den  ersten  Para- 
graphen des  ersten  Buchs  mit  Beziehung  auf  den  einzelnen  Punkt  geführt  wurde: 
sie  wird  zunächst  feststellen,  welche  Grösse  oder  Grössensumme  der  Unterschied 
ist,  der  zwischen  irgend  zwei  verschiedenen  Lagen  eines  starren  Körpers  besteht, 
und  wird  dann  auf  die  Eigenschaften  dieses  Unterschiedes  die  weitere  Behand- 
lung der  Bewegung  gründen. 

192.    Yerschlebang,  Drehung,  Lagenunterschied.    1)  Es  ist 

offenbar  möglich,  d.  h.  dem  Begriif  der  Starrheit  gemäss  zulässig,  einen 
starren  Körper  G  so  zu  bewegen ,  dass  am  Ende  der  Bewegung  alle 
Punkte  desselben  identische  (d.  h.  gleich  lange  und  gleich  gerichtete) 
Vectoren  beschrieben  haben. 

Denn  denkt  man  sich  an  alle  Punkte  von  G  identische  Vectoren  angesetzt, 
so  bilden  die  Endpunkte  dieser  Vectoren  einen  mit  O  congruenten  Körper. 
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Eine  solche  Bewegung  heisst  Verschiebung  des  starren  Körpers. 
Ihr  Betrag  wird  bestimmt  durch  die  Länge  und  Richtung  der  Versohie' 
bung  eines  Punktes  von  G.  Wir  nennen  diese  den  Vector  der  Ver- 
schiebung. 

2)  Es  ist  ferner  möglich,  einen  starren  Körper  so  zu  bewegen, 
dass  zwei  seiner  Punkte  in  Ruhe  bleiben. 

Denn:  Sind  X(/)  und  p.(m)  die  beiden  Punkte,  welche  in  Ruhe  bleiben  sollen, 
so  kann  man  sie  und  einen  beliebigen  dritten  Punkt  n  von  Gy  der  nicht  auf  der 
Geraden  Xfji  liegt,  als  das  Tripel  betrachten,  welches  die  Lage  von  G  bestimmt 
Dabei  kann  der  dritte  Punkt  ir  unendlich  viele  verschiedene  Lagen  einnehmen, 
ohne  seinen  Abstand  von  X(/)  und  |A(m)  zu  ändern,  also  sind  auch  unendlich  viele 
Lagen  von  G  möglich,  bei  denen  X  und  fi  unverändert  in  den  Lagen  /  und  m 
bleiben. 

Eine  derartige  Bewegung  heisst  Drehung;  die  gerade  Linie  A/i 
(Im)  heisst  die  Axe  der  Drehung. 

Der  beliebige  dritte  Punkt  tc  ist  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  seine  Ab- 
stände von  /  und  m  in  allen  Lagen  von  G  dieselben  sind.  Er  kann  sich  also 
nur  auf  einem  Kreise  bewegen,  dessen  Ebene  senkrecht  auf  \}u{lm)  steht,  und 
dessen  Mittelpunkt  in  XfA(/m)  fallt.    Man  erhält  also  den  Satz: 

Bei  einer  Drehung  um  die  Axe  A/i  (Im)  beschreiben  alle  Punkte 
des  Körpers  G  Kreisbogen,  deren  Ebene  senkrecht  auf  der  Axe  steht, 
und  deren  Mittelpunkt  in  die  Axe  fallt.  Der  Radius  eines  solchen 
Kreisbogens  ist  das  von  dem  untersuchten  Punkt  rt  auf  die  Axe  ge- 
fällte Perpendikel. 

Für  Punkte,  welche  auf  der  Geraden  A/i  (Im)  liegen,  ist  dieser 
Radius  Null,  also  auch  der  zugehörige  Bogen,  d.  h.  Alle  Punkte  der 
Axe  behalten  bei  der  Drehung  ihre  Lage  unverändert  bei;  die  Axe 
ist  ihrer  ganzen  Länge  nach  in  Ruhe. 

Nach  einer  bestimmten  Drehung  um  die  Axe  A/i  (Im)  haben  alle 
Kreisbogen,  welche  von  beliebigen  Punkten  ti  beschrieben  worden  sind, 
den  gleichen  Centriwinkel  an  der  Axe. 

Denn:  Legt  man  im  starren  Körper  G  ein  Büschel  von  Ebenen  11  durch  die 
Axe,  so  erfordert  die  Starrheit,  dass  das  Büschel  nach  der  Drehung  dem  Büschel 
vor  der  Drehung  congruent  sei.  Das  ist  aber  offenbar  nur  möglich,  wenn  je  zwei 
homologe  Ebenen  beider  Büschel  den  gleichen  Winkel  miteinander  einschliessen. 
Dieser  Winkel  ist  der  fragliche  Centriwinkel  für  alle  Punkte  einer  jeden  Ebene  0. 

Dieser  Centriwinkel  heisst  der  Drehungswinkel  oder  die  Am- 
plitude für  die  fragliche  Bewegung.  Er  wird  gemessen  durch  den 
Winkel,  welchen  irgend  eine  starr  in  G  durch  die  Axe  Xfi  (Im)  ge- 
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legte  Ebene  (oder  eine  senkrecht  zu  AjU  (Im)  gelegte  Oerade)  bei  der 
Bewegung  beschreibt. 

Rückt  die  Axe  einer  Drehung  in  unendliche  Entfernung,  so  de- 
generirt  die  Drehung  zur  Verschiebung. 

3)  Ein  beliebiger  Lagenunterschied  ist  durch  eine  Bewegung  des 
Körpers  G  erzeugt,  wenn  drei  Punkte  A,  jU,  v  des  Körpers  G,  welche 
vor  der  Bewegung  die  Lage  /,,  m,,  ra,  hatten,  nach  der  Bewegung  die 
I^^e  hl  ^r  ^s  besitzen,  wobei  die  drei  Bedingungen  l^my  =  l^m^, 
w»,n,  =  mjWj,  w,Z,  =  n^l^  selbstverständlich  sind. 

Man  kann  nun  offenbar  den  Körper  G  durch  drei  consecutive 
Operationen  aus  der  ersten  in  die  zweite  Lage  bringen.  Nämlich: 
1)  man  ertheile  ihm  eine  Verschiebung,  welche  nach  Grösse  und  Rich- 
tung durch  den  Vector  l^  l^  bestimmt  ist.  Dadurch  gelangt  X  aus  der 
Lage  l^  in  die  Lage  2, ;  die  Punkte  ju  und  v  sind  gleichzeitig  in  neue 
Lagen  m!  und  n'  gelangt.  2)  Man  lege  nunmehr  durch  l^  eine  Axe 
senkrecht  zur  Ebene  m'i,  m,  und  drehe  den  Körper  G  um  diese 
Axe,  bis  ju  aus  der  Lage  m*  in  die  Lage  m,  gekommen  ist.  Das  ist 
möglich,  weil  der  von  ju  bei  dieser  Drehung  beschriebene  Kreis  in 
der  Ebene  W/,m.^  liegt  und  m^l^  =  m!l^  ist.  Jetzt  fallt  jte  in  w, 
und  A  in  /„  v  dagegen  liegt  in  einem  Punkt  n",  der  nicht  mit  n, 
zusammenfallen  braucht.  3)  Nun  drehe  man  den  Körper  G  um 
Xiii(l,fn^)  als  Axe,  bis  v  aus  der  Lage  n"  in  die  Lage  n,  gelangt  ist. 
Das  ist  möglich,  weil  l^n"  =  l^n^  und  m,n"  =  Wjn,  sein  muss. 
Hiernach  liegt  A  in  /,,  ju  in  m,,  r  in  n,,  also  hat  der  ganze  Körper 
6  die  zweite  Lage. 

Man  kann  die  drei  Operationen  auch  anders  anordnen,  und  kann  eine  Ver- 
schiebung vom  Vector  mitn^  oder  n,fi3  wählen,  statt  mit  der  Verschiebung  lil^ 
anzufangen.  Diese  Modificationen  sind  leicht  durchführbar,  haben  aber  hier  kein 
grösseres  Interesse.  Was  uns  interessirt,  ist  der  aus  dem  Vorstehenden  folgende 
Satz: 

Eine  beliebige  LagendüTerenz  des  Körpers  G  lässt  sich  herbei- 
fuhren durch  eine  Anzahl  von  consecutiven  einfacheren  Bewegungen, 
die  entweder  Verschiebungen  oder  Drehungen  sind. 

Dies  weist  darauf  hin,  dass  Verschiebungs-  und  Drehungsergeb- 
nisse als  die  Elemente,  aus  denen  sich  alle  möglichen  Lagenwechsel 
aufbauen,  besonders  betrachtet  werden  müssen. 

193«  Yersehiebimgen.  Das  Ergebniss  einer  Verschiebung  des 
starren  Körpers  G  besteht  nach  dem  obigen  darin,  dass  alle  Punkte 
von  G  identische  Vectoren  v  beschreiben.    Dieser  Vector  v  misst  die 
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Verschiebung  nach  Grösse  und  Richtung;  man  kann  ihn  an  jeden 
beliebigen  Punkt  von  G  angeheftet  denken,  denn  wenn  irgend  ein 
Punkt  von  G  den  Vector  v  beschreibt,  beschreiben  ihn  alle,  voraus- 
gesetzt, dass  die  Bewegung  eine  Verschiebung  ist.  Das  Ergeh- 
niss  der  Verschiebung  von  G  wird  also  dargestellt  durch 
einen  völlig  freien  (d.  h.  an  keinen  bestimmten  Anheftungspunkt 
gebundenen)  Vector,  wie  er  in  §  3  definirt  wurde. 

Es  folgt  daraus  ohne  Weiteres,  dass  mehrere  consecutive  Ver- 
schiebungen des  Körpers  G  nach  der  dort  für  Vectoren  gegeben  Regel 
zusammenzusetzen  sind;  femer  dass  man  willkürlich  (subjectiv)  eine 
gegebene    Verschiebung  v  auffassen   kann   als   zusammengesetzt   aus 

Theilverschiebungen  v,,  v, v«,  wenn  t?, -?-»,-? pVn^v  ist. 

Verschiebungen  eines  starren  Körpers  sind  zu  behandeln  wie  die  eines 
einzelnen  Punkts. 

194.  Drehungen.  1)  Das  Ergebniss  einer  Drehung  des  Körpers 
G  wird  dargestellt  durch  einen  Drehungswinkel  w  von  bestimmter 
Grösse,  den  zwei  verschiedene  Lagen  einer  Ebene  von  G  miteinander 
machen  und  dessen  Scheitel  in  eine  bestimmte  Linie,  die  Axe  der 
Drehung,  fällt. 

Diese  Axe  hat  vorläufig  keine  bestimmte  Länge,  sie  ist  bekannt, 
wenn  man  einen  ihrer  Punkte  und  ihre  Doppelrichtung  kennt,  m.  a.  W. 
sie  ist  bestimmt  durch  zwei  ihrer  Punkte  in  willkürlicher  Reihenfolge. 

Hat  G  zur  Zeit  t^  die  Lage  I,  zur  Zeit  t^  die  Lage  II,  und  be- 
trachtet man  bloss  diese  beiden  extremen  Lagen,  so  ist  der  Drehungs- 
winkel, durch  den  G  aus  der  Lage  I  in  die  Lage  II  gelangen  kann, 
unendlich  vieldeutig.  Ist  co  einer  von  den  Drehungswinkeln,  durch 
welche  G  aus  der  Lage  I  in  die  Lage  II  befordert  wird,  so  hat  jeder 
Winkel  von  der  Grösse  a)±2w7r,  wo  n  eine  beliebige  ganze  positive 
Zahl  ist,  die  gleiche  Eigenschaft.  Man  kann  auch,  wenn  man  bloss 
die  beiden  extremen  Lagen  von  G  ansieht,  nicht  angeben,  ob  die 
zweite  durch  eine  Drehung  „rechts  herum"  oder  „links  herum**  er- 
reicht worden  ist.  Sobald  man  aber  mit  einer  concreten  Bewe- 
gung zu  thun  hat,  fallen  diese  Unbestimmtheiten  fort;  die  Lage  II 
wird  dann  in  der  Zeit  t^  bis  t,  stets  auf  einem  bestimmten  Wege 
und  vermöges  eine  Drehungswinkels  von  bestimmter  Grösse  (das  n  in 
2n7t  hat  einen  bestimmten  Werth)  erreicht.  Wir  wollen  daher  an- 
nehmen, das  sei  für  unsere  Betrachtung  der  Fall :  der  Winkel  co  habe 
eine  eindeutig  bestimmte  Grösse  und  sei  in  einem  bestimmten  Sinn 
zurückgelegt.    Dann  lässt  sich  Betrag  und  Sinn  der  Drehung  auf  der 
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Drehungdaxe  in  dei^selben  einfachen  Weise  darstellen,  wie  der  Werth 
eines  Moments  in  §  8:  Als  ^Richtung  der  Drehungsaxe^  bezeichne 
man  diejenige  von  den  beiden  Richtungen  der  Axe,  für  welche  die 
Drehung  co  positiv  ist;  für  einen  Menschen,  der  die  Drehung  mit- 
macht, indem  sein  Kopf  vorangeht  und  sein  Gesicht  der  Axe  zuge- 
kehrt ist,  liegt  diese  Axenrichtung  nach  links.  Auf  der  Axe  wähle 
man  dann  einen  beliebigen  Punkt  a(a)  und  trage  von  ihm  aus  nach 
der  positiven  Richtung  hin  eine  Länge  aß  (ab)  auf  der  Axe  ab,  welche 
an  Grösse  gleich  dem  Zahlenwerth  des  Drehungswinkels  c»  ist.  Diese 
Länge  giebt  dann  an  1)  die  Lage  der  Axe,  2)  durch  die  Reihenfolge 
ihrer  Endpunkte  \aß(ab\  nicht  ßa{ba)\  den  Sinn  der  Drehung, 
3)  durch  ihre  Länge  die  Grösse  des  Drehungswinkels,  also  die  drei 
Stücke,  welche  erforderlich  sind,  um  das  Ergebniss  einer  Drehung 
vollständig  zu  bestimmen.  Zwei  Drehungen  von  entgegengesetztem 
Sinn  und  gleicher  absoluter  Grösse  werden  bei  dem  Verfahren  durch 
zwei  Strecken  aß  und  ßa  von  entgegengesetzter  Richtung  und  gleicher 
Grösse  dargestellt.  Einen  Drehungswinkel  o)  um  die  Axe  A/i  (/m), 
der  auf  die  angegebene  Weise  durch  ein  einseitig  gerichtetes  Stück 
aß(ab)  der  Axe  dargestellt  ist,  werden  wir  als  „den  Drehungswinkel 
aß(ahY  bezeichnen.  Der  Axenabschnitt  aß(ab)  besitzt  für  irgend 
einen  bestimmten  Drehungswinkel  eine  bestimmte  Grösse  und  Rich- 
tung, er  gehört  einer  bestimmten  Axe  an,  aber  er  hat  auf  dieser 
keinen  bestimmten  Anfangspunkt:  seine  Bedeutung  ändert  sich  nicht, 
wenn  der  Punkt  a  auf  der  Axe  beliebig  verschoben  wird,  während 
die  Länge  und  Richtung  aß  unverändert  bleibt.  Es  ist  zweckmässig, 
für  diese  Eigenschaft  einen  besonderen  Namen  zu  haben:  eine  gerich- 
tete Grösse,  die  sich  selbst  äquivalent  bleibt,  wenn  sie  auf  ihrer 
Richtungslinie  (aber  nicht  ausserhalb  derselben)  beliebig  verschoben 
wird  (mit  Beibehaltung  von  Grösse  und  Sinn)  soll  im  Folgenden  als 
„linienflüchtig"  bezeichnet  werden. 

2)  Zwei  Drehungen  um  dieselbe  Axe.  Legt  der  Körper  G 
erst  den  Drehungswinkel  co,,  dann  den  Drehungswinkel  oo,,  beide  um 
dieselbe  Axe  X^(lm)  zurück,  so  legt  er  im  Ganzen  die  algebraische 
Summe  beider  Winkel,  co, -hco,,  zurück.  Beide  Winkel  haben  gleiches 
Vorzeichen,  wenn  beide  in  gleichem  Sinn  beschrieben  werden,  ent- 
gegengesetztes, wenn  sie  in  entgegengesetztem  Sinn  beschrieben  wer- 
den. Ist  aß  (ab)  die  Darstellung  von  co,  auf  der  Axe,  ßy(bc)  die 
Darstellung  von  co,  auf  derselben  Axe,  so  ist  aß'\-ßy(ab+b€)  oder 
ay(ac)   die  Darstellung  von  co, -j-co,.     Drehungswinkel    um    dieselbe 
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Axe  werden  auch  in  der  Darstellung  durch  eine  linienflüchtige  Axen- 
strecke  algebraisch  addirt.  Der  Satz  ist  ohne  weiteres  auf  beliebig 
viele  consecutive  Drehungen  auszudehnen,  und  es  liegt  auf  der  Hand, 
dass  man  eine  gegebene  Drehung  aß  (ab)  jederzeit  auffassen  kann  als 

die   Summe  ay-^yS-hS H ^+Cß (aC'i-cd'-\-d H 0+2*); 

d.  h.  .man  kann  eine  gegebene  Drehung  algebraisch  in  Theildrehungen 
um  die  gleiche  Axe  zerlegen.  Dem  Character  der  algebraischen 
Summation  gemäss  ist  die  Reihenfolge  der  Summanden,  aus  denen 
sich  die  Totaldrehung  zusammensetzt,  beliebig.  Ist  die  Summe  Null, 
so  ist  die  Totaldrehung  gleichwerthig  mit  Ruhe. 

3)  Bedeutung  der  zweifachen  Bezeichnung  in  Coordinaten. 
Wird  eine  andere  Bewegung  mit  einer  nachfolgenden  Drehung  combinirt,  so  ist 
wohl  darauf  zu  achten,  dass  es  für  die  Benennung  der  Axe  nicht  gleicbgältig 
ist,  ob  man  die  Drehungsaxe  zur  Anfangszeit  im  ruhenden  oder  im  bewegten 
Raum,  mit  lateinischen  oder  mit  griechischen  Buchstaben  bezeichnet.  Die  erste 
Bewegung,  einerlei  von  welcher  Art  sie  sei,  werde  mit  B  bezeichnet;  die  zweite 
Bewegung  sei  eine  Drehung  um  eine  Axe,  welche  zu  Anfang,  vor  aller  Bewe- 
gung, die  Lage  ab  hat.  Im  Anfang  ist  diese  Axe  aß(a6).  Durch  die  erste  Be- 
wegung wird  aß  im  Allgemeinen  in  eine  andere  Lage  übergeführt,  es  fallt  nach 
derselben  in  irgend  eine  Gerade  cd  des  ruhenden  Raums;  zugleich  ist  irgend 
eine  Linie  eC  des  starren  Körpers  G,  welche  vorher  nicht  in  a6  lag,  in  die  Lage 
ab  gebracht  worden.  Sagt  man  also  „G  macht  erst  die  Bewegung  B  und  dreht 
sich  dann  um  aß'',  so  heisst  das,  O  dreht  sich  nach  der  Bewegung  B  um  die 
Axe  aß(c</);  sagt  man  aber  „(?  macht  erst  die  Bewegung  B  und  dreht  sich  dann 
um  ab",  so  heisst  das,  G  dreht  sich  nach  der  Bewegung  B  um  die  Axe  eC(a6). 
Wenn  also  zu  Anfang  aß  mit  ab  zusammenfallt,  ist  eine  Drehung  um  aß  im 
Allgemeinen  keineswegs  gleichbedeutend  mit  einer  Drehung  um  a6,  und  von  einer 
Drehung  um  aß(a6)  kann  im  Allg.  nicht  die  Rede  sein;  vielmehr  ist  die  Drehung 
um  aß  gleichbedeutend  mit  einer  solchen  um  cd^  und  die  Drehung  um  afr  gleich- 
bedeutend mit  einer  solchen  um  eC.  Von  einer  Drehung  um  aß(a6)  kann  nur 
dann  die  Rede  sein,  wenn  die  vorangehende  Bewegung  B  so  beschaffen  ist,  dass 
aß  bei  derselben  in  a6  liegen  bleibt,  d.  h.  wenn  B  eine  Verschiebung  parallel 
ab  oder  eine  Drehung  um  a6  ist. 

Eine  Drehung,  die  mit  anderen  Bewegungen  combinirt  ist,  kann 
hiernach  in  zwiefacher  Weise  (Angabe  der  Axe  in  lateinischen  und 
griechischen  Buchstaben)  bezeichnet  werden;  dabei  treten  aber  im 
Allgemeinen  in  der  lateinischen  Bezeichnung  Buchstaben  auf,  welche 
denen  der  griechischen  Bezeichnung  nicht  entsprechen  und  umge- 
kehrt. 

4)  Combination  einer  Drehung  mit  einer  Verschiebung. 

Satz  1.  Ist  eine  Verschiebung  mit  einer  Drehung  zu  combi- 
niren,  so  ist  die  Reihenfolge  der  beiden  Bewegungen  für  das  Ergeb- 
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niss  gleichgültig,  wenn  die  Drehungsaxe  im  beweglichen  Raum 
bezeichnet  ist. 

Beweis.     Die  Axe  der  Drehung  ^^S-  "^' 

sei  griechisch  bezeichnet,  sie  heisse  aß. 
Wird  die  Drehung  zuerst  vorgenommen, 
so  bewegt  sich  ein  Punkt  n  des  Kör- 
pers O  zuerst  in  einer  zu  aß  senk- 
rechten Ebene  von  p  nach  pi,  dann, 
yermoge  der  Verschiebung,  rückt  er  von 
pi  nach  p\.  Wird  aber  die  Verschie- 
bung zuerst  vorgenommen,  so  bewegt 
sich  ir  zuerst  nach  p\  gleichzeitig  auch 
aß  nach  a'b*;  dabei  ist  a*b'  parallel  aß, 
und  ec'  =  pp'y  also  cp  parallel  c'p\  Die 
nachfolgende  Drehung  geschieht  um  a'b', 
d.  h.  IC  bewegt  sich  in  einer  Ebene 
p'c*p'{f  welche  parallel  der  Ebene  pcpi 

ist;  der  Drehungsradius  c'p*  ist  gleich  cp,  der  Drehungswinkel  p'e^p"  gleich  pcpi; 
also  WM  />'/  mit  p\  zusammen. 

Man  kann,  wenn  dem  Körper  G  eine  Verschiebung  und  eine 
Drehung  ertheilt  wird,  dieselben  auch  als  gleichzeitig  erfolgend  an- 
sehen. G  verschiebt  sich  in  einem  Coordinatensystem  der  x\  y\  £ 
und  dies  System  dreht  sich  in  dem  System  der  x^y^z\  oder  G  dreht 
sich,  im  System  der  x\  y\  z*  und  dies  System  verschiebt  sich  im 
System  der  x^y^z\  das  Resultat  ist  in  beiden  Fällen  dasselbe  vermöge 
des  vorstehenden  Satzes,  wenn  die  Drehungsaxe  griechisch  benannt  ist. 

Satz  2.  Das  Ergebniss  einer  Drehung  co  von  G  um  eine  Axe 
k  und  einer  Verschiebung  senkrecht  gegen  die  Drehungsaxe  ist  ein 
Drehungswinkel  co  um  eine  mit  X  parallele  Axe. 

Beweis.     Legt   man   eine  Schaar  von  Fig.  70. 

Ebenen  W{P)  senkrecht  gegen  die  Drehungs- 
axe X,  so  ist  der  Vorgang  der  Drehung  und 
Verschiebung  in  all  diesen  Ebenen  der  gleiche ; 
es  genügt  also,  ihn  in  einer  Ebene  11  (iF)  zu 
ersetzen.  Die  Ebene  11  bewegt  sich  dabei  in 
der  Ebene  P;  offenbar  ist  die  Lage  von  11 
durch  die  Lage  von  zweien  ihrer  Punkte  be- 
stimmt, und  wenn  11  sich  dreht,  bleibt  ein 
Punkt  von  11  in  Ruhe,  derjenige  nämlich,  in 
welchem  11  von  der  Drehungsaxe  geschnitten 
wird;  wir  nennen  diesen  den  Drehungsmit- 
telpunkt in  der  Ebene  11  (P).  Man  denke  sich 
nun  die  Drehung  als  vorangehend:  dieselbe 
finde  um  den  Punkt  a(a)  statt    An  a(a)  lege 
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man  die  Translation  t  =  a6,  Fig.  70,  an  und  beschreibe  einen  Kreis  ober  a6  als 
Sehne,  so  dass  diese  Sehne  in  ihm  den  Centriwinkel  o>  fasst.  Es  giebt  nur  einen 
derartigen  Kreis;  denn  von  den  zwei  Kreisen,  in  welchen  der  Centriwinkel  die 
absolute  Grosse  cd  hat,  ist  der  eine  (Mittelpunkt  -f)  so  gelegen,  dass  för  ihn  der 
Centriwinkel,  gerechnet  von  a  nach  b  hin,  den  entgegengesetzten  Sinn  hat,  wie 
(i>;  der  Centriwinkel  von  7'  ist  also  — co;  der  von  y  dagegen  ist  o).  Der  Hittel- 
punkt Y  dieses  Kreises  liegt  nach  der  Drehung  um  co  in  cf,  wenn  ad  ^=  ac;  nach 
der  Drehung  und  Verschiebung  kehrt  er  in  die  Lage  c  zurück,  da  offenbar  de  =  ab. 
Also  bleibt  7  in  Ruhe,  d.  h.  es  resultirt  aus  der  combinirten  Drehung  und  Ver- 
schiebung eine  Drehung  um  7(0).  Der  Drehungswinkel  derselben  ergiebt  sich 
daraus,  dass  a  aus  der  Lage  a  in  die  Lage  6  geführt  wird,  d.  h.  er  ist  gleich  co. 

Der  Beweis  enthält  schon  die  Construction  für  die  Axe  der  resul- 
tirenden  Drehung;  sie  ist  parallel  X  und  schneidet  irgend  eine  gegen 
X  senkrechte  Ebene  im  Mittelpunkt  desjenigen  Kreises,  in  welchem 
die  an  den  Fusspunkt  von  X  gelegte  Verschiebung  als  Sehne  den 
Centriwinkel  o)  fasst. 

Satz  3.  Umgekehrt  kann  jede  gegebene  Rotation  m  um  eine 
Axe  X  zerlegt  werden  in  eine  Rotation  von  derselben  Amplitude  um 
eine  parallele  Axe  und  eine  Verschiebung  senkrecht  zu  dieser  Axe; 
dabei  kann  entweder  die  zweite  Axe  oder  die  Verschiebung  willkür- 
lich gewählt  werden. 

Der  Satz  wird  bewiesen  durch  Ausführung  der  Construction:  a)  Gegeben  sei 
die  Drehung  (o  um  die  Axe  e;  die  zweite  Axe  sei  willkürlich ,  angenommen,  a, 
Fig.  70.     Verbinde  c  mit  a,  lege  in  c  an  ca  den  gegebenen  Drehungswinkel  a», 

schneide  auf  dem  zweiten  Schenkel  desselben  cb  =  ca  ab ;  dann  ist  ab  die  Ver- 
schiebung, welche  im  Verein  mit  der  Rotation  um  a  die  gegebene  Rotatiop  um 
c  ersetzt,  b)  Gegeben,  wie  zuvor,  die  Drehung  o)  um  c;  die  Verschiebung  sei 
willkürlich  vorgenommen  und  werde  nach  Grösse  und  Richtung  durch  eine  Gerade 
mn  dargestellt.  Construire  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  dessen  Spitze  in  c  liegt 
und  den  Winkel  u)  hat,  dessen  Basis  ab^mn  ist;  dann  ist  der  Anfangspunkte 
dieser  Basis  der  zu  mn  gehörige  Drehungsmittelpunkt,  so  dass  eine  Drehung  um 
eine  durch  a  gehende,  zur  Ebene  des  Dreiecks  cab  senkrechte  Axe  im  Verein 
mit  der  Verschiebung  mn  äquivalent  ist  mit  der  gegebenen  Drehung  um  X. 

Die  Richtigkeit  beider  Constructionen  liegt  mit  Fig.  70  auf  der  Hand.  Sie 
sind  immer  möglich  und  eindeutig. 

Bezeichnet  man  den  Axen-Abstand  ac  der  Fig.  2  mit  S,  den 
Verschiebungsvector  mit  t,  so  ist,  wie  aus  Fig.  70  zu  ersehen 

(1)        T==  2rf.sin^a). 

Nennt  man  p  den  Abstand  des  Punktes  c  von  der  Sehne  t,  so  ist 

(2)        p  =  (Jcos^co  =  J-rcot^co. 

5.     Drehungen  um  parallele  Axen.    Verleide  eine  Drehung 
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vom  Betrage  (p  um  die  Axe  A,  hierauf  eine  Drehung  vom  Betrage  ip 
um  die  zu  X  parallele  Axe  /ic.  Wie  oben  kann  der  Vorgang  in  einer 
Ebene  /7(P)  senkrecht  zu  X  betrachtet  werden;  es  sei  a(<i)  der 
Schnittpunkt  von  X  mit  iI(P),  ß  der  Schnittpunkt  von  ^  mit  ü  und 
b  die  Lage  von  ^  in  P  nach  der  Drehung  um  a(a). 

Die  erste  Drehung  fuhrt  ß  aus 
einer  Anfangslage  V  in   die  Lage  '    ^/ 

&,  Fig.  71;  die  zweite  geschieht 
um  b.  Man  halbire  die  beiden 
Drehungswinkel  durch  die  Geraden 
ac  und  6c,  welche  sich  in  y(c) 
schneiden.  Die  erste  Drehung  führt 
den  Punkt  y  von  c  nach  c\  wenn 
c'  in  Bezug  auf  ab  symmetrisch 
zu  c  liegt ;  die  zweite  führt  y  von 
c^  nach  c  zurück.  Das  Resultat 
beider  Drehungen  besteht  also  dar- 
in, dass  /  in  c  liegen  bleibt,  d.  h.  Zwei  Drehungen  um  die  par- 
allelen Axen  X  und  ju,  welche  durch  a  und  b  gehen,  sind 
äquivalent  einer  Drehung  um  eine  dritte  Axe  r,  die  durch 
c  geht.  Für  die  Construction  des  Punktes  y(c)  ergiebt  sich  aus  der 
Figur  die  Regel:  Bezeichne  die  beiden  Drehungsaxen  im  ru- 
henden Raum  (l  und  m^  entspr.  a  und  i);  lege  an  die  Ebene, 
welche  sie  verbindet,  durch  die  Axen  in  a  eine  Ebene  unter 
dem  Winkel  — ^y,  in  b  eine  Ebene  unter  dem  Winkel  -4-^1/^; 
der  Durchschnitt  dieser  Ebenen  ist  die  Axe  der  resultiren- 
den  Drehung.  Der  Betrag  der  Drehung  ergiebt  sich  aus  der  Be- 
merkung, dass  ß  von  V  nach  b  geführt  wird;  er  ist 

^  Vcb  =  2dcb  =  2(i94-i  V)  =  9+ V'- 
Die  resultirende  Drehung  ist  die  algebraische  Summe  der 
beiden  Componenten.  Aus  der  Construction  ergiebt  sich,  dass  es 
nicht  erlaubt  ist,  die  Ordnung  der  beiden  componirenden  Drehungen 
zu  vertauschen;  dreht  man  G  erst  um  i,  dann  um  a,  so  wäre,  um 
den  Mittelpunkt  der  resultirenden  Drehung  zu  construiren,  in  b  der 

Winkel  - 


"s- ,  in  a  aber 


-^  anzulegen,  was  auf  c'  statt  c  führen 


würde. 

In  Fig.  71  ist  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  (p  und  \p  glei- 
chen Sinn  haben;    dieselbe  Construction  führt  aber  auch  zum  Ziel, 
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^jg-  '7'^-  wenn  sie  entgegengesetzten  Sinn 

bei  verschiedener  absoluter  Grösse 
besitzen.     Vergl.  Fig.  72.    Ist 

so  führt  die  erste  Drehung  um 
a  den  Punkt  y  von  c  nach  c', 
wenn  c*  symmetrisch  zu  c  gegen 
ab  liegt;  die  zweite  Drehung  um 
b  führt  y  von  c'  nach  e?  zurück; 
also  ergiebt  dieselbe  Construction, 

wie  oben,   den  Mittelpunkt  der  resultirenden  Drehung.     Den  Betrag 

der  resultirenden  Drehung  liefert  der  Winkel 

Vcb  =  2dcb  =  2(-|-  — -|-)  =  g>—tp. 

Der  resultirende  Drehungswinkel  ist  also  die  Differenz  der  absoluten 
Werthcomponenten.  Betrachtet  man  aber  die  Drehungswinkel  als  al- 
gebraische Grössen,  welche  bei  entgegengesetztem  Sinn  auch  entgegen- 
gesetztes Vorzeichen  besitzen,  so  liegt  dies  Ergebniss  schon  ausge- 
sprochen in  dem  obigen  Satz:  Die  resultirende  Drehung  ist  die 
algebraische  Summe  ihrer  Componenten. 

Setzt   man  9+4^  =  ^,   so  ergiebt  die  Betrachtung  des  Dreiecks  a,  b,  c  in 
jeder  der  Figuren  71  und  72 

ac  bc  ab 


(3) 


sm 


sin^<|/         sin|9 
wo  ^  der  resultirende  Drehungswinkel  ist 

Es  folgt  aus  dem  vorstehenden,  dass  umgekehrt  jede  gegebene 
Drehung  -d-  um  die  Axe  v(7i)  welche  die  Ebene  der  Figuren  in  y(<0 
schneidet,  aufgefasst  werden  kann  als  Resultante  zweier  Drehungen 
um  zwei  zu  y(^)  parallele  Axen  l  und  m  mit  dem  Schnittpunkte  a 
und  b  und  zwar  auf  zweimal  unendlich  viele  Arten.  Von  den  beiden 
Mittelpunkten  a,  b  und  den  zu  ihnen  gehörigen  Drehungswinkeln  y,  tfj 
kann  man  zwei  Stücke  beliebig  wählen  und  findet  daraus  die  beiden 
andern.    Es  ergeben  sich  also  4  Kategorien  von  Aufgaben: 

a)  Gegeben  c  und  %;  willkürlich  angenommen  a  und  9,  zu  finden  b  und  <|/. 

b)  Gegeben  c  und  %,  willkürlich  angenommen  a  \md  6,  zu  finden  9  und  ^, 

c)  Gegeben  c  und  %,  willkürlich  angenommen  a  und  4^,  zu  finden  b  und  9. 

d)  Gegeben  c  und  %,  willkürlich  angenommen  9  und  ^,  zu  finden  a  und  6. 
Die  Losung  dieser  Aufgaben  sei  dem  Leser  überlassen;  auszuschliessen  ist  der 
Specialfall  ^  ss  —  «j/. 
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Haben  die  beiden  componirenden  Drehungen  if  und  xp  entgegen- 
gesetzt gleiche  Werthe,  so  wird  ^  =  0,  die  Halbirungslinie  bc  der 
Fig.  72  wird  parallel  ad^  der  Durchschnitt  c  rückt  also  ins  Unend- 
liche: die  Construction  Fig.  72  wird  unbestimmt.  Die  directe  Be- 
trachtung des  Falles  ergiebt  dann  den 

Satz:  Zwei  entgegengesetzt  gleiche  Drehungen  um  zwei  parallele 
Axen  sind  äquivalent  einer  Verschiebung,  die  in  der  zu  beiden  Axen 
senkrechten  Ebene  liegt. 

Beweis.    Die  Ebene  der  Zeichnung  stehe  Fig.  73. 

wieder  senkrecht  auf  beiden  Axen.  Die  erste 
Drehung  um  a(a)  führt  den  Punkt  ß  yon  6'  nach 
6;  die  zweite  um  6  führt  a  von  a  nach  a';  da 
^  =  — ^^  ist  c^b*  gleich  und  parallel  ah\  also 
die  Bewegiing  eine  Verschiebung;  dieselbe  liegt 
in  der  Ebene  11,  in  welcher  wir  den  Vorgang 
betrachten,  steht  also  senkrecht  auf  den  durch 
a  und  6  gehenden  Axen.    Ihre  Grosse  ist  aa!  oder  bb\  d.  h. 

Die  Verschiebung  wird  gemessen  durch  den  Vector  6'Ä,  welchen 
ein  Punkt  der  zweiten  Axe  bei  der  Drehung  um  die  erste  Axe  er- 
zeugt, bb'  =  2aisini9  =  26asin^i^.  Die  Reihenfolge  beider  Drehun- 
gen darf  offenbar  nicht  umgekehrt  werden,  wenn  sich  das  Resultat 
nicht  ändern  soll. 

umgekehrt  lässt  sich  jede  Verschiebung  in  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Drehungen  um  parallele  Axen  zerlegen.  Ist  Vh  die  gegebene 
Verschiebung,  so  braucht  man  nur  irgend  einen  Punkt  a  willkürlich 
in  gleichem  Abstände  von  V  und  h  anzunehmen;  zwei  Axen,  die 
senkrecht  zur  Ebene  der  Figur  durch  b  und  a  gehen  sind  die  Axen, 
Z.  Vab  und  — Vab  die  Winkel  der  Drehungen,  dabei  geht  die  Drehung 
um  a  voran. 

Durch  successive  Anwendung  der  Sätze  von  No.  4  gelangt  man 
zu  dem  Schluss:  Beliebig  viele  Drehungen  um  parallele  Axen  lassen 
sich  unter  sich  und  mit  beliebig  vielen  Verschiebungen,  die  auf  den 
Drehungsaxen  senkrecht  stehen,  zu  einer  einzigen  resultirenden  Drehung 
um  eine  den  Componentenaxen  parallele  Axe  zusammensetzen;  im 
speciellen  Fall  kann  diese  Drehung  zu  einer  Verschiebung  degeneriren. 
Bei  Anordnung  der  Componenten  können  die  Verschiebungen  beliebige 
Plätze  einnehmen,  die  Drehungen  dagegen  müssen,  wenn  sich  die 
resultirende  Drehung  nicht  ändern  soll,  eine  bestimmte  Reihenfolge 
haben. 

Umgekehrt:  eine  beliebig  gegebene  Drehung  oder  Verschiebung 
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D  lässt  sich  immer  in  eine  willkürliche  Anzahl  n  von  Einzeldrehungen 
um  parallele  Axen  zerlegen,  wo  n  mindestens  =  2  ist.  Die  Gom- 
ponenten  sind  so  zu  wählen,  dass  ihre  geometrische  Summe  gleich 
der  gegebencD  Drehung  oder  Verschiebung  ist;  n — 1  derselben  können 
ganz  willkürlich  sein,  ihre  Resultante  sei  mit  B  bezeichnet;  die  letzte 
Componente  L  ist  dann  so  zu  wählen,  dass  B-^L  gleich  der  vor- 
geschriebenen Bewegung  D  wird;  m.  a.  W.  L  muss  die  Resultante  aus 
D  und  -^B  sein. 

An  die  Stelle  der  successiven  Bewegungen  ^,  B,  C  u.  s.  w. ,  welche  bisher 
betrachtet  wurden,  kann  man  sich  auch  gleichzeitig  gesetzt  denken.  Im  Goor- 
dinatensystem  der  x,  y^  x  führe  ein  zweites  Coordinatensystem  x\  y\  J  die  Be- 
wegung A  aus,  in  diesem  ein  drittes  die  Bewegung  B^  in  diesem  ein  viertes  die 
Bewegung  C  . .  . .  u.  s.  w.  im  letzten  System  x^y  ^^,  z^  beschreibe  das  System 
der  S,  7),  C  die  letzte  Bewegungscomponente  Z.  Dann  beschreibt  0  im  System 
der  x^y^z  die  Resultante,  welche  wir  consequent  als  A^B-^C-^^-'-^Z  zu 
bezeichnen  haben.  Die  Reihenfolge  der  Systeme  ist  willkürlich  für  diejenigen, 
welche  Verschiebungen  ausführen,  nicht  yertauschbar  für  diejenigen,  welche  sich 
drehen.    Diese  Anmerkung  gilt  auch  für  die  folgende  Nummer. 

6)  Drehungen   um   sich   schneidende   Axen.     Im   Punkte 
Q)(o),  Fig.  74,  mögen  sich  zwei  Axen  schneiden,  welche  im  ruhenden 

Raum  die  Bezeichnung  oa  und  oh 

^'^*  ^^*    ^  führen;  der  Körper  6  drehe  sich 

...-- '"'^-.^  erst  um   oa  und  die  Amplitude 

dieser  Drehung  sei  9;  hierauf 
drehe  sich  G  um  h  mit  der  Am- 
plitude 1//.  Um  0  lege  man  eine 
Himmelskugel  vom  Radius  1 ;  auf 
dieser  seien  die  Punkte  a  und  h 
gewählt.  Die  erste  Drehung  führt 
einen  Punkt  ^  des  beweglichen 
Raums  aus  der  Lage  V  in  die 
Lage  h\  hierauf  findet  die  zweite 
Drehung  um  ob  statt.  Man  hal- 
bire  den  Winkel  9  oder  Vah  durch 
eine  Ebene  aod^  und  \\)  durch  hoc\ 
beide  Ebenen  schneiden  sich  in  oc,  cu  bleibt  bei  beiden  Drehungen 
in  Ruhe;  der  Punkt  /,  welcher  Anfangs  in  c  fiel,  wird  durch  die  erste 
Drehung  9  in  die  Lage  c'  geführt,  welche  auf  der  Kugel  symmetrisch 
gegen  c  in  Bezug  auf  ah  liegt;  die  zweite  Drehung  führt  /  aus  c*' 
nach  c  zurück;    also  bleibt  y  in  Folge  beider  Drehungen  in  Ruhe, 
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folglich  die  ganze  Linie  (ßy(pc\  d.  h.  beide  Drehungen  sind  äqui- 
valent einer  einzigen  Drehung  um  die  Axe  oc.  Die  Axe  oc 
geht  durch  den  Schnittpunkt  der  Componenten;  ein  zweiter 
Punkt  c  derselben  findet  sich  durch  Uebertragung  der  Construction 
Fig.  71  auf  die  Fläche  der  Himmelskugel:  man  bezeichne  die  beiden 
Axen  der  Drehung  im  ruhenden  Raum,  lege  durch  sie  die  Ebene  aob^ 
lege  hierauf  in  oa  eine  Ebene  unter  dem  Winkel  — \(p  und  in  06 
eine  Ebene  unter  dem  Winkel  +\^)  an  die  Ebene  aob\  die  beiden 
angelegten  Ebenen  schneiden  sich  in  der  Axe  oc  der  resultirenden 
Drehung.  Die  Amplitude  der  letzteren  ist  2^dcb^  der  dop- 
pelte Aussenwinkel  des  sphärischen  Dreiecks  bca.    Bezeichnet 

man  diese  Amplitude  mit  -d-^  so  ist  /Lbca  = ^ 1 

(4)        cos  -K"  =  — cos  bca  =  cos  -^  cos  -^ sm  -^  sm  -^  cos(a6;. 

Ferner 

sin(a<?)    sin  (6c)    sin(aA) 


(5) 


sm-^  sm-^  sin 


2  """  2  2 

Die  Neigung  der  Axe  Oc  gegen  die  Ebene  ai  wird  gemessen  durch 
das  sphärische  Perpendikel  von  c  auf  ab.  Bezeichnen  wir  dasselbe 
mit  p^  so  ist 

sin/?  =  sin-X-  -sin  (6c). 
Andererseits  ist  das  sphärische  Dreieck  cdb  rechtwinklig,  also 

sin(6c).sin^^  =  sin(6d)  =  sin  -^ sin (06). 
Aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  folgt 

sin  -^  sin  —~-  sin(a6) 


(6)        sinp  = 


sin 


2 

Die  Rotationsfolge  kann  nicht  umgekehrt  werden;   das  folgt 
unmittelbar  aus  der  für  c  gegebenen  Construction. 

Die  Znsammensetzung  der  Drehungen  um  parallele  Axen,  welche  in  No.  5 
behandelt  wurde,  ist  ein  Specialfall  des  hier  vorliegenden  Problems:  rockt  0  ins 
Unendliche,  so  werden  oa  und  06  einander  parallel,  die  Kugelfläche  wird  zur 
Ebene  und  die  Construction  Fig.  74  degenerirt  zu  Fig.  71.    Der  besondere  Fall, 
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das  der  Durcbschnittspunkt  c  ins  Unendliche  rückt,  kommt  bei  zwei  Axen,  die 
sich  im  Endlichen  schneiden,  nicht  vor;  es  ist  immer  eine  Axe  der  resultirenden 
Drehung  vorhanden,  auch  wenn  die  Componenten  entgegengesetzt  gleich  sind. 

Mit  dem  Vorstehenden  kann  man  beliebig  viele  Drehungen  um 
Axen,  von  denen  eine  jede  die  resultirende  Axe  der  vorhergehenden 
schneidet,  zusammensetzen  und  erhält  als  Resultante  eine  Drehung 
um  eine  Axe,  welche  durch  den  letzten  Durchschnittspunkt  geht. 
Umgekehrt  kann  man  eine  gegebene  Drehung  mit  Hülfe  der  Fig.  74 
in  zwei  sich  schneidende  Componenten  zerlegen  und  diese  Compo- 
ponenten  weiter  zerlegen.  Insbesondere  ist  es  jederzeit  möglich,  eine 
gegebene  Drehung  in  3  Componenten  zu  zerlegen,  deren  Axen  den 
Coordinatenaxen  der  a?,  y,  z  parallel  sind. 

196.  Unendlich  kleine  Drehungen.  Die  Ergebnisse  des 
vorigen  Paragraphen  vereinfachen  sich  bedeutend,  wenn  die  Ampli- 
tuden der  betrachteten  Drehungen  unendlich  klein  werden.  Man  kann 
da  zunächst  folgenden  Satz  aufstellen: 

Zwei  unendlich  kleine  Drehungen  von  gleicher  Grösse  und  gleichem 
Sinn  um  zwei  Axen,  welche  einander  unendlich  nahe  liegen,  dürfen 
miteinander  verwechselt  werden. 

Beweis.  X  und  ji  seien  zwei  unendlich  wenig  von  einander  abweichende 
Axen,  und  zwar  seien  sie  zunächst  parallel.  Man  lege  durch  einen  Punkt  tc  von 
Q  eine  Ebene  senkrecht  zu  beiden  und  nenne  a  den  Durchschnitt  von  X,  ß  den 
Durchschnitt  von  (a  mit  dieser  Ebene. 

Dreht  sich  ein  Punkt  ic  um  o,  so  wird 
*^^&"   ''^'  t:  nach  />'  geführt;  macht  tc  den  gleichen 

Winkel  um  ß,  so  gelangt  es  nach  jt>";  die 
Strecke  />'/>"  stellt  den  Fehler  dar,  welchen 
man  begeht,   wenn  man  beide  Axen  mit- 
einander verwechselt;   derselbe  setzt  sich 
aus  zwei  Theilen  zusammen;  erstens  näm- 
lich ist  der  Radius  ßn  von   ai:  um  eine 
unendlich  kleine  Grösse  rfp  verschieden,    also  7:p"  von  irp'  um  einen  unendlich 
kleinen  Bogen  <i></p,  wenn  tu  der  Drehungswinkel ;  zweitens  machen  n/>'  und  itp'' 
einen  unendlich  kleinen  Winkel  dr^  miteinander,  woraus  die  Unterschiedscompo- 

nente  np'.di]  hervorgeht;  die  GesammtdifFerenz  p'/?"  ist  ü)rfp4-irp'.rfi],  also  un- 
endlich klein  gegen  co  und  iip'y  womit  der  Satz  bewiesen  ist  Wenn  die  beiden 
Axen  nicht  parallel  sind,  so  gehen  die  beiden  Drehungen  von  ic  in  zwei  Ebenen 
vor  sich,  die  auf  X  und  fji  senkrecht  stehen,  also  einen  unendlich  kleinen  Winkel 
miteinander  machen,  dessen  Apex  durch  n  geht.  Man  sieht  leicht,  dass  dann  zu 
den  beiden  eben  angegebenen  Unterschied scomponenten  noch  eine  dritte  tritt, 
nämlich  der  Abstand  der  einen  Ebene  von  der  Andern  in  unendlicher  Nähe  des 
Punktes  p';  dieser  ist  wieder  unendlich  klein  gegen  np\  also  bleibt  der  Satz  erhalten. 
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1)  Hiermit  betrachten  wir  zunächst  die  Ergebnisse  der  No.  6  des 
vorigen  Paragraphen.  Sind  9  und  ip  unendlich  klein,  wo  wir  sie  mit 
dgf  und  dtp  bezeichnen  wollen ,  so  ist  sinp  gemäss  61.  (5)  unendlich 
klein,  also  mit  dem  vorstehenden  Satz: 

Beschreibt  ein  Körper  G  zwei  unendlich  kleine  Drehun- 
gen um  zwei  sich  schneidende  Axen,  so  fällt  die  Axe  der 
resultirenden  Drehung  in  die  Ebene  der  Componentenaxen 
und  geht  selbstverständlich  durch  den  Schnittpunkt  der  letzteren. 

Die  erste  Drehung  um  a(a)  dreht  Fig-  76. 

die  zweite  Axe  nur  unendlich  wenig 
aus  ihrer  Lage;  die  zweite  Axe  kann 
also  als  ruhend  angesehen  werden, 
d.  h.  bei  unendlich  kleinen  Dre- 
hungenist dieReihenfolge  gleich- 
gültig; sie  können  von  vorn  herein 
als  um  die  Axen  A(/)  und  fi(in)  er- 
folgend bezeichnet  werden. 

Die  Axe  oc  nimmt  nach  Gl.  (5) 
des  vorigen  Paragraphen  eine  solche 
Lage  an,  dass 

sm(ac)  sin (6c)  8in(aJ) 

d<p 


(1) 


dip  dg)  dd- 

wird,  und  Gl.  (4)  des  vorigen  Paragraphen  liefert 


Mf )■= n'-(t)']h(t)l-?t-w. 

oder 

(2)        d»^  =  d9)'+d<//'-|-2d9.d<//.cos(aJ) 

mit  Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen  Grössen  von  höherer 
Ordnung.  Die  letzte  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  d^  der  Grösse 
nach  dargestellt  werden  kann  durch  die  Diagonale  eines  Parallelo- 
gramms, dessen  Seiten  dtp  und  d\p  sind,  und  die  miteinander  den 
Winkel  einschliessen,  dessen  Cosinus  cos  (oft)  ist,  d.  h.  den  Winkel  der 
beiden  Axen  oa  und  ob.  Trägt  man  also  in  Fig.  76  auf  der  Axe  oa 
von  0  aus  die  Grösse  of^=d(p^  und  auf  ob  von  0  aus  die  Grösse 
og  =  d(p  ab  und  construirt  für  diesen  das  Parallelogramm  ofhg^  so 
ist  oh  der  Grösse  nach  gleich  dd-. 

Ferner  ist  in  den  Dreiecken  o/h  und  Offh  bei  dieser  Construction, 
wenn  die  Verlängerung  von  oh  den  Bogen  ab  in  (f  schneidet 
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fh :  oh  =  sino^' :  sin(Ä/o)  und 

gh :  oh  =  sin  Je' :  sin(%o), 

oder,  da  ligo  =  ä/o,  /A  =  d«//,  ^ä  =  dq) 

sinac'  sin  6c' 

de/;  dy 

Dies  ist  aber  die  Bedingung  (1);  d.  h.  c'  ist  identisch  mit  c.  Die 
Diagonale  oh  des  in  der  angegebenen  Weise  aus  den  Axen- 
abschnitten  dq)  und  dip  construirten  Parallelogramms  giebt 
gleichzeitig  die  Richtung  der  Axe  oc  an,  um  welche  die 
resultirende  Drehung  dd^  erfolgt. 

Es  ergiebt  sich  also  für  die  Zusammensetzung  zweier  unendlich 
kleinen  Drehungen  um  sich  schneidende  Äxen  die  einfache  Regel: 
Von  den  Componenten  dtp  und  d\p  trage  man  eine  jede  vom  Schnitt- 
punkt 0  aus  auf  ihrer  Axe  ab  und  construire  zu  diesen  Axenab- 
schnitten  das  Parallelogramm,  dessen  Seiten  sie  sind;  die  von  o  aus 
gezogene  Diagonale  dd^  desselben  ist  die  Axendarstellung  der  resul- 
tirenden  Drehung.  Unendlich  kleine  Drehungen  werden  hiernach, 
wenn  sie  einmal  auf  ihren  Axen  dargestellt  sind,  genau  nach  der 
Vectorenregel  zusammengesetzt. 

Noch  kürzer  lässt  sich  die  vorstehende  Regel  ausdrücken  durch  den 

Ersten  Hauptsatz:  Unendlich  kleine  Drehungen  sind 
linienflüchtigo  Vectoren. 

Derselbe  enthält  alles,  was  wir  bisher  über  unendlich  kleine 
Drehungen  um  sich  schneidende  Axen  ausgesagt  haben.  Nämlich: 
Eine  unendlich  kleine  Drehung  kann  dargestellt  werden  durch  einen 
Vector  ab(aß)  von  bestimmter  Richtung  und  Länge.  Die  Länge  ist 
gleich  der  Amplitude  der  Drehung,  der  Vector  liegt  auf  der  Drehungs- 
axe  und  ist  so  gerichtet,  dass  die  Reihenfolge  [a  ist  der  Anfangs-,  ß 
der  Endpunkt]  seiner  Grenzpunkte  den  Sinn  der  Drehung  eindeutig 
bestimmt  (vergl.  194  No.  1).  Der  Vector  aß  kann  sich  auf  der 
Drehungsaxe  beliebig  verschieben.  Schneiden  sich  zwei  Drehungsaxon, 
auf  denen  die  beiden  Drehungen  aß  und  yS  aufgetragen  sind,  im 
Punkte  0,  so  kann  man  demgemäss  die  Vectoren*  aß  und  yS  so  auf 
ihren  Axenlinien  verschieben,  dass  a  und  /  in  o  zusammenfallen;  dann 
sind  sie  Vectoren,  welche  beide  am  Punkt  o  angreifen,  werden  also 
nach  dem  aus  dem  ersten  Buch  bekannten  Vectorengesetz  an  o  zu- 
sammengesetzt. Fallen  aß  und  yd  in  dieselbe  Gerade,  so  addiren  sie 
sich  algebraisch. 
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Anm.  1.  Die  Linien  of  und  og  der  Figur  sind  nach  dem  Gesagten  unend- 
lich klein  zu  denken.  Man  kann  die  Zeichnung  in  endlicher  Grosse  als  rich- 
tige Darstellung  der  Verhältnisse  ansehen,  wenn  man  die  drei  Differentiale  «fcp, 
d*h  und  d^  durch  ein  und  dieselbe  willkürliche  unendlich  kleine  Grosse  dt  divi- 

dirt,  und  of=:~-t   og  =  —  -  macht,    wo  dann  oh  = —r-  ist.     Diese  Bemer- 

,  de  dt  dt 

kung  gilt  für  den  ganzen  Paragraphen. 

Anm.  2.  Der  Satz,  dass  unendlich  kleine  Drehungen  um  sich  schneidende 
Axen  wie  Vectoren  zusammensetzbar  sind,  hätte  sich  auch  direct  aus  der  Be- 
merkung ergeben,  dass  eine  unendlich  kleine  Drehung  sich  durch  ein  Moment 
darstellen  lässt;  dreht  sich  der  Punkt  ir  um  0,  so  beschreibt  der  Radius  Ott  einen 
Sector,  der  sich  bei  unendlich  kleiner  Drehung  auf  ein  Dreieck  red ucirt,  dessen 
Spitze  in  0,  dessen  rechter  Winkel  an  n  liegt.  Man  würde  also  die  ganze  un- 
endlich kleine  Drehung  bestimmen  können  durch  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks, 
welches  ein  im  Abstand  1  von  der  Axe  liegender  Punkt  n  bei  der  Drehung 
beschreibt;  dies  Dreieck  ist  aber  die  Hälfte  eines  Moments  vom  Arm  1  und  vom 
V'ector  dff.  Also  müssen  sich  unendlich  kleine  Drehungen  auch  wie  Momente, 
d.  h.  wie  Vectoren,  zusammensetzen  lassen. 

Das  Verfahren  der  Zusammensetzung  lässt  sich  ohne  weiteres 
ausdehnen  auf  beliebig  viele  unendlich  kleine  Drehungen,  deren  Axen 
so  liegen,  dass  jede  die  Resultante  aller  vorhergehenden  schneidet. 
Die  beiden  ersten  setzt  man  an  ihrem  Durchschnittspunkt  o,  zusam- 
men; wird  die  Axe  der  resultirenden  Drehung  von  der  Axe  einer 
dritten  unendlich  kleinen  Drehung  in  o,  geschnitten,  so  kann  man  diese 
dritte  Drehung  mit  der  Resultante  der  beiden  ersten  an  o^  zusammen 
setzen  u.  s.  w. 

Endlich  ist  nach  dem  Vorigen  selbstveretändlich,  dass  eine  ge- 
gebene u.  kl.  Drehung  d3^  sich  an  irgend  einem  Punkt  ihrer  Axe  in 
zwei  sich  schneidende  Componenten  zerlegen  lässt;  diese  lassen  sich 
wieder  zerlegen  etc.  Insbesondere  kann  man  jedes  dd^  in  drei  Com- 
ponenten d^a«,  dv^y,  dx^t  zerlegen,  welche  (d.  h.  deren  Axendarstellungen) 
den  Coordinatenaxen  der  x,  y,  z  parallel  sind. 

2)  Unendlich  kleine  Drehungen  um  parallele  Axen.  In 
Fig.  71  fällt,  wenn  die  Drehungen  g>  und  ip  unendlich  klein  werden, 
wo  wir  sie  wieder  dq)  und  dip  schreiben,  c  in  die  Gerade  ab,  d^ 
bleibt  gleich  d<p+k\p^  für  die  Lage  von  c  aber  gilt  Gl.  (3)  des  vorigen 
Paragraphen  (Seite  542) 

(3)         'JT  ^^  H —     ^^^^     ac.dg>  =  bc.d^. 
Hält  man  sich  zunächst  an  den  Fall  der  Fig.  77,   in  welcher 
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Flg.  77. 


■ 

<■ 

dy 

/  ^ 

Ji 

~ 
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die  ADfaogspunkte  a  und  h  der  beiden  Axeoabschnitte  durch  eine 
Gerade  ab  verbanden  sind,  die  senkrecht  auf  den  Axen  X  und  /* 
steht,  so  ergiebt  sich  daraus  folgende  Construction  Fig.  77,  a,  b: 

Man  stelle  eine  jede 
der  beiden  Drehungen  d^ 
und    dx^    durch    ihren 
Axenabschnitt,    dar;    in 
den  Figuren  77,  a,  b  sei 
af  die  Uarstellung  von 
dif  und  hg  die  von  d^p; 
die  Axenabschnitte  seien 
so  gelegt,  dass  ah  senk- 
recht auf  af  steht.    Man 
bezeichne  willkürlich  die 
Richtung   af  als  die  positive  und  nenne  einen 
der   beiden  Vectoren  dtp  und  d\p,   gleichfalls 
willkürlich,    den   ersten.     Dann  schneide   mau 
auf  der  Richtungslinie  des  ersten  Vectors  den  zweiten   in  der  gege- 
benen, auf  der  Richtungslinie  des  zweiten  den  ersten  in  umgekehrter 
Richtung  ab;  sind  k  und  l  die  Endpunkt«  dieser  Abschnitte,  so  wird 
die  Gerade  kl  von  ah  im  Punkt  c  geschnitten. 

Betracbtet  iDan  rf?  als  den  ersten,  d^i  als  den  zweiten  Vector,  so  -stellt 
Fig.  77  a,  im  andern  Fall  stellt  Fig.  77  b  die  Conatruction  dar.  Im  ersten  Fall 
ist  ak  ^  hg,  und  W  ^  — a/,  im  zweiten  ist  h\  =  af  und  ak  ^  — 6j;  der  Durch- 
scbnitUpunkt  c  ist  in  beiden  Fällen  derselbe.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
ucjt  und  hd  folgt  ac;(6  ^  ai;  i/=  di)i  :iftp,  was  mit  der  Bedingung  (3)  über- 
einstimmt. 

Trägt  man  in  c  die  Länge  ch  =  d(p+dip  auf,  so  ist  ck  der 
Vector  d9,  die  Axendarstellung  der  resultirenden  Drehung.  Dies  rftf 
kann  nun  auf  seiner  Richtungslinie  beliebig  verschoben  werden.  Die 
Zulässigkeit  der  beiden  Figuren  77,  a  und  b  enthält  den  Satz: 
Die  Reihenfolge  der  beiden  Drehungen  d<p  und  d^  ist  gleichgültig. 
Derselbe  ei^iebt  sich  auch  direct  daraus,  dasa  die  zweite  Axe  durch 
die  erste  Drehung  nur  unendlich  wenig  verrückt  wird. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Linienflücbtigkeit  von  dy>,  d\p  und  d^ 
braucht  man  sich  aber  nicht  streng  an  Fig.  77  zu  halten;  man  kann 
vielmehr  die  beiden  Vectoren  dtp  und  dtp  in  jeder  ihnen  zukom- 
menden Lage  nehmen,   ihre  Anfangspunkte  durch  eine  Gerade  a'b' 
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Fig.  79. 


verbinden,    die  Länge  dip   von   a'  aus  auf  der  Fig.  78. 

Richtungslinie  von  dg>,  und  die  Länge  — d(p  von 
l'  aus  auf  der  RichtuDgslinie  von  dijj  abtragen; 
sind  k'  und  V  die-  Endpunkte  dieser  Längen  so 
schneidet  k'V  die  Linie  a'i'  in  einem  Punkt  der 
Richtungslinie  von  d^.     Vergl.  Fig.  78. 

Denn  wegen  der  Aehnlicbkeit  von  a'c'k'  mit  b'c'H  ist 
aV .  dff  =  b'c'df^.  Zieht  man  nun  durch  c'  die  Gerade  ab 
senkrecht  zu  a'f\  so  ist  a'c' :  b'c'  =  ac* :  bc\  also  auch 
ac\d^  =  bc'.dvy  demnach  c'  ein  Punkt  der  Axe  von  rfft. 

Haben  die  beiden  Drehungen  ent- 
gegengesetztes Zeichen,  die  Axenabschnitte 
dg>  und  dijj  also  entgegengesetzte  Rich- 
tung, so  nimmt  die  Construction  die  Ge- 
stalt Fig.  79  an,  wo  b'V  =  a!f  =  d(p, 
a'k'  =  — b'g'  =  — dip  ist.  Der  Durch- 
schnittspunkt c'  fallt  dann  ausserhalb  der 
Strecke  a'i'  auf  die  Seite  der  absolut 
grösseren  Componente,  während  er,  wenn 
d(p  und  dip  gleichen  Sinn  besitzen,  zwi- 
schen a*  und  V  liegt. 

Denkt  man  sich  an  die  Stelle  der  Vectoren  dy  und  dtp  zwei 
Massen  von  der  Grösse  d(p  und  dip  gesetzt  (besitzen  dg)  und  dtp  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen,  so  ist  die  eine  dieser  Massen  negativ),  oder, 
was  dasselbe  sagt,  denkt  man  sich  jede  der  beiden  Linien  a'/'  und  b^g* 
mit  Masse  erfüllt,  deren  Liniendichtigkeit  +1  für  positive,  — 1  für 
negative  Drehungen  ist,  so  besitzen  diese  Massen  einen  Massenmittel- 
punkt 5,  und  wenn  man  die  Mitte  von  a'/'  mit  a,  die  Mitte  von 
b'g'   mit    ß    bezeichnet,    so    ist  s  bestimmt    durch    die   Bedingung 

as.dg)  =  ßs.difj.  D.  h.  die  Resultante  dd'  geht  durch  s.  Um  aus- 
drücklich darauf  hinzuweisen,  dass  die  eine  der  beiden  Massen  d(p 
oder  difß  negativ  sein  kann,  wollen  wir  s  als  den  algebraischen 
Massenmittelpunkt  von  dg>  und  dtp  bezeichnen.  Dann  gilt  der 
Satz:  Die  Resultante  zweier  unendlich  kleinen  Drehungen  geht  durch 
den  algebraischen  Massenmittelpunkt  derselben.  Erinnert  man  sich 
nun  noch  daran,  dass  conventionsgemäss  der  Schwerpunkt  s  mit  der 
vereinigten  Masse  dqi-hdip,  also  in  unserm  Fall  mit  der  Länge 
d^  =  d(p-\'dip  von  der  Liniendichtigkeit  1  behaftet  zu  denken  ist, 
so  liegt  die    ganze  Theorie  der  Zusammensetzung  unendlich  kleiner 
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Drehungen  um  parallele  Axen  mit  kaum  misszuverstehender  Abkür- 
zung ausgesprochen  in  dem 

Zweiten  Hauptsatz.  Die  Resultante  zweier  unendlich 
kleinen  Drehungen  um  parallele  Axen  geht  parallel  den 
Componenten  durch  den  Schwerpunkt  der  Componenten, 
wenn  dtp^  dip  und  dS'  als  Axenabschnitte  dargestellt  sind. 

3)  Drehungspaare.  Die  Construction  der  Figur  79  versagt 
wieder  den  Dienst,  wenn  dg>  =  — dtp  ist;  denn  dann  wird  d^  =  0 
und  Ik  parallel  ai,  also  rückt  c  ins  Unendliche.  Die  directe  Be- 
trachtung des  Vorgangs  liefert  dann  mit  Fig.  73  sofort  den  Satz: 

Die  Resultante  zweier  unendlich  kleinen  Drehungen  von  entgegen- 
gesetzt gleicher  Grösse  um  parallele  Axen  ist  eine  unendlich  kleine 
Verschiebung  rfr,  welche  senkrecht  zur  Ebene  der  beiden  Axen  steht. 
Heisst  die  eine  Componente  dg>j  die  andere  — d(p,  und  <^der  Abstand 
der  Axen,  so  ist  dT:=S.d(p.  * 

Die  Combination  zweier  unendlich  kleinen  Drehungen  von  ent- 
gegengesetzt gleicher  Grösse  um  parallele  Ax^n  wollen  wir  xax'  dSo^ijv 
ein  Drehungspaar  nennen.  Jedes  Drehungspaar  ist  nach  dem  Vor- 
stehenden eine  Verschiebung,  ist  also  auch,  wie  diese,  ein  völlig 
freier  Vector.  Ein  Drehungspaar  kann,  wenn  Grösse,  Richtung  und 
Abstand  seiner  Componenten  sich  nicht  ändern,  beliebig  im  Körper  G 
verschoben  werden  —  denn  es  repräsentirt  in  allen  Lagen  die  gleiche 
Verschiebung  von  G.  In  ihrer  Eigenschaft  als  freie  Vectoren  können 
beliebig  viele  Drehungspaare  nach  dem  Vectorengesetz  zusammengesetzt 
werden.     Vollständig  deutlich  wird  dies  durch  folgende  Betrachtung: 


Fig.  80. 


t.^ 


Es  seien  af  gleich  d(p  und  bg  =  dip 
zwei  entgegengesetzt  gleiche,  parallele, 
linienflüchtige  Vectoren  irgend  welcher 
Art,  deren  Anfangspunkte  a  und  b  sind. 
Wir  nennen  sie  ein  Vectorenpaar.  Mit 
Rücksicht  auf  die  Linienflüchtigkeit  der- 
selben kann  der  Winkel  fab  ein  ganz  be- 
liebiger sein,  ohne  dass  sich  darum  der 
Werth  des  Paares  ändert.  In  ihrer  Ebene 
werde  ein  beliebiger  Punkt  o  ausgewählt; 

dann  besitzen  die  Vectoren  af  und  bg  in 
Bezug  auf  o  jeder  ein  Moment  und   die 
Summe  dieser  Momente  ist  das  Moment  des  Vectorenpaares  in  Bezug 
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auf  0.  Erster  Fall:  o  liege  ausserhalb  des  von  beiden  Vectoren  ein- 
geschlossenen Parallelstreifens,  o'  Fig.  80.  Dann  ist,  wenn  o'kl  das 
gemeinsame  Perpendikel  von  o  auf  af  und  c/b^ 

ok.af^   rechtsdrehend,  das  Moment  von  af,  und 

oLbff,  linksdrehend,  das  Moment  von  bg, 

also,  da  beide  Momente  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  (ol — ok)af 

oder  kLaf  das  Moment  des  Paares.   Bezeichnet  man  den  Abstand  kl 

mit  Sj  so  ist  es  S.af. 

Zweiter  Fall,    o  liege  innerhalb  des  Parallelstreifens,    o"  Fig.  80. 

Dann  ist  das  Moment  von  af  gleich  o'^k.af  linksdrehend,  und  das 
von  bff  gleich  o'^Lbff,   linksdrehend,   also    das   Moment   des    Paares 

(^o'^l+o^'k^af  oder  wiederum  S.af, 

Wir  erhalten  also  den  Satz:  Das  Moment  eines  Vectorenpaares 
bat  für  alle  Punkte  seiner  Ebene  den  nämlichen  Werth  ^.a/,  wo  S 
der  Abstand  der  Vectorenrichtungslinien  und  af  die  absolute  Länge 
eines  der  beiden  Vectoren  ist.  Dies  Moment  J.o/'kann  daher  schlecht- 
hin das  „Moment  des  Vectorenpaars^  (ohne  Angabe  eines  Bezugs- 
punkts) genannt  werden. 

Anm.  Man  bemerkt  leicht  die  beiden  folgenden  Specialsätze,  welche  zu- 
weilen brauchbar  sind:  1)  das  Moment  eines  Paares  ist  gleich  dem  Moment  des 
einen  Yectors  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  der  Richtungslinie  des  anderen. 
2)  Das  Moment  eines  Paares  ist  grössengleich  dem  Inhalte  des  durch  die  beiden 
Vectoren  bestimmten  Parallelogramms.  Hieraus  folgt  noch:  Zwei  Paare,  welche 
die  Seiten  eines  und  desselben  Parallelogramms  bilden,  haben  identische  Momente, 
wenn  sie  gleichen  Sinn  haben. 

Auf  dies  Moment  finden  unsere  früheren  Conventionen  über  geo- 
metrische Darstellung  von  Momenten  Anwendung.  Auf  der  Mitte 
der  Linie  ab,  in  c  er-  ^.^  g,  p.^  g^. 

richte  man  ein  Per- 
pendikel ch  zur  Ebene 
des  Paares,  und  gebe  f 

demselben  1)  die 
Länge   S.af   2)   sol- 
chen Sinn,  dass,  wenn 
man  von  seiner  Spitze 

aus  auf  die  Ebene  des  Paares  blickt,  das  Paar  linksdrehend  erscheint. 
Dann  ist  dies  Perpendikel  ch  die  geometrische  Darstellung  des  Mo- 
ments von  (af-^bg). 
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Anm.  Die  Vorschrift,  dass  das  Perpendikel  ch  gerade  in  der  Mitte  Ton  ab 
errichtet  werden  soll,  ist,  wie  sich  gleich  zeigen  wird,  überflüssig,  hat  aber  für 
den  Anfang  den  Vortheil,  dass  man  sich  das  Perpendikel  bestimmter  vorstellt, 
wenn  ihm  eine  bestimmte  Lage  angewiesen  wird. 

Nehmen  wir  nun  an,  von  den  beiden  Vectoren  af  und  bg  eines 
Paares  sei  ein  jeder  die  geometrische  Darstellung  einer  unendlich 
kleinen  Drehung,  so  lässt  sich  der  Satz  aufstellen:  das  in  der  eben 
angegebenen  Weise  dargestellte  Moment  ch  des  Paares  cUp-^dip  ist 
identisch  mit  der  Verschiebung,  welcher  das  Drehungspaar  dip-^dip 
äquivalirt. 

Denn:  1)  Constructionsgemäss  steht  es  senkrecht  auf  der  Ebene 
der  beiden  Äxen,  2)  hat  es  den  Längen werth  S.dq^^  3)  es  hat  den 
Sinn,  in  welchem  die  Verschiebung  erfolgt.  (In  Fig.  81  dreht  af  con- 
ventionsgemäss  den  Punkt  b  nach  oben,  in  Fig.  82  nach  unten;  ch  hat 
die  entsprechenden  Richtungen.)  Das  Moment  ch  stellt  also  die  resul- 
tirende  Wirkung  des  Drehungspaares  vollständig  und  gegenseitig  ein- 
deutig dar.  Da  diese  Wirkung*  ein  völlig  freier  Vector  (Verschiebung) 
ist,  so  ist  auch  ch  ein  völlig  freier  Vector  und  kann  im  Körper  G  belie- 
big seinen  Platz  wechseln,  so  lange  es  Grösse  und  Richtung  beibehält. 
Zwei  Drehungspaare  sind  identisch,  wenn  sie  gleiche  und  homoparallele 
Momente  haben. 

Beliebig  viele  Drehungspaare,  die  im  Körper  G  gegeben  sind, 
lassen  sich  demnach  als  freie  Vectoren  zusammensetzen. 

Alle  vorstehenden  Resultate  sind  ausgesprochen  in  dem 

Dritten  Hauptsatz.  .  Drehungspaare  sind  durch  ihre 
Momente  bestimmt  und  sind  vollkommen  freie  (Verschie- 
bungs)vectoren.  

Eine  beliebige  *  unendlich  kleine  Verschiebung  ab  oder  dv  kann 
umgekehrt  jederzeit  als  Moment  eines  Drehungspaares  aufgefasst  wer- 
den. Die  Axen  des  Paares  liegen  in  irgend  einer  Ebene,  welche  auf 
der  Verschiebung  senkrecht  steht;  ihr  Abstand  8  von  einander  ist 
willkürlich,  ihre  Richtung  linksweisend,  wenn  man  a  ia  die  Ebene 
des  Paares  zwischen  die  Axen  legt  und  von  b  aus  auf  die  Axen  hinab- 
schaut, die  Grösse  des  Drehungswinkels  d^  ist  durch  die  Bedingung 
S,d(p  =  dt  bestimmt.  Welche  Lage  sie  in  ihrec  Ebene  einnehmen  ist 
gleichgültig. 

196.  Die  allgemeine  unendlich  kleine  Bewegung  eines 
starren  Korpers.  Bei  der  allgemeinsten  Bewegung  des  Körpers  G 
gelangen  drei  Punkte  a,  /?,  /  von  G  aus  drei  Anfangslagen  ayb^cin 
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drei  Endlagen  a\  b\  c\  Gemäss  §  192  kann  der  Unterschied  zwischen 
der  ersten  und  zweiten  Lage  herbeigeführt  werden  durch  drei  successive 

Operationen:  1)  eine  Verschiebung  aa\  welche  a  von  a  nach  a'  führt; 
2)  eine  Drehung  um  eine  durch  a'  gehende  Axe,  welche  ß  von  b  nach 
V  führt,  3)  eine  Drehung  um  die  Axe  a!b\  welche  y  von  c  nach  c' 
bringt.  .Gemäss  194^  6  können  die  beiden  Drehungen,  deren  Axen 
sich  in  a'  schneiden,  zu  einer  einzigen  zusammengesetzt  werden.  Wir 
erhalten  also  den  Satz: 

Die  allgemeinste  Bewegung  eines  starren  Körpers  lässt  sich  immer 
auf  eine  Verschiebung  und  eine  Drehung  reduciren. 

Und  da  nun  die  unendlich  kleine  Verschiebung  als  Drehungspaar 
aufgefasst  werden  kann,  so  lässt  sich  derselbe  Satz  für  unendlich 
kleine  Bewegungen  aussprechen: 

Jede  unendlich  kleine  Bewegung  eines  starren  Körpers 
lässt  sich  auf  eine  Drehung  und  ein  Drehungspaar  reduciren. 
In  Specialfallen  kann  die  eine  von  diesen  Componenten  Null  werden. 

2.    Die  Kräfte  am  starren  Körper. 
197.   Die  Linienflflchtigkeit  der  Kräfte  am  starren  Korper. 

Kräfte,  welche  an  einem  ausgedehnten  Gebilde  O  thätig  sind,  unterscheiden 
sich  Ton  Kräften,  die  an  einem  Punkt  wirken,  dadurch,  dass  jene  an  verschie- 
denen Stellen  des  Gebildes  Q  angreifen  können,  während  Kräfte  am  Punkt  (x 
immer  nur  einen  Angriffspunkt,  den  Punkt  \l  selbst,  haben.  Die  Besonderheiten, 
welche  die  Kräfte  am  starren  Körper  zeigen,  werden  also  wesentlich  von  der 
Lage  ihrer  Angriffspunkte  abhängig  sein,  eine  Bemerkung,  welche  allen  folgenden 
Betrachtungen  zu  Grunde  liegt. 

Satz  1.  Zwei  Kräfte  von  gleicher  absoluter  Grösse  and  entgegen- 
gesetzter Richtung,  welche  in  die  gleiche  Gerade  fallen,  bringen  an 
einem  starren  Körper  die  Wirkung  Null  hervor. 

Beweis.  Es  seien  mn  und  pq  zwei  entgegengesetzte  gleiche  Kräfte,  welche 
in  dieselbe  Doppelrichtungslinie  fallen,  übrigens  aber  auf  dieser  Linie  beliebig 
gelegene  Angriffspunkte  haben.  Sollen  dieselben  am  Körper  G  irgend  eine  Wir- 
kung hervorrufen,  so  muss  diese  Wirkung  eine  Bewegungsänderung  sein,  also 
entweder  eine  Deformationszunahme  oder  eine  Lagenwech^eländerung.  Ist  O 
starr,  so  ist  die  Deformation  überhaupt  ausgeschlossen,  es  bleibt  also  nur  eine 
Wirkung  auf  den  Lagenwechsel  möglich.  Dieser  ist  nach  196.  jedenfalls  auf 
eine  Drehung  und  eine  Verschiebung  reducirbar.  Nun  genügen  aber  die  beiden 
Kräfte  mn  und  pq  erstens  dem  Princip  der  Flächen;  denn  ihre  Momentensumme 
in  Bezug  auf  eine  beliebige  Axe  ist  Null  (der  Arm  ist  für  beide  der  gleiche,  die 
Kraft  entgegengesetzt  gleich).  Also  ändern  sie  das  Rotationsmoment  keines  Punktes 
Yon  0,  Zweitens  genügen  sie  dem  Princip  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts, 
(verlegt  man  sie  an  den  Schwerpunkt,  so  ist  ihre  Summe  Null),  also   ändern  sie 
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die  Bewegung  des  Schwerpunkts  von  Q  nicht.  Folglich  bringen  sie  an  G  weder 
eine  deformatorische,  noch  eine  rotatorische  noch  eine  translatorische  Aenderung 
hervor,  d.  h.  ihre  Gesammtwirkung  ist  Null. 

Denken  wir  uns  die  Kraft  mn  auf  ihrer  Richtungslinie  verschoben, 
so  dass  sie  einen  anderen  Anheftungspunkt  m'  bekommt;  in  der  neuen 
Lage  heisse  sie  7n!n\  Der  vorstehende  Satz  gilt  dann  sowohl  für  die 
Combination  w!v!^pq^  wie  für  mn-^pq.     Wir  haben  also 

0  =  m*7i!-^pq  =  mn-^pq^ 


d.  h. 


rn!n!  ^mn. 


Eine  Kraft  am  starren  Körper  bleibt  sich  selbst  äquivalent,  wenn  sie 
auf  ihrer  Richtungslinie  beliebig  verschoben  wird.    M.  a.  W.  heisst  das 

Erster  Hauptsatz.  Kräfte  am  starren  Körper  sind  linien- 
flüchtige Vectoren. 

NB.  Dieser  Satz  spricht  nicht  eine  Eigenschaft  der  Kräfte  an  sich, 
sondern  eine  Eigenschaft  des  starren  Körpers  aus. 

Die  doppelt  gerichtete  gerade  Linie,  in  welcher  eine  Kraft  liegt, 
wollen  wir  von  jetzt  ab  die  Angriffslinie  der  Kraft  nennen. 

198.  Sich  schneidende  Kräfte.  Zwei  Kräfte  heissen  „sich 
schneidend"  wenn  ihre  Angriffslinien  sich  schneiden.  Ist  o  der  Durch- 
schnittspunkt der  letzteren,  so  kann  man  beide  Kräfte  so  verschieben, 
dass  ihre  Angriffspunkte  in  o  fallen;  sie  haben  dann  den  gemein- 
schaftlichen Angriffspunkt  o;  an  diesem  sind  sie  nach  dem  bekannten 
Vectorengesetz  zusammenzufügen.  Ist  /  die  eine,  g  die  andere  Kraft, 
so  ist  f-^ ff  die  Resultante  von  beiden,  f-^g  ist  auf  seiner  durch  o 
gehenden  Angriffslinie  linienflüchtig. 

Sind  beliebig  viele  Kräfte  gegeben,  von  denen  jede  folgende  die 
Resultante  aller  vorhergehenden  schneidet,  so  lässt  sich  das  Verfahren 
der  Zusammensetzung  auf  sie  alle  anwenden.  Insbesondere  ist  das 
der  Fall,  wenn  mehrere  Kräfte  sich  in  einem  Punkt  o  schneiden;  man 
kanji  sie  sämmtlich  nach  o  verschieben  und  dort  in  bekannter  Weise 
zusammensetzen. 

Umgekehrt  kann  eine  einzelne  Kraft  /  jederzeit  in  bekannter 
Weise  in  zwei  oder  mehrere  Kräfte  zerlegt  werden,  die  sich  in  einem 
Punkt  0  ihrer  Angriffslinie  schneiden.  Diese  Zerlegung  kann  dann 
weiter  getrieben  werden,  indem  man  eine  der  Componenten  linien- 
flüchtig verschiebt  und  nochmals  zerlegt  etc.  Insbesondere  kann  man 
jede  Kraft /in  drei  Axencomponenten  parallel  x^y^z  zerlegen,  die 
sich  in  einem  Punkt  der  Angriffslinie  von  /  schneiden. 
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Sämmtliche  Regeln,  die  sich  auf  den  Fall  sich  schneidender  Kräfte 
beziehen,  sind  aus  dem  ersten  Buch  bereits  bekannt,  sobald  die  Linien- 
flüchtigkeit berücksichtigt  wird,  sind  also  im  ersten  Hauptsatz  mit 
enthalten. 


199.   ParaUele  Kräfte. 

/  und  g  seien  zwei  parallele 
Kräfte,  die  in  Fig.  82  durch 
ap  und  bq  dargestellt  werden. 
Wir  setzen  dem  System  der 
beiden  Kräfte  zwei  Kräfte  ad 
und  bl  von  willkürlicher  aber 
entgegengesetzter  Grösse  zu, 
die  in  die  Verbindungslinie 
ab  der  Angriffspunkte  von  / 
und  g  fallen.    Da  ad-^bl  =  0 

ist  das  System  f-^g^ad-^bl 
äquivalent  mit  f-^g-  Nun 
setzt  sich  ad  mit  ap  zu  der 
Diagonale  ah  zusammen  und 


Fig.  83. 


bq  mit  bl  zu  bk.  Also  ist  ah-^bk  äquivalent  mit  f-^g-  Die  An- 
griffslinien von  ah  und  bk  schneiden  sich  aber  in  einem  Punkt  r, 
und  wenn  sowohl  ah  wie  bk  an  c  verlegt  werden,  nehmen  sie  die 
Lagen  cm  und  cn  an.  cm  und  cn  aber  lassen  sich  an  c  zusammen- 
setzen, cm  kann  man  sich  in  zwei  Componenten  es  und  et  zerlegt 
denken,  von  denen  es  ^  ad,  ct^  ap  ist;  ebenso  zerlegt  sich  cn  in 
cu^  bl  und  cv  ^bq.  cs-^cu  =  0,  et  und  cv  aber  fallen  in  dieselbe 
Gerade,  ihre  Resultante  ist  an  Länge  gleich  ihrer  algebraischen  Summe. 

Macht  man  also  er  parallel/  und  gleich/-!-^,  so  ist  er  die  Resul- 
tante/-T-^r.     Wir  erhalten  somit  den  ei*sten  Satz: 

Die  Resultante  zweier  parallelen  Kräfte  ist  im  Allgemeinen  eine 
dritte,  den  Componenten  parallele  Kraft  und  gleich  der  algebraischen 
Summe  der  Componenten. 

Es  erübrigt  noch,  ihre  Angriffslinie  zu  bestimmen.  Ist  w  der 
Punkt,  in  welchem  die  Resultante  von  ab  geschnitten  wird,  so  ist 
dcawooadh^  und  Jcwbooblk,     Also 

aio  :cw  =  ad:  dh 

bic  :cw  =-  bl  :lk  =  ad  :lk 

awibw  =  Ik  :  dh     oder  atc ,/  =  bw.g. 
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Die  Angriffslinie  der  Resultante  theilt  die  Linie,  welche  irgend 
zwei  Punkte  der  AngriflEslinien  der  Componenten  miteinander  verbin- 
det, 80  dass  die  Stücke  sich  umgekehrt  verhalten,  wie  die  Kräfte. 
Denkt  man  sich  die  Vectoren  /  und  g  mit  Masse  von  der  Linien- 
dichtigkeit erfüllt,  so  lautet  das  Ergebniss  kurzer: 

Zweiter  Hauptsatz:  Die  Resultante  zweier  parallelen 
Kräfte  geht  den  Componenten  parallel  durch  den  algebrai- 
schen Massenmittelpunkt  derselben. 

Erinnert  man  sich  der  Convention,  wonach  der  Schwerpunkt  stets 
mit  der  Gesammtmasse  des  Systems  behaftet  zu  denken  ist,  so  ist  in 
diesem  Satz  auch  angedeutet,  dass  die  Resultante  an  Grösse  gleich 
der  algebraischen  Summe  der  Componenten  ist. 

In  Fig.  83  ist  stillschwei- 
^^*  gend  vorausgesetzt,  dass  / 

^  und  g  gleiche  Richtung,  also 

gleiches  Vorzeichen  haben. 
Ist  das  nicht  der  Fall,   so 
fuhrt  die  gleiche  Construc- 
tion    zum    Ziel,    so   lange 
nicht  /  =  — g  ist.    Vergl. 
Fig.  84,   die  ohne  weitere 
Erläuterung  verständlich 
sein  wird;  die  Buchstaben- 
bezeichnung ist  dieselbe  wie 
in  Fig.  83.     ci^af  und 
cv=:hq  sind  die  übrigblei- 
benden Componenten;   die 
Resultante  ist  die  Differenz  ihrer  absoluten  Werthe,   d.  i.  die  alge- 
braische Summe /+^. 

Die  Angriffslinie  der  Resultante  fallt  zwischen  die  Componenten, 
wenn  beide  gleiches  Zeichen  haben,  sie  liegt  ausserhalb  derselben  auf 
der  Seite  der  absolut  grösseren,  wenn  /  und  g  entgegengesetzte  Rich- 
tung besitzen.  Ueber  den  algebraischen  Schwerpunkt  ist  dasselbe  zu 
bemerken,  wie  in  §196.  Man  findet  ihn  mittels  der  in  Fig.  77,  78 
und  79  angegebenen  Construction. 

Wenn  wir  vorläufig  den  Fall,  wo  die  Resultante  Null  wird,  aus- 
schliessen,  lässt  sich  das  Gesagte  sofort  auf  beliebig  viele  parallele 
Kräfte  anwenden.  Die  Resultante  der  beiden  ersten  ist  parallel  der 
dritten,  lässt  sich  also  mit  dieser  nach  dem  ang^ebenen  Verfahren 
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zusammensetzen  u.  s.  w.  Man  kann  erst  alle  positiven,  dann  alle 
negativen  Kräfte  combiniren  und  hierauf  die  beiden  Resultanten  end- 
gültig zusammensetzen.  Man  erhält  also  den  Satz:  beliebig  viele 
parallele  Kräfte,  die  an  einem  starren  Körper  angreifen,  lassen  sich, 
wenn  sie  sich  nicht  gerade  auf  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Resul- 
tanten reduciren,  zu  einer  einzigen,  den  Componenten  parallelen  Resul- 
tante vereinigen.  Diese  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  sämmt- 
1  icher  Componenten  und  geht  durch  den  algebraischen  Massenmittel- 
punkt der  letzteren. 

Anm.  Hierher  rührt  die  Benennuiig  „Schwerpunkt''.  Der  Massenmittelpunkt 
wurde  in  §  108  ohne  alle  Rücksicht  auf  Kräfte  im  Allgemeinen  und  auf  die 
Schwere  im  Besonderen  definirt.  Ist  aber  ein  ponderabler  Körper  M  auf  der 
Erde  gegeben,  so  bringt  die  Schwere  an  jedem  seiner  Elemente  eine  abwärts 
gerichtete  Kraft  g,dM  an.  Alle  diese  Kräfte  sind  parallel,  setzen  sich  also  zu 
einer  einzigen  Kraft  g.M  zusammen,  deren  Angriffslinie  nach  dem  obigen  durch 
den  Massenmittelpunkt  von  M  geht  Der  Massenmittelpunkt  von  M  Terhält  sich 
also  so,  als  ob  die  ganze  Gravitationskraft  gM  in  jeder  Lage  Yon  M  an  ihm 
angriffe;  desshalb  heisst  er  Schwerpunkt.  Die  Betrachtung  paralleler  Kräfte  ist 
älter  als  die  Geometrie  der  Massen;  der  Massenmittelpunkt  —  Schwerpunkt  wurde 
zuerst  in  seiner  Eigenschaft  als  Angriffspunkt  der  parallelen  Schwerkräfte  er- 
kannt: weit  später  konnte  man' ihn  direct  als  Mittelpunkt  der  Abstandsquantitäten 
definiren;  demgemäss  ist  auch  die  Benennung  „ Schwerpunkt*'  älter  als  der  Name 
„Massenmittelpunkt". 

200.    Kräftepaare.    Die  Construction  Fig.  84  versagt  eben  so 
wie  die  Fig.  79   den  Dienst,   wenn  /= — g  wird.    Die  Resultante 
f+g  wird  dann  Null,    und   hk  wird 
parallel  «A,  also  rückt  c  ins  Unend-  ^^' 

liehe.  Das  System  f-^g  repräsentirt 
keine  bestimmte  Einzelkraft.  . 

Zwei  antiparallele  Kräfte  von  glei-  a_ ]__ 

eher  absoluter  Grosse  bilden  daher  zu- 
sammengenommen eine  Grösse  sui  ge- 
neris,  die  sich  nicht  auf  eine  einzelne 
Kraft  reduciren  lässt.  Wir  nennen 
sie  ein  Kräftepaar  und  betrachten  sie  direct. 

Satz  1.  Ein  Kräftepaar  besitzt  für  alle  Punkte  seiner  Ebene 
dasselbe  Moment.  Ist  /  die  eine  Kraft  desselben  und  8  der  Abstand 
der  beiden  Angriffslinien,  so  ist  der  absolute  Werth  des  Moments  S,f. 

Beweis.    Ist  schon  in  195.9  3  geliefert. 

Dies  Moment  nennen  wir  schlechthin  „das  Moment  des  Kräfte- 
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paars".  Wir  stellen  es  zunächst  in  der  Weise  geometrisch  dar,  dass 
wir  auf  der  Verbindungslinie  ab  der  beiden  Angriffspunkte  von  /  und 
— /  einen  Punkt,  am  bequemsten  den  Mittelpunkt  c  auswählen  und 
auf  diesem  eine  Gerade  ch  errichten,  welche  1)  senkrecht  auf  der 
Ebene  des  Kräftepaars  steht,  2)  die  Länge  8. f.  hat,  3)  so  gerichtet 
ist,  dass  wenn  man  von  h  aus  auf  die  Ebene  des  Eräftepaars  hinab- 

Fig.  86.  schaut,  die  beiden  Kräfte  nach  links 

ziehend  erscheinen.  Die  so  constru- 
irte  Grösse  ch  nennen  wir  den  Vec- 
tor  des  Kräftepaars. 

Die  Linienflüchtigkeit  der  Einzel- 
kräfte hat  auf  den  Werth  des  Mo- 
ments keinen  Einfluss.  Das  ist  be- 
reits aus  der  Theorie  der  Momente 
bekannt.  Ist  in  Fig.  85  a6  =  a'6' 
=  a"6"  =  —cd  =  — c'd'  =  — c"d", 
so  haben  die  Kräftepaare  ab-^cd^ 
ab-^c*d\  a*^V^-^c^d\  u.  s.  w.  sämmt- 
lich  dasselbe  Moment,  wie  auch  a, 
a\  c,  c'  etc.  auf  ihren  Angriffslinien 
liegen  mögen. 

Satz  2.  Ein  Kräftepaar  ändert  sich  nicht,  d.  h.  seine  Wirkung 
auf  den  von  ihm  angegriffenen  starren  Körper  bleibt  dieselbe,  wenn 
seine  Kräfte  auf  ihrer  Angriffslinie  beliebig  verschoben  werden. 

Denn  die  Kräfte  selbst  ändern  sich  dadurch  nicht. 

U.  A.  kann  also  jedem  schiefwinkligen  Kräftepaar  ein  rechtwink- 
liges von  gleicher  Kraft  und  gleichem  Moment  substituirt  werden. 

Satz  3.  Ein  rechtwinkliges  Kräftepaar  ändert  sich  nicht,  wenn 
es  congruent  mit  sich  selbst  in  seiner  Ebene  um  seinen  Mittelpunkt 
um  einen  beliebigen  Winkel  gedacht  wird. 

Beweis.  Das  Kräftepaar  sei  af-^hg^  Fig.  87,  S.  561.  Es  werde  aus  der 
ursprunglichen  Lage  um  den  Winkel  6c 6'  gedreht;  in  der  neuen  Lage  seien  a/' 
und  a'^'  seine  Kräfte.  Beträgt  die  Drehung  gerade  180^  so  liegt  nach  derselben 
b^g^  in  a/  und  a/'  in  hg,  es  leuchtet  also  ohne  Weiteres  ein,  dass  in  diesem 
Fall  das  Kräftepaar  seinen  Werth  nicht  geändert  hat.  In  jedem  andern  Fall 
schneidet  sich  g*b*  mit  ^6  in  einem  angebbaren  Punkt  p.  Man  verlege  nun  bg 
an  den  Angriffspunkt  q,  d.h.  man  mache  pg  =  bg  und  ersetze  bg  durch  pq; 
femer  kehre  man  b'g'  um  und  verlege  es  gleichfalls  an  9,  d.  h.  man  mache 
pq'  =  —b'g'.     Die   beiden  Kräfte  pq  und  pq'  setzen  sich   zusammen  zu  einer 
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Resultante  pm:   da  p  9'  an  Grosse  Fig.  87. 

gleich  pq  ist,  halbirt  diese  Resul- 
tante den  Winkel  qpq\  d.  h.  sie 
geht  durch  c.  So  erhält  man  also 
den  Satz:  hg-^Vg*  ^^pm^  und  pm 
geht  durch  c.  Ganz  ebenso  findet  /)^ 
sich  auf  der  linken  Seite  der  Figur 
af-f^vlf  =  »<,  und  si  geht  durch  c. 
Zugleich  ist  offenbar  st  an  Grosse 
gleich  p  m,  da  die  ganze  Figur  gegen 
c  symmetrisch  ist,  und  die  beiden 
Geraden  sc^pc  fallen  aus  demselben 
Grunde  zusammen.    Also  ist 

pm^8t==0,     d.h.     bg^a/^(b'g'-hay')  =  0     oder     b'g'^a'f  =  bg^af, 
was  zu  beweisen  war. 

Satz  4.  Ein  Kräftepaar  ändert  sich  nicht,  wenn  man  die  Rich- 
tung seines  Armes  und  seinen  Mittelpunkt  c  liegen  lässt,  semen  Arm 
und  seine  Kraft  aber  gleichzeitig  in  der  Weise  ändert,  dass  das  Mo- 
ment des  Kräftepaares  erhalten  bleibt. 

Beweis,     af  und    bg  Fig.  88. 

seien  die  Componenten  eines  4^ 

rechtwinkligen  Kräftepaares, 

a'/'  und  b'g'  die  Componen-  «r  ^ 

ten  eines  zweiten  und  es  sei 
a/.ab  =  a'/\a'b';  dann  sind 
beide  Paare  äquivalent  Zum 
Beweise  bringe  man  in  e  zwei 
entgegengesetzte  Kräfte  cp 
und    cq  an,   wobei   ep   der  Y 

Grösse  nach  gleich  (af—a'f) 

ist.  Dann  ist  das  System  a'f-^cp^b'g'^cq  äquivalent  mit  a'f^b'g'.  a'/'^-cp 
lässt  sich  aber  ersetzen  durch  eine  Result^inte,  deren  Länge  ay '+£;>,  also  gleich 
af  ist.  Den  Angriffspunkt  k  dieser  Resultante  auf  der  Linie  a'6'  findet  man 
mittels  der  bekannten  Proportion  a'k:ek  =  cp: a'/',  woraus 

(a'k-hck)  :  ek  =  (cp-ha'f)  i  a'f     oder     a'c  :  ck  =  af:  a'f. 

Die  obige  Bedingung  af,ab  =:  a'f'.a'b'  liefert  aber,  wenn  man  ab  und  a'b'  durch 
2  dividirt,  a'c:ca  =  afia'f;  also  föllt  k  mit  a  zusammen,  d.  h.  af  ist  auch  der 
Lage  nach  die  Resultante  von  a'f  und  cp.  Ebenso  ist  bg  die  Resultante  von 
6y  und  cq.     Also  ist  bg^af=  b'g'^cp^cq-ha'f  =  b'g'^a'f. 

Satz  5.  Ein  Kräftepaar  ändert  sich  nicht,  wenn  man  es  parallel 
mit  sich  selbst  beliebig  in  seiner  Ebene  verlegt. 

Beweis,     af-^bg  und  a'/-^b'g'  Fig.  89  seien  zwei  Kräftepaare,  die  sich  nur 
durch  die  Lage  ihres  Mittelpunktes  unterscheiden.    Man  mache  a'f"  =  — af  und 

Budde,   Mechanik.     II.  36 


-^^' 


Ä' 


«>-'' 


A 


V 


562 


Der  Dualismus  beim  starren  Körper. 


Fig.  89. 
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6y  =  — Vg\  a/"  und  hg  haben  eine 
Resultante  von  der  Län^e  26^,  welche 
mitten  zwischen  die  Parallelen  hg  und 
//"  fallt.  Ebenso  haben  af  und  6'/' 
eine  Resultante  von  der  Länge  2n/'; 
diese  föUt  mitten  zwischen  die  Par- 
allelen af  und  g'g^\  d.  h.  sie  fallt  mit 
der  Vorigen  zusammen.  Die  Resul- 
tante von  q/,  hg^  a'/"  und  6'^"  ist  also 
2a/-4-26^,  d.  h.  sie  ist  Null.  Dem- 
nach ist  af^hg^W^Vg")  =  0  oder  a/^hg  =  a'f^-b'g'. 

Satz  6.  Ein  Kräftepaar  ändei*t  sich  nicht,  wenn  es  parallel  mit 
sich  selbst  und  senkrecht  zu  seiner  Ebene  in  eine  parallele  Ebene 
verlegt  wird. 

Beweis,    af-^hg  und  a'/'-^b'g^  seien 
zwei  Kräftepaare  in  parallelen  Ebenen, 

a'f  ~  a/,     a'b'  ^  ab 

und  die  Verbindungslinie  ihrer  Mltteipunltte 
cc'  stehe  senkrecht  auf  ihren  Ebenen.  Man 
mache  a'f"  = —a'f  und  h'g"  =  ~b\g,  so 
dass  a'/"^bY  =  —Cay'^b'g*)  ist-  a'/" 
und  hg  haben  eine  Resultante  gleich  2bgy 
welche  in  der  Mitte  von  cc'  angreift;  b'g" 
und  o/  haben  eine  Resultante  gleich  2  a/, 
welche  gleichfalls  in  der  Mitte  von  cc'  an- 
greift.   Also  ist 

ay^by^af-hbg  =  2a/^2hg  =  0, 

also  —(aT4-h'g')4-af4-f>9  =  0  oder 
a'/'^-hV-^a/^bg. 

Alle  vorstehenden  Sätze  lassen  sich  zusammenfassen  in  den 
Satz  7.    Zwei  Kräftepaare  sind  äquivalent,  wenn  sie  gleiche  und 
gleichgerichtete  Momente  haben. 

Beweis.  Haben  die  Kräftepaare  gleichgerichtete  Momente ,  so  liegen  sie 
gleichsinnig  in  parallelen  Ebenen.  Ist  P  das  erste,  Q  das  zweite,  so  kann  man 
stets  P  in  Q  durch  folgende  Operationen  überführen.  1)  Man  verschiebe  P,  in- 
dem man  es  im  übrigen  unverändert  lässt,  senkrecht  zu  sich  selbst  in  die  Ebene 
von  Q.  2)  Man  verlege  P  in  dieser  Ebene,  bis  sein  Mittelpunkt  mit  dem  von  Q 
zusammentut.  3)  Man  mache  es  dort  rechtwinklig.  4)  Man  verlängere  oder 
verkürze  nach  Bedürfniss  seinen  Arm,  bis  derselbe  die  Grosse  des  Arms  von  Q 
hat.  5)  Man  drehe  es  in  der  Ebene  von  Q,  bis  sein  Arm  mit  dem  von  Q  zusammen- 
fällt. G)  Man  verschiebe  seine  Kräfte,  bis  P  denselben  Winkel  hat,  wie  Q.  Diese 
6  Operationen  machen  oiTenbar  P  identisch  mit  Q,  und  nach  den  Sätzen  1  bis  6 
lassen  sie  alle  den  Werth  von  P  unverändert:  also  war  Pvon  anfang  an  gleich- 
wert hig  mit  Q, 
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Man  kann  hiernach  ein  Kräftepaar  beliebig  im  Körper  G  umher- 
führen,  seine  Kräfte  schief  gegen  den  Arm  oder  rechtwinklig  dagegen 
legen,  es  drehen,  und  seinen  Arm  nebst  den  Kräften  verändern,  wie 
man  will,  so  lange  nur  die  Aenderung  derartig  ist,  dass  das  Moment 

sich  selbst  identisch  bleibt,  d.  h.  dass  8.af  seinen  Werth  und  seine 

Richtung  behält.  Das  Moment  8.af  ist  also  die  für  ein  Kräftepaar 
characteristische  Grösse,  und  wir  werden  demgemäss  ein  Kräftepaar 

kurz  als  „Kräftepaar  d.af^  bezeichnen,  wenn  sein  Moment  d.af  ist, 
oder  noch  kürzer  als  „Kräftepaar  w"  wenn  sein  Moment  durch  den 
einzigen  Buchstaben  m  bezeichnet  wird. 

Insbesondere  kann  man  das  Kräftepaar  m  immer  darstellen  durch 
ein  Kräftepaar  vom  Arm  1  und  einer  Kraft,  die  an  Grösse  gleich  m 
ist.  Die  beiden  Kräfte  m  und  — m  dieses  „reducirten  Paars"  müssen 
so  liegen,  dass  sie  linksziehend  erscheinen,  wenn  man  den  Vector  m 
mit  seinem  Anfangspunkt  in  ihren  Mittelpunkt  legt  und  das  Kräfte- 
paar von  der  Spitze  des  Vectorsaus  anschaut. 

8)  Zusammensetzung  von  Kräftepaaren,    a)  die  Axen  sind 

parallel.     8.af  und  d'.a'f  seien   zwei  parallele  Kräftepaare.     Nach 
Satz  7)  mache  man  ihre  Arme  gleich   1 
und  lasse  die  Arme  zusammenfallen.     In 
Fig.  91    sei   pq  r=  1^   pr  =  S.af   und 


Fig.  91. 
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ps  =  d\ay\  Sind  beide  Paare  gleich- 
sinnig, so  entsteht  Fig.  77  a,  im  andern 
Fall  Fig.  77  b.  In  jedem  Fall  haben  die 
Kräfte  pr  und  ps,  so  wie  die  entspre- 
chenden qt  und  qv  dieselben  Angriffs- 
linien, also  ist  die  Resultante  von  pr 
und  ps  einfach  die  algebraische  Summe 
pr-\-p8.  Also  das  resultirende  Kräftepaar 
ist  l.(p?'-t-j9s),  d.  i.  S,af+d'.ay\  Die 
Resultante  zweier  parallelen  Kräftepaare 
ist  die  algebraische  Summe  ihrer  Mo- 
mente. Denkt  man  sich  die  Momente 
als  Axenabschnitte  am  Punkt  c  darge- 
stellt, so  kann  man  sie,  da  sie  freie  Vectoren  sind,  in  dieselbe 
Gerade   schieben;    dann    ist   die  geometrische  Summe   dieser   beiden 

Axenabschnitte  gleichfalls  d,af+d\a'f';    also:    Wenn  man  die  Mo- 
mente   der    componirenden    Paare    in    der   Axendarstellung   auf  die 
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Fig.  92. 


gleiche  Richtungslinie  schiebt  und  geometrisch,  oder  was  in  diesem 
Falle  dasselbe  sagt,  algebraisch  addirt,  erhält  man  die  Axendarstellung 
des  resultirenden  Moments.  Zwei  parallele  Kräftepaare  m  und  w' 
haben  die  Resultante  m-\-m\ 

b)  Die  Axen  sind  gegeneinander  geneigt,  d.af  und  rf'.a/'  oder 
kürzer  m  und  n  seien  zwei  gegeneinander  geneigte  Kräftepaare.  Man 
denke  sie  rechtwinklig,  mache  wieder  ihre  Arme  gleich  1  und  lasse 
ihre  Mittelpunkte  zusammenfallen.  Ihre  Ebenen  schneiden  sich  dann 
in   einer  Geraden  pq^    und  man  kann   beide  Arme  in  diese  Gerade 

drehen.  Die  Paare  liegen 
dann,  wie  Fig.  92  zeigt, 
w'  p  r  sei  =  m,  g^  =  — m, 
ps  =  m\  qv  =  — m!, 
pr  und  ps  setzen  sich 
zusammen  zu  einer  Kraft 
pu-=  ym^+  n^+2m?icos(p^ 
wenn  (p  der  Winkel  der 
beiden  Ebenen  ist;  qt 
und  qo  liefern  ebenso  die 

Resultante    qw  = 
— ym'+n*-+-2w7icos7». 
Es  resultirt  also  einiCräf- 


tepaar  vom  Arm  1  und  von  der  Kraft  yrn'+n^-\-2imicos(p]  d.  h.  das 
resulirende  Kräftepaar  hat  das  Moment  Ym}'^n^+2mncos(p.  Ist  ch 
das  als  Vector  an  c  dargestellte  Moment  von  m(ch  =  m  und  senk- 
recht auf  der  Ebene  rpqt),  ck  das  Moment  von  w,  und  setzt  man  ch 
mit   ck   an   c   geometrisch   zu  der  Diagonale  cl  zusammen,   so   ist 

^/ =  ym*-|-ri*+2wwcosy,  also  längengleich  mit  dem  Moment  des 
tesultirenden  Kräftepaares,  cl  hat  aber  auch  die  Richtung,  welche  der 
geometrischen  Darstellung  des  resultirenden  Momentes  zukommt;  denn 
ch  steht  senkrecht  auf  rpqt,  ck  senkrecht  auf  spgr,  und  cl  macht  mit 
ch  und  ck  dieselben  Winkel,  wie  pu  mit  pr  und  ps\  also  steht  cl 
senkrecht  auf  der  Ebene  upqii\  d.  h.  auf  der  Ebene  des  resultirenden 
Paares;  ein  Blick  auf  die  Figur  zeigt  auch,  dass  cl  den  Sinn  hat, 
welcher  dem  Moment  von  pq.pu  zukommt.  Es  ergiebt  sich  also  die 
Regel:  Sind  m  und  n  zwei  gegeneinander  geneigte  Kräftepaare,  so 
denke  man  sich  dieselben  durch  ihre  Momente  in  bekannter  Weise 
geometrisch  dargestellt,  verschiebe  die  Vectoren,  welche  die  Momente 
darstellen,  frei  im  Räume,   bis  sie  sich  in  einem  Punkt  c  schneiden 
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und  setze  dort  m  mit  n  nach  dem  Vectorengesetz  zusammen.  Die 
Resultante  m-^n  ist  die  Vectorendarstellung  des  resultirenden  Kräfte- 
paares, bzw.  seines  Momentes. 

Alle  vorstehenden  Sätze  sind  zusammengefasst  im 

Dritten  Hauptsatz:  Eräftepaare  sind  vollkommen  freie, 
durch  die  geometrische  Darstellung  ihrer  Momente  eindeutig 
ausgedrückte  Vectoren. 

Der  Satz  enthält  folgende  Einzelsätze:  1)  Man  kann  ein  Eräfte- 
paar  frei  bewegen  und  jede  andere  Formänderung  mit  ihm  vornehmen, 
so  lange  man  nur  sein  Moment  nach  Grösse  und  Richtung  unver- 
ändert lässt.  2)  Gegeneinander  geneigte  Eräftepaare  werden  zusammen- 
gesetzt, indem  man  ihre  Momente  wie  freie  Vectoren  geometrisch 
addirt.  3)  Bei  parallelen  Eräftepaaren  degenerirt  die  geometrische 
Summation  zur  algebraischen. 

201.  Vorläufige  BedDction  beliebiger  Kräftegrnppen.  An 
einem  starren  Eörper  G  seien  n  beliebige  Eräftc  thätig;  eine  der- 
selben sei  /  =  ai,  Fig.  93.  Man  wähle  in 
G  einen  beliebigen  Punkt  o  aus  und  bringe 
in  0  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Eräfte  op 
und  oq  an,  von  denen  op^  ab  ist.  Dann 
ist  op-^oq-^ab  ^  ab.  op  ist  eine  Eraft, 
oq-^ab  ein  Eräftepaar.  Die  Einzelkraft  ab 
wird  also  ersetzt  durch  die  in  o  angreifende 
Eraft  op  und  das  Eräftepaar,  dessen  Theil- 
kräfte  oq  und  ab  sind.  Ist  /'  eine  zweite 
Eraft,  so  lässt  sich  /'  genau  ebenso  ersetzen 
durch  eine  Eraft  o//,  die  an  o  angreift  und  ein  Eräftepaar  oq'-^f\ 
Dasselbe  lässt  sich  mit  jeder  andern,  an  G  gegebenen  Eraft  aus- 
führen. Alle  n  Eräfte /,/',/"  u.  s.  w.  liefern  also,  auf  gleiche  Weise 
behandelt,  1)  an  o  eine  Reihe  von  n  Eräften  op,  op\  op*'  u.  s.  w.  die 
längengleich  und  homoparallel  mit  f,f\/^^  etc.  sind;  2)  eine  Reihe 
von  n  Eräftepaaren.  Die  Eräfte  op\  op"  u.  s.  w.  setzen  sich,  da  sie 
einander  in  o  schneiden,  zu  einer  Resultante  R  zusammen,  welche 
durch  0  geht;  die  n  Eräftepaare  setzen  sich  zu  einem  resultirenden 
Eräftepaar  AI  zusammen.     Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Eine  beliebige  Gruppe  von  Eräften,  die  an  einem  starren 
Eörper  angreifen,  lässt  sich  immer  auf  eine  Eraft  R  und 
ein  Eräftepaar  M  reduciren.  In  besonderen  Fällen  kann /?  oder 
M  zu  Null  werden. 
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Der  Dualismus  beim  starren  Körper. 


3.    Der  Dualismus. 
202.     Der  Inhalt  der  bisherigen  Untersuchung  lässt  sich  in  fol- 
genden Sätzen  zusammenstellen  —  dabei  denke  man  sich  Drehungen 
immer  durch  ihre  Axendarstellung  repräsentirt: 


1.  Unendlich  kleine  Drehungen 
sind  linienflüchtige  Vectoren. 

[U.  kl.  Drehungen,  deren  Rich- 
tungslinien (Axen)  sich  schneiden, 
werden  nach  dem  Vectorengesetz 
zusammengesetzt  und  zerlegt.] 

2.  Zwei  parallele  u.  kl.  Drehun- 
gen liefern  im  Allgemeinen  eine 
Resultante,  die  ihnen  parallel,  an 
Grösse  gleich  ihrer  algebraischen 
Summe  ist  und  durch  den  Schwer- 
punkt der  Componenten  geht. 

3.  In  dem  besondera  Fall,  wo 
zwei  parallele  u.  kl.  Drehungen 
entgegengesetzt  gleich  sind,  liefern 
sie  ein  Drehungspaar.  Der  Werth 
des  Drehungspaars  ist  bestimmt 
durch  sein  Moment,  und  dies  Mo- 
ment ist  ein  völlig  freier  Vector. 

4.  Jede  u.  kl.  Bewegung  eines 
starren  Körpers  reducirt  sich  auf 
eine  Drehung  und  ein  Drehungs- 
paar, von  denen  übrigens  eins  oder 
das  andere  den  Specialwerth  Null 
annehmen  kann. 


1.  Kräfte  am  starren  Körper 
sind  linienflüchtige  Vectoren. 

[Kräfte,  deren  Richtungslinien 
(Angriffslinien)  sich  schneiden 
werden  nach  dem  Vectorengesetz 
zusammengesetzt  und  zerlegt.] 

2.  Zwei  parallele  Kräfte  liefern 
im  Allgemeinen  eine  Resultante, 
die  ihnen  parallel,  an  Grösse  gleich 
ihrer  algebraischen  Summe  ist  und 
durch  den  Schwerpunkt  der  Com- 
ponenten geht. 

3.  In  dem  besondern  Fall,  wo 
zwei  parallele  Kräfte  entgegenge- 
setzt gleich  sind,  liefern  sie  ein 
Kräftepaar.  Der  Werth  des  Kräfte- 
paars ist  bestimmt  durch  sein  Mo- 
ment, und  dies  Moment  ist  ein 
völlig  freier  Vector. 

4.  Jede  Gombination  von  Kräften 
an  einem  standen  Körper  reducirt 
sich  auf  eine  Kraft  und  ein  Kräfte- 
paar, von  denen  übrigens  eines 
oder  das  andere  den  Specialwerth 
Null  annehmen  kann. 


Wie  man  sieht,  haben  unendlich  kleine  Bewegungen  und  Kräfte 
am  starren  Körper  völlig  übereinstimmende  Eigenschaften.  Sie  unter- 
liegen denselben  Gesetzen,  den  Gesetzen  linienflüchtiger  Vec- 
toren. Die  Drehung  entspricht  der  Kraft,  das  Drehungspaar  dem 
Kräftepaar.  Der  ganze  Unterschied  zwischen  den  Sätzen,  die  im  Vor- 
stehenden links  und  denen,  die  rechts  aufgestellt  sind,  besteht  darin, 
dass  wir  von  den  links  auftretenden  Begriffnen  von  vorn  herein  eine 
deutliche  Vorstellung  haben,  von  denen  rechts  nicht:  wir  wissen,  wie 
eine  Drehung  thatsächlich  „aussieht"  und  wissen,  dass  ein  Drehungs- 
paar eine  Verschiebung  bedeutet.    Dagegen  wissen  wir  uns  eine  Kraft 
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nur  unter  dem  Bilde  eines  geometrischen  Vectors  /  vorzustellen,  und 
demgemäss  ein  Kräftepaar  nur  unter  dem  Bilde  der  Figur    . — i — ^ , 

was  sie  thatsächlich  bedeuten,  wird  sich  erst  in  der  Kinetik  des  starren 
Körpers  herausstellen.  Das  Gesagte  genügt,  um  darzuthun,  dass  eine 
allgemeine  Untereuchung  über  linienflüchtige  Vectoren  das  nächste 
Bedürfniss  ist,  und  dass  deren  Resultate  einerseits  auf  Bewegungen, 
andererseits  auf  Kräfte  übei*tragbar  sein  werden. 

Anm.  1,  Der  Dualismus  zwischen  u.  kl.  Bewegungen  und  Kräften,  wie  er 
im  Obigen  dargestellt  wird,  ist  eine  Eigenschaft  des  starren  Körpers. 

Anm.  2.  um  den  Dualismus  herzustellen,  wäre  es  nicht  nöthig  gewesen, 
die  sämmtlichen  Sätze  1  bis  4  zu  entwickeln.  Vielmehr  genügt  der  Satz:  ,U.  kl. 
Drehungen,  wie  Kräfte,  sind  linienfluchtige  Vectoren^,  um  darzuthun,  dass  beide 
denselben  Gesetzen  unterliegen.  Hat  man  einmal  festgestellt,  dass  unendlich 
kleine  Drehungen  linienflüchtige  Vectoren  sind,  so  kann  man  zwei  u.  kl.  Drehun- 
gen um  parallele  Axen  mit  Fig.  83 IT.  behandeln,  ohne  auf  die  geometrische  Be- 
deutung der  Drehungen  näher  einzugehen.    Nimmt  man  an ,  in  Fig.  83  seien  ap 

und  hq  zwei  u.  kl.  Drehungen,  so  gilt  der  ganze  in  199  gelieferte  Beweis  wört- 
lich für  u.  kl.  Drehungtn,  und  ebenso  hätten  sich  die  Eigenschaften  der  Drehungs- 
paare mit  Hülfe  der  in  200  gegebenen  Figuren  unter  wörtlicher  Benutzung  der 
dort  gelieferten  Beweise  herstellen  lassen.  Denn  alle  diese  Beweise  beruhen  auf 
1)  Zerlegungen  und  2)  Zusammensetzungen  sich  scheidender  Vectoren,  fallen  also 
für  Drehungen  genau  so  aus,  wie  für  Kräfte,  sobald  beide  dem  gleichen  Gesetz 
der  linienflüchtigen  Vectoren  unterliegen.  Die  Wurzel  des  Dualismus  liegt  also 
in  dem  einzigen  Satz,  dass  u.  kl.  Drehungen  und  Kräfte  am  starren  Körper 
linienflüchtige  Vectoren  sind.  Hätten  wir  indess  die  u.  kl.  Drehungen  nach  Ana- 
logie der  Kräfte  mit  den  Figuren  83  bis  92  behandelt,  so  würde  eine  Thatsache 
nicht  zum  Vorschein  gekommen  sein:  Die  Untersuchungen  der  §§  199  bis  201 
liefern  Gesetze  der  Zusammenfügung,  Zerlegung  und  der  Freiheit  im  Räume,  ohne 
die  anschauliche  Bedeutung  der  Vectoren  zu  berücksichtigen,  also  auch,  ohne  sie 
heraustreten  zu  lassen.  Mit  ihnen  hätten  wir  nicht  erfahren,  dass  das  Drehungs- 
paar eine  u.  kl.  Verschiebung  bedeutet ;  dieser  Satz  war  nur  auf  dem  Wege  des 
§  198—95  zu  erlangen. 

Anm.  3.  Der  oben  dargestellte  Dualismus  beruht  in  letzter  Linie  auf  der 
Thatsache,  welche  dem  Dualismus  in  der  gesaromten  Geometrie  zu  Grunde  liegt: 
Man  kann  eine  gerade  Linie  betrachten  als  entstanden  1)  durch  die  Verschiebung 
eines  Punkts  2)  durch  die  Drehung  einer  Ebene,  1)  als  Strahl,  2)  als  Axe. 


B.    Die  allgemeine  Beductioii  und  Coordinatirnng 

linienflfichtiger  Yectoren. 

1.    Die  Reduction  auf  geometrische  Normalformen. 

203.  Erweiterung  des  Sammationsbegrllb.  Gegeben  sei 
eine  beliebige  Anzahl  linienflüchtiger  Vectoren  /,,/,, /i  u.  s.  w.  (es 
können  auch  solche  darunter  sein,  die  zu  Yectorenpaaren  gruppirt 
sind),  deren  Angriffslinien  beliebig  im  Räume  liegen;  es  bietet  sich 
die  Aufgabe  dar,  festzustellen,  was  ihre  Gesammtheit  bedeutet. 

Man  bemerkt  leicht,  dass  diese  Aufgabe  im  jVesentlichen  darauf 
hinausläuft,  die  Gesetze  einer  erweiterten  geometrischen  Summation 
zu  finden  und  geometrisch  zu  deuten.    Wir  haben  kennen  gelernt: 

1)  Die  algebraische  Summation  mit  den  Zeichen  +  und  — ,  der 
Vectoren  auf  derselben  Doppelrichtungslinie  unterliegen. 

2)  Die  geometrische  Summation  mit  den  Zeichen  -^  und  ^^;  ihr 
unterliegen  Vectoren,  die  verschiedene  Richtung  haben  können,  deren 
Richtungslihien  aber  entweder  voij  vorn  herein  consecutiv  sind  oder 
(bei  freien  Vectoren)  beliebig  consecutiv  gemacht  werden  können. 

3)  Nun  tritt  dazu  das  Problem,  Vectoren  zu  addiren,  die  nicht 
ganz  frei,  sondern  bloss  linienflüchtig  sind,  und  deren  Richtungslinien 
sich  nicht  nothwendig  schneiden,  die  also  nicht  nothwendig  consecutiv 
gemacht  werden  können.  Diese  Summation  ist  offenbar,  wie  die 
zweite,  geometrischer  Natur,  aber  allgemeiner  als  jene;  da  der  Name 
„geometrische  Summation"  für  das  Verfahren  ad  (2)  bereits  allgemein 
im  Gebrauch  ist,  führen  wir  für  die  dritte  Art  der  Summation  einen 
neuen  Namen  ein,  wir  nennen  sie  die  heteraptische  (von  «Trceiv, 
anheften),  weil  das  AVesentliche  derselben  darin  liegt,  dass  zwei  zu 
addirende  Vectoren  verschiedene  Anheftungslinien  haben.  Und  wir 
bezeichnen  sie  durch  das  Zeichen  4-  (sprich  ^ nebst").  Das  ent- 
sprechende Zeichen  -^  (sprich  „minder"  oder  „minus  heteraptisch") 
sei  definirt  durch  den  Satz: 
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Wenn  A-^B  =l  C,  so  ist  A  =  C-^B.  Heteraptische  Differenz 
zweier  Grössen  ist  diejenige  Grösse,  welche  zur  zweiten  heteraptisch 
addirt  die  erste  ergiebt. 

Es  lässt  sich  sofort  zeigen,  dass  das  Zeichen  -^  äquivalent  ist 
mit  -l-C — ),  d.  h.  die  heteraptische  Subtraction  eines  Vectors  ist  gleich- 
bedeutend mit  Addition  der  umgekehrten  Grösse. 

Denn:  Erstens  ist  offenbar,  wenn  /  irgend  ein  Vector,  — /  der  umgekehrte 
Vector  am  gleichen  Anheftungspunkt  ist,  /4-  ( — /)  =  0.  Denn  da  /  und  — / 
die  gleiche  Doppelrichtung  haben,  degenerirt  für /und  —/die  heteraptische 
Addition  zur  algebraischen,  /4-(— /)  ist /+(—/)  und  dies  ist  Null.  Sind  nun 
/i  und /s  zwei  Vectoren,  so  ist — /j  der  umgekehrte  Vector /j.   Nun  ist  einerseits 

(1)     /,4./,4.(-yi)=/i, 

weil /s^-C^/s)  ="  0  ist.  Andererseits  ist  gemäss  der  Definition  der  heterapti- 
sch en  Subtraction 

(2)  (/l+/2)-l./3=/,. 

Da  /i  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann,  kann  auch  /i  +/2  jeden  beliebigen 
Werlh  haben ;  wir  können  also  /i  -f-Za  ersetzen  durch  eine  Einzelgrosse  /i  und 
haben  dann 

aus(l)     /i4-(-/2)=/i,  aus  (2)      /,-i-/,  =/„ 

woraus  folgt,  dass  -|-(— /i)  gleichbedeutend  ist  mit  —/j.    Wird  also  ein  Vector 

durch  seine  Grenzpunkte  Ä  und  B  bezeichnet,  so  ist  ^AB  gleichbedeutend  mit 
4.BA, 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  heteraptische  Summation  für 
Vectoren,  deren  Doppelrichtungen  sich  schneiden,  zu  geometrischen 
degenerirt. 

Entsprechend  den  Zeichen  -h,  -?-  und  -1-  kann  man  passend  drei 
Summenzeichen  2*,  ^  und  2  einführen,  von  denen  das  erste  alge- 
braische, das  zweite  geometrische,  das  dritte  heteraptische  Summation 
einer  Reihe  von  Grössen  /,,/j,  u.  s.  w.  vorschreibt.  Entsprechende 
Zeichen  können  nach  Umständen  für  Differenzen  und  Differentialien 
eingeführt  werden.  dF  ist  die  unendlich  kleine  Grösse,  deren  Zufügung 
eine  heteraptische  Summe  F  in  eine  unendlich  wenig  von  ihr  abwei- 
chende  FA-dF  verwandelt. 

Die  Zweite  Grundeigenschaft  der  Zeichen  -1-  und  -^  lässt  sich 
aus  der  in  201  angegebenen  Reduction  der  Vectoren  ableiten.  Ge- 
geben seien  /j,/„/i  ...  und  es  sei /i,  einer  dieser  Vectoren.  Man 
wähle  irgend  einen  Punkt  0  des  Raumes  und  bringe  an  diesem  zwei 
Vectoren  an,  von  denen  der  eine,  Fn,  gleich  und  homoparallel  /»,  der 
andere  F^  oder  — F^  längengleich  und  antiparallel  /„  ist.  Da 
Fn+{—Fn)  =  0,  ist  das  System  /n4-(— i^«)4-i^n  äquivalent  mit/;. 
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Die  beiden  Vectoren  /n4-( — i'n)  bilden  ein  „Vectorenpaar";  Fn  ist 
ein  Vector  der  gleich  und  horooparallel  /«  ist.  Es  bedarf  keines  be- 
sonderen Beweises  dafür,  dass  das  Yectorenpaar  die  Eigenschaften 
hat,  welche  wir  in  200  für  Kräftepaare  ableiteten;  denn  das  dort 
gesagte  gilt  wörtlich,  wenn  man  statt  des  Wortes  „Kraft*  überall  das 
Wort  „linienflüchtiger  Vector"  setzt.  Es  liefert  nun  jeder  der  Vec- 
toren /p/ji/a  u.  s.  w.  an  0  einen  Vector  F^^  F^  ...  und  ein  Vectoren- 
paar/4-( — F\  dessen  Moment  kurz  mit  7t\^m^  u.  s.  w.  bezeichnet 
werde.  Wir  erhalten  also  an  0:  1)  die  geometrische  Summe  ^is«, 
die  sich  aus  allen  Vectoren  F  zusammensetzt;  2)  ein  resultirendes 
Moment  i"?/?«,  welches  absolut  frei  ist.  Bei  der  geometrischen  8um- 
mirung  ist  nun  die  Reihenfolge  der  Summanden  willkürlich,  und  dies 
Gesetz  gilt  für  im  wie  für  l'i^;  also  ist  auch  in  der  heteraptischen 
Summe  i/  die  Reihenfolge  der  Summanden  willkürlich,  d.  h. 
Das  Zeichen  A-  ist  commutativ,  wie  4-  und  -+-• 
Da  -^  identisch  ist  mit  A-{ — )  hat  das  Zeichen  -^  die  gleiche 
Eigenschaft.  Im  Verein  mit  dem  obigen  liefert  das  den  Satz:  „die 
Zeichen  -f-  und  -^  sind  in  Gleichungen  zu  behandeln  wie  -h  und  — ". 
Damit  sind  die  Gesetze  der  Zeichen  4-  und  -^  festgestellt;  es  handelt 
sich  nun  darum,  sie  geometrisch  zu  deuten. 

Man  bemerke,  dass  für  Veetorenpaare,  da  diese  vollkommen  frei  sind,  die 
Zeichen  4-  ^^^  —  ohne  Weiteres  zusammenfallen  mit  -^  und  -^,  nicht  aber  für 
einzelne  Vectoren,  weil  diese  an  ihre  Angriffslinie  gebunden  sind. 

304.  Die  Reduction  auf  den  Typus  ,, Vector  nebst  Moment^; 
der  Concors  der  Momente.  Nach  §  201  ist  das  allgemeine  Er- 
gebniss,  welches  man  durch  Zusammensetzung  (Reduction)  einer  Vec- 
torengruppe  2j  am  Punkt  o  erhält,  ein  resultirender  Vector  R  nebst 
einem  resultirenden  Moment,  welches  jetzt  S  heisse;  die  Gruppe  RA-S 
ist  äquivalent  der  Gruppe  2f.  Wir  denken  uns  S  immer  in  seiner 
Axendarstellung  gegeben  und  wollen  sowohl  R  wie  S  an  dem  Punkt 
0  angeheftet  denken,  auf  den  die  Reduction  bezogen  wurde.  Wechselt 
dann  o  seinen  Platz  im  Raum,  so  bleibt  R  immer  gleich  5/,  bleibt 
also  nach  Grösse  und  Richtung  unverändert;  die  R  aller  Punkte  o  des 
Raums  bilden  also  ein  Parallelbändel. 

(Anmerkung.  Mannigfaltigkeiten  von  Linien  kann  man  in  zweier- 
lei Weise  betrachten,  nämlich  1)  mit,  2)  ohne  Rücksicht  auf  die 
Länge  der  Linien,  aus  denen  sie  sich  zusammensetzen.  Eine  Mannig- 
faltigkeit, bei  der  die  Längen  berücksichtigt  werden,  wollen  wir  eine 
metrische,  eine  solche,  bei  der  bloss  Lagen   und  Richtungen  oder 
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Doppelrichtungen  in  Betracht  kommen,  wollen  wir  ametrisch  nennen. 
Die  analytische  Geometrie  betrachtet  gerade  Linien  in  der  Regel  bloss 
in  Bezug  auf  Lage  und  Doppelrichtung,  ohne  sich  um  ihre  Begrenzung 
zu  kummern  (sie  setzt  sie  als  unbegrenzt  voraus),  sie  hat  also  in  der 
Regel  mit  ametrischen  Mannigfaltigkeiten  zu  thun;  in  der  Mechanik 
sind  aber  die  Längenverhältnisse  der  gerichteten  Grössen  von  Wich- 
tigkeit, desswegen  spielen  hier  die  metrischen  Mannigfaltigkeiten  eine 
bedeutende  Rolle.  Das  Bündel  der  R  ist  hiernach  als  ein  metrisches 
Parallelbündel  zu  bezeichnen.)  , 

Das  Moment  S  dagegen  bleibt  im  All-  „.     j. . 

i?  Iff.      «74. 

gemeinen  nicht  unverändert,  wenn  o  seinen 

Platz  wechselt.    Denn  es  sei  in  Fig.  94  o 

der  Punkt  o,   or  die  Resultante  /£,    und 

OS  das  resultirende  Moment  S.    Will  man 

dann    auf  einen    zweiten  Punkt  o'  redu- 

ciren,   so   hat  man  in  o'  zwei  Yectoren 

o'r'  =  or  und  oV"  =  — or  anzubringen. 

oV  ist  die  Resultante  an  o';    das  Vecto-  / 

renpaar   or-|-oV"   aber  hat  ein  Moment  ^ 

S'\  welches  sich  mit  os  zusammensetzt,  also  ein  von  S  verschiedenes 

Moment  S'  an  o'  hervorbringt. 

Die  Gesammtheit  aller  Linien  S,  welche  die  Momente  der  Reduc- 
tion  von  2/  an  allen  Punkten  des  Raumes  darstellen,  nennen  wir 
einen  metrischen  Concurs,  bezeichnen  sie  mit  C'und  suchen  nunmehr 
die  Eigenschaften  des  Concurses  auf. 

Im  Allgemeinen  macht  das  Moment  S  mit  R  irgend  einen  Winkel 

y,  so  dass  die  Darstellung  beider  an  o  die  Figur   \/   oder  (    bildet. 

Unter  allen  Strahlen  R  ist  jedoch  einer  durch  die  Eigenschaft  aus- 
gezeichnet, dass  für  ihn  die  Doppelrichtung  von  S  mit  derjenigen  von 
R  zusammenfallt,  oder,  was  dasselbe  sagt,  ein  Strahl  R  des  Parallel- 
bändels steht  senkrecht  auf  der  Ebene  des  seinem  Anfangspunkt  ent- 
sprechenden Vectorenpaars. 

Es  sei  nämlich  in  Fig.  95,  S.  572,  or  die  Resultante  R  und  os 
das  Moment  S.  Man  lege  durch  R  eine  Ebene  E  senkrecht  zur  Ebene 
des  Winkels  y,  und  zerlege  S  in  die  beiden  Componenten  os^  und 
oSj,  von  denen  die  erste  in  die  Doppelrichtung  von  R  fallt,  die  ru- 
dere senkrecht  dazu  steht.     Es  ist  dann 

08^  =  Scosy     und    os^  =  Ssin^, 
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Fig.  95. 


Zugleich  steht  os^  auf 
der  Ebene  E  senk- 
recht. Die  Gerade  or 
theilt  die  Ebene  E  in 
zwei  Theile;  von  dem 
einen  Theil  aus  ge- 
sehen ist  08^^  wenn 
man,  in  der  Richtung 
or  liegend,  nach  o 
hinblickt,  linkswei- 
send, von  dem  an- 
dern aus  rechtswei- 
send. In  dem  Theil 
der  Ebene,  der  die  erstere  Eigenschaft  hat,  ziehe  man  durch  o  eine 
Linie  senkrecht  zu  or  und  wähle  auf  dieser  Linie  einen  Punkt  o'  aus. 
Reducirt  man  dann  die  Gruppe  or-^os  auf  o\  so  erhält  man  an  o' 
erstens  den  Vector  o'r'  gleich  und  homoparallel  or;  zweitens  die  Mo- 
mentensumme So-?-Sj  -+-  dem  Moment  des  Vectorenpaares  or-f-o'r". 
Das  letztere  ist  seinem  absoluten  Werth  nach,  wenn  der  Abstand  oo' 
kurz  mit  d  bezeichnet  wird,  gleich  ö,R.  Es  ist  ferner  rechtsdrehend, 
während  das  Moment  S^  liuksdrehend  ist.  Es  setzt  sich  also  mit  S^ 
zusammen  zu  einer  algebraischen  Summe  S^ — d.R  oder  Ssing) — d.R. 
ö  ist  beliebig,  man  kann  also  6  immer  so  wählen,  dass 


Ssiny  =  öR    oder    6  = 


Ssinqp 
~~R~ 


ist;  dann  ist  das  Moment  ä, — Jfi  =  o,  und  das  resultirende  Moment 
ist  Sq.     Dies  S^  ist  parallel  o'r\  fiillt  also,  an  o'  angebracht,  in  o'r\ 


Wählt  man  also  den  Punkt  o'  im  Abstände  d  = 


Ssing) 


R 


-    von  o,  so 


fallt  das  Moment  S'  in  die  Resultante  R'  und  ist  gleich  «Scos^.  Zieht 
man  durch  o'  einen  Strahl  parallel  or,  so  hat  jeder  andere  Punkt  o" 
dieses  Strahls  die  gleiche  Eigenschaft;  denn  da  jedes  R  linienflöchtig 
und  jedes  S  frei  ist,  kann  man  R  und  S  längs  der  Richtungslinie  von 
R  verschieben,  ohne  dass  die  Werthe  und  Richtungen  beider  sich 
ändern. 

Es  giebt  keinen  zweiten  Strahl,  der  die  gleiche  Eigenschaft  hat. 
Denn  in  der  Ebene  E  bestimmt  die  Relation  dR  =  Ssiugf  eindeutig 
die  Linie  o'r';  legt  man  aber  o'  ausserhalb  der  Ebene  E,  so  ist  das 
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Moment  des  Paars  or4-öV"  offenbar  nicht  parallel  os^,  kann  sich  also 
nicht  mit  S^  tilgen. 

Der  durch  oV  gehende  Strahl,  für  dessen  Punkte  Moment  und 
Resultante  gleiche  Doppelrichtung  haben,  heisst  die  Centralaxe  des 
Vectorensystems  i/,  oder  die  Centralaxe  des  Concurses  C. 

Die  Centralaxe  kann  man  nach  dem  Vorstehenden  jederzeit  finden, 
wenn  ein  Glied  S  des  Concurses  nebst  der  Resultante  R  gegeben  ist. 
Betrachtet  man  jetzt  die  Gruppe  ä4-S  der  Figur  95  von  der  Cen- 
tralaxe oV  aus,  so  sieht  man:  die  Ebene  des  Winkels  y,  in  der  S 
liegt,  steht  senkrecht  auf  der  Ebene,  welche  durch  die  Centralaxe  und 
die  Gerade  or  geht;  dabei  ist  S^  =  Scosg)  und  Ssiny  =  <JÄ,  also 
iS^tang^)  =  SR  oder 

tangg>  =  <J--ö-     und     S  =  — ^— • 

Oq  cos 9 

Sq  ist  der  Werth  des  Moments  auf  der  Centralaxe. 

Legt  man  demnach  eine  Ebene  P  senkrecht  gegen  die  Central- 
axe, so  gruppiren  sich  die  S  an  den  Punkten  dieser  Ebene  wie  folgt: 
die  Centralaxe  schneide  P  im  Punkte  c.  In  <?  ist  S  =  S^  und  fällt 
in  R.  Schlägt  man  um  c  einen  Kreis  vom  Radius  6  und  errichtet 
in  jedem  Punkte  des  Kreises  das  zugehörige  i2,  so  bilden  diese  sämmt- 
lichen  R  einen  begrenzten  geraden  Cylinder  von  der  Höhe  i?.  Legt 
man  in  irgend  einem  Punkte  des  Kreises  die  berührende  Ebene  an 
diesen  Cylinder,  so  fallt  das  iS  des  Punktes  in  diese  berührende  Ebene, 

S 
und  zugleich  ist  S  =  — ^— ,   also  sind  sämmtliche  S  so  lang,  dass 

ihre  Projection  auf  die  Centralaxe  gleich  S^  ist,  oder  dass  ihre  End- 
punkte auf  einem  zweiten  Kreise  liegen,  der  in  der  Höhe  S^  über  der 
Ebene  P  liegt.  Zugleich  ist  y,  der  Winkel  den  irgend  ein  S  mit 
der    entsprechenden    Ergänzungslinie    des    Cylinders    macht,    gleich 

ctanglj-— ^  J;  also  haben  alle  S  für  gleiches  J,  d.  h.  für  die  Punkte 

ein  und  desselben  Kreises,  gleiche  Neigung  gegen  R,  demnach  auch 
gleiche  Länge.  Blickt  man  von  c  nach  dem  Punkt  o  des  Kreises  hin, 
so  ist  S  linksweisend,  wenn  R  und  S  positiv  sind.  Lässt  man  6  von 
Null  bis  oo  variiren,  sowächst  der  Winkel  (p  fortwährend,  in  der 
Centralaxe  ist  er  Null,  im  Unendlichen  ein  rechter.  Je  weiter  man 
sich  also  von  c  entfernt,  desto  schräger  liegen  die  S;  ihre  Endpunkte 
fallen  aber  sämmtlich  in  die  oben  genannte  Ebene  parallel  P. 

Legt  man  nun  irgend  eine  zweite  Ebene  P'  parallel  zu  P  durch 
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den  Raum,  86  ist  die  Anordnung  der  S  in  P  congruent  zu  der  in 
P,  weil  jede  einzelne  Gruppe  R-^S  sich  auf  der  Richtungslinie  von 
R  ohne  Aenderung  verschieben  lässt.  Denkt  man  sich  also  die  oben 
gegebene  Constniction  für  alle  Ebenen  senkrecht  zur  Centralaxe  wieder- 
holt, so  erhält  man  den  ganzen  Concurs  C. 

Die  Linien  S,  welche  den  Punkten  des  Cylinders  vom  Radius  ä 
entsprechen,  sind  nach  dem  Gesagten  Tangenten  von  unendlich  vielen 
Schraubenlinien,  welche  um  den  Cylinder  gelegt  werden  können. 
Diese  Schraubenlinien  haben  für  ein-  und  denselben  Cylinder  alle  den 

.  .  TT  n  {    R\ 

gleichen  Steigungswinkel -^ — (p  oder  -^ — arctangi  J-^- j.  Je  grösser 

der  Radius  des  Cylinders,  desto  kleiner  ist  der  Steigungswinkel.  Ist 
-^—  positiv,  so  sind  die  Schrauben  rechtsgewunden,  ist  -^—  negativ, 
SO  sind  sie  linksgewunden.  Die  Ganghöhe  einer  Schraube  ist 
27r(Jtang   -^ arctang  I  (f-^-J       oder     2;r(Jcot  ( arctang  d  —^  i    oder 

^  0  •  0 

27V -\?-'  Es  haben  also  sämmtliche  Schrauben  die  gleiche  Ganghöhe 
— j^-^;    diese  kann    man    kurzweg   die  Ganghöhe  des  Concurses 

XV 

nennen.  Die  Lage  der  Centralaxe,  der  Werth  von  R  und  die  Gang- 
höhe genügen  offenbar  zur  Bestimmung  des  ganzen  Concurses. 

Aus  dem  Aufbau  des  Concurses  ergeben  sich  ohne  weiteres  die 
Sätze: 

1)  Der  Concurs  bleibt  mit  sich  selbst  in  Coincidenz  (d.  h.  alle 
seine  Elemente  sind  immer  noch  Elemente  desselben  Concurses),  wenn 
er  parallel  der  Centralaxe  verschoben  wird. 

2)  Er  bleibt  mit  sich  selbst  in  Coincidenz,  wenn  er  um  die  Cen- 
tralaxe gedreht  wird. 

3)  Diejenigen  Linien  eines  Concurses,  deren  Fusspunkte  in  eine 

Ebene  fallen,  haben   alle  denkbaren  Doppelrichtungen;    irgend  eine 

und   nur  eine  Linie  desselben  ist  einer   willkürlich  wählbaren   Linie 

S 
parallel,  vorausgesetzt,  dass  -~-  endlich  und  nicht  Null  ist. 

4)  Aber  es  liegen  nie  zwei  Linien  einer  Ebene  eines  Concurses 

S 
in  derselben  Ebene,  sobald  — J-  endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 

Strahlen,  welche  der  Centralaxe  parallel  sind,  nennen  wir  Durch- 


Gestaltung  des  Concurses  der  Momente.  575 

messe r  des  Concurses.  Die  Resultanten  R  fallen  fiberall  in  die 
Durchmesser. 

Die  zuletzt  aufgezählten  4  Eigenschaften  sind  unabhängig  davon, 
ob  der  Concurs  metrisch  ist  oder  nicht;  sie  sind  auch  vorhanden, 
wenn  man  sich  die  S  beidereeits  ins  Unendliche  verlängert  denkt. 

In  Specialfällen  kann  2/  so  beschaffen  sein,  dass  R^  oder  S^, 
oder  R  und  S^  zu  Null  wird.  AVird  R  zu  Null,  so  ist  das  System 
2/  äquivalent  dem  blossen  Vectorenpaar  5,  und  S  kann  homoparallel 
mit  sich  selbst  an  jeden  Punkt  des  Raumes  verlegt  werden;  der  Con- 
curs degenerirt  zum  Parallelbündel.  Ist  S^  gleich  Null,  so  reducirt 
sich  2/  für  die  Centralaxe  auf  den  blossen  Vector  R,  ip  wird  ein  rech- 
ter Winkel,  alle  Axen  S  stehen  senkrecht  auf  der  Centralaxe;  ihr 
AVerth  ist  J.fi.  Werden  R  und  S<j  gleichzeitig  Null,  so  ist  der  ganze 
Concurs  Null. 

Anm.  1.  Die  Bedingung,  dass  das  Moment  S  senkrecht  auf  R  steht,  ist  erfüllt 
für  Vectoren/,  die  in  einer  Ebene  liegen.  Also  lassen  sich  ebene  Vectorengruppen, 
deren  R  endlich  ist,  immer  auf  einen  einzelnen  Vector  reduciren,  der  dann  in  der 
Centralaxe  der  Gruppe  liegt.  Reducirt  man  die  Gruppe  auf  einen  Punkt  0  der 
Ebene,  so  erhält  man  an  diesem  einen  Vector  R  in  der  Ebene  und  ein  Vectoren- 
paar, dessen  Moment  «S  senkrecht  auf  der  Ebene  steht.  Die  Centralaxe  liegt  in 
derjenigen  Hälfte  der  Ebene,  die  rechts  von  R  liegt,  wenn  man  5  an  0  anheftet 

8 
und  von  der  Spitze  von  S  aus  über  R  hinblickt,  im  Abstände  8  =  —^  von  Ä. 

Eine  Gruppe  von  parallelen  Vectoren  erfüllt  die  gleiche  Bedingung;  redu- 
dirt  man  auf  einen  Punkt  0,  so  erhält  man  R  und  ein  dazu  senkrechtes  Moment 
Ä;  das  weitere,  wie  so  eben. 

Anm.  2.  Der  Concurs  lässt  sich  offenbar  construiren,  wenn  R^  Sq  und  die 
Lage  der  Centralaxe  gegeben  sind.  Ebenso,  wenn  ausser  der  Lage  der  Central- 
axe zwei  verschiedene  S  gegeben  sind:  Man  lege  eine  Ebene  P  senkrecht  zur 
Centralaxe  und  verschiebe  die  beiden  S  parallel  der  Centralaxe,  bis  ihre  Anfangs- 
punkte  in  P  liegen.  Eine  Ebene  P,  welche  senkrecht  zur  Centralaxe  durch  den 
Endpunkt  des  eine^i  Moments  gelegt  wird,  muss  durch  den  Endpunkt  des  andern 
gehen  und  das  auf  der  Centralaxe  zwischen  P  und  P  enthaltene  Stück  ist  S^. 
Da  9  durch  den  Winkel  von  ^  mit  Sq  gegeben  ist,   findet  sich  R  aus  der  Be- 

Ziehung  tang®  =  8«— -•     Sind  drei  Momente  S\  S'\  S"'  gegeben,  so  lässt  sich 

nach  einer  Bemerkung  von  Chasles  die  Centralaxe  construiren :  Man  lege  die  drei 
S  mit  Beibehaltung  ihrer  Richtung  au  einen  Punkt  0  des  Raumes;  die  Ebene, 
welche  durch  ihre  Endpunkte  geht,  steht  senkrecht  auf  der  Centralaxe.  Normal 
zu  dieser  Ebene,  also  parallel  der  Centralaxe  legen  wir  zwei  Strahlen  R*  uud  R" 
durch  die  Anfangspunkte  von  zweien  der  Momente,  etwa  S'  und  6".  Dann  sind 
die  Ebenen  R'S'  und  R"S"  Ebenen  der  Winkel  «p;  legt  mau  also  durch  R'  eine 
Ebene  11'  senkrecht  zu  R'S'  und  durch  R"  eine  Ebene  11"  senkrecht  zu  R"S'\ 
so  schneiden  sich  iV  und  11"  in  der  Centralaxe. 
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Anm.  3.  Denkt  man  sich  R  als  unendlich  kleine  Drehung  eines  starren 
Korpers  G  und  60  als  Verschiebung  desselben,  so  repräsentirt  die  Bewegung 
124-^  eine  schraubenförmige  Bewegung  von  O.  Ball  bezeichnet  daher  die 
Gruppe  224-^  und  alle  sie  vertretenden  Gruppen  des  Concurses  schlechthin  als 
screws,  Schrauben;  R  und  Sq  können  die  heteraptischen  Componenten 
der  Schraube  genannt  werden. 

205«  Beductioii  auf  den  Typns  Tectorenkrenz«  Satz  1. 
Zwei  sich  kreuzende  Yectoreu  liefern,  auf  den  Schraubentypas  redu- 
cirt,  immer  zwei  von  Null  verschiedene  Componenten  R  und  S^. 


Fig.  96. 


Beweis.  Es  seien  oe  und  a6,  Fig.  96, 
zwei  sich  kreuzende  Vectoren.  Legt  man 
op  =  ab  und  oq  "=  —  ab  an  o ,  so  er- 
hält man  ein  Vectorenpaar  oqJ^aby  wel- 
ches nicht  Null  ist,  weil  sein  Arm  nicht 
Null  werden  kann;  op  und  oe  liefern 
eine  Resultante  or,  die  nicht  Null  isti 
weil  ab  nicht  parallel  oe  ist,  also  op 
nicht  gleiche  Doppelrichtung  mit  oe 
haben  kann;  zugleich  steht  or  nicht 
senkrecht  auf  dem  Moment  von  09-^06, 
weil  op  für  sich  senkrecht  auf  diesem 


Moment  steht.    Also  etc. 


Nur  wenn  die  Kreuzung  zur  Schneidung  degenerirt,  wird  S  für 
den  Schnittpunkt  Null,  und  wenn  sie  zum  Parallelismus  degenerirt, 
kann  R  zu  Null  werden. 

Satz  2.  Umgekehrt  lässt  sich  jedes  System  iy,  bezw.  jede 
Schraube  „Vector  nebst  Moment",  deren  R  und  S^  endlich  sind,  auf 
zwei  sich  kreuzende  Vectoren  reduciren. 

Beweis.  Das  System  z/sei  am  Punkt  0,  Fig.  97  S.  577,  auf  die  Resultante  or 
und  das  Moment  os  reducirt  Durch  0  lege  man  die  Ebene  ü  senkrecht  zu  os ;  o« 
repräsentirt  dann  in  17  ein  Vectorenpaar  oq^ab,  welches  beliebig  gewählt  werden 

kann  unter  der  bekannten  Bedingung,  dass  oa.ab=^o8  ist,  wenn  oa  senkrecht 
zu  ab  steht,  oq  setzt  sich  mit  or  zu  einer  Resultante  oe  zusammen,  die  nicht  iu 
die  Ebene  U  föllt,  weil  oq  in  ihr  und  r  über  oder  unter  ihr  liegt,  oe  und  ab 
sind  also  sich  kreuzende  Vectoren  und  sind   zusammen  äquivalent  mit  or^os. 


Die  Zusammenstellung  zweier  sich  kreuzenden  Vectoren  nennen 
wir  ein  Vectorenkreuz. 

Die  Construction  Fig.  97  des  Vectorenkreuzes  kann  an  jedem  Punkte 
0  des  Raumes,  und  an  jedem  auf  unendlich  viele  Arten  ausgeführt 
werden,  da  die  Grösse  der  Kraft  oq  willkürlich  ist,  wenn  man  den 
Arm  des  Paares  oq-^ab  entsprechend  variiren  lässt.     Alle   die  Vec- 


Typus  Vectorenkreuz ;  das  charakterisirende  Tetraeder. 
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torenkreuze  aber,  welche  einer  bestimmten  Summe  i*/  äquivalent  sind, 
haben  eine  gemeinsame  Eigenschaft,  nämlich: 

Satz  3.  Das  Tetraeder,  welches  die  beiden  Yectoren  eines  Kreuzes 
zu  Gegenicanten  hat,  besitzt  für  alle  äquivalenten  Kreuze  denselben 
Inhalt  iRS,. 


Fig.  97. 


Beweis.  Fig.  97  ist 
nach  Fig.  96  copirt,  nur 
sind  ausser  os=S  die  Ver- 
bindungslinien oa,  oh,  ea,  eh 
eingezeichnet,  welche  die 
Kanten  des  Tetraeders  bil- 
den. Betrachten  wir  oab  als 
Grundfläche  des  Tetraeders 
und  nennen  h  seine  Höhe, 
so  ist  sein  Inhalt  \{pab).h. 
Dabei  ist  oab  das  halbe  Mo- 
ment des  Kräftepaares 
oqJ^ab^  also  i^;  die  Höhe 
h  aber  ist  die  Projection 
von  ot   auf  5,  und  da  er 

parallel  der  Ebene  U  ist,  ist  h  auch  die  Projection  von  or  auf  S,  also  i^cos^. 
Folglich  ist  der  Inhalt  ^/S^Scoscp  oder  JA^q. 

Das  Kreuz  oe-i-ab  ist  offenbar  verschieden  von  den  Kreuzen 
oe-^ba  oder  eo-^ab.  Also  muss  der  Inhalt  des  Tetraeders,  wenn  die 
vorstehende  Beziehung  möglich  sein  soll,  verschiedener  Vorzeichen 
fähig  sein.  Wir  rechnen  ihn  positiv,  wenn  der  eine  der  beiden  Vec- 
toren  für  einen  Menschen,  der  im  andern  positiv  postirt  ist,  nach, 
links  weist;  der  Mensch  heisst  positiv  postirt,  wenn  seine  Füsse  sich 
im  Anfangspunkt  des  Yectors  befinden,  sein  Kopf  im  Endpunkt  des- 
selben steht.  Ist  ab  für  oe  linksweisend,  so  ist  auch  oe  linksweisend 
für  ab,  und   umgekehrt.     Macht  R  mit  S  einen  spitzen  Winkel,  so 

S 
ist   die   Ganghöhe   -~-  des  Concurses  positiv;  dann  ist,  wife  aus  der 

obigen  Figur  zu  ersehen,  auch  das  Tetraeder  positiv.  Die  Tetraeder 
(oe,  ba)  und  («o,  ab)  sind  negativ  und  entsprechen  ersteres  dem  Falle, 
wo  S^  negp^tiv,  letzteres  dem,  wo  R  negativ  ist;  das  Tetraeder  (eo,ba) 
ist  wieder  positiv  und  entspricht  dem  Falle,  wo  S^  und  R  beide 
negativ  sind. 

Specialfälle.  Reducirt  sich  in  der  Schraube  22,  iSq  die  Resultante  R  auf 
Null,  so  bleibt  in  Fig.  97  nur  das  Paar  og^ab  übrig;  das  Kreuz  degenerirt  zum 
Paar;  wird  Sq  zu  Null,  so  ist  ^  senkrecht  auf  72,  die  Ebene  ü  geht  durch  or 
und  o€  schneidet  ab. 
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206.  Das  Comitium  der  Tectorenkreuze«  Die  beiden  Yec- 
.  toren,  welche  ein  der  gegebenen  Schraube  -R4-Sq  äquivalentes  Kreuz 
bilden,  bedingen  einander  gegenseitig  eindeutig;  wir  nennen  sie  daher 
conjugirte  Vectoren;  von  zwei  conjugirten  Vectoren  kann  man, 
wenn  man  sie  einzeln  bezeichnen  will,  den  zuerst  ins  Auge  ge- 
fassten  den  männlichen,  den  andern  den  weiblichen  nennen.  Die 
Gesammtheit  der  conjugirten  Vectoren,  welche  der  Gruppe  S^-^R 
äquivalent  sind,  bilden  eine  metrische  Mannigfaltigkeit,  die  wir  ein 
Comitium  nennen  wollen. 

Jeder  Vector,  der  dem  Comitium  angehört,  kann  auf  seiner  Rich- 
tungslinie verschoben  werden.  Pnter  den  Punkten  der  Richtungslinie 
ist  einer,  der  der  Centralaxe  am  nächsten  liegt;  wir  denken  uns  den 
Vector  stets  so  gelegt,  dass  sein  Anfangspunkt  in  diesen  Punkt  fallt, 
dass  also  das  Perpendikel  vom  Anfangspunkt  auf  die  Centralaxe  auch 
auf  dem  Vector  senkrecht  steht.  In  dieser  „regelrechten"  Lage  seien 
alle  Vectoren  des  Comitiums  gedacht.  Dann  tritt  folgende  Eigenschaft 
des  Comitiums  sofort  hervor: 

Satz  1)  Das  Comitium  bleibt  mit  sich  selbst  in  Coincidenz,  wenn 
es  um  die  Centralaxe  gedreht  oder  parallel  zur  Centralaxe  verscho- 
ben wird. 

Denn  1) :  Denkt  man  sich  auf  der  Centralaxe  R  und  Sq  aufgetragen,  so  wird 
die  geometrische  Beziehung  zweier  Vectoren  zu  der  Gruppe  Ä-I-'^o  T^icht  geändert, 
wenn  man  beide  Vectoren  eine  Drehung  vom  beliebigen  Winkel  ^  um  die  Axe 
machen  lässt.  2)  Das  System  R^S  ändert  sich  nicht,  wenn  es  auf  der  Central- 
^axe  verschoben  wird,  also  muss  auch  seine  Darstellung  durch  zwei  sich  kreuzende 
Vectoren  sich  congruent  bleiben,  wenn  man  dieselben  parallel  der  Centralaxe 
verschiebt. 

2.  Ein  Strahl,  der  senkrecht  zur  Centralaxe  steht,  soll  ein  Normalstrahl 
heissen.  Es  sei  nun  ein  Vector  i,  oder  c/,  Fig.  98,  der  Lage  und  Richtung  nach 
(die  Grosse  bleibe  vorläufig  unbestimmt)  gegeben;  regelrechte  Stellung  vorausge- 

Fig.  98. 


Coroitium  der  Vectorenkreuze.  579 

setzt,  steht  derselbe  senkrecht  auf  dem  Normalstrahl  oc,  der  die  Centralaxe  or  in  o 
senkrecht  schneidet  or  sei  R,  os  sei  Sq  .  Der  conjugirte  Vector  zu  L  sei  A,  dar- 
gestellt durch  yX.  Dann  muss  A  die  Eigenschaft  haben,  dass  L  und  A  bei  der  Re- 
duetion  auf  o  die  Resultante  R  ergeben.  L  liefert  bei  der  Reduction  auf  o  einen 
Vector  oV  parallel  L,  A  liefert  einen  zweiten  oX'  parallel  X.  Sollen  oC-^ok'  =  or 
sein,  so  müssen  ol',  oV  und  or  in  dieselbe  £bene  fallen;  da  die  £bene  von  or  und 
o/' auf  ca  senkrecht  steht,  heisst  das:  „A  muss  senkrecht  auf  co  stehen.  Ferner 
liefert  L  bei  der  Reduction  auf  o  ein  Vectorenpaar  cl^ol",  wo  oP' =  — oP  ist. 
Das  Moment  dieses  Vectorenpaars  steht  senkrecht  auf  der  Ebene  Ico,  d.  h.  es 
liegt,  in  die  Ebene  Vor  geschoben,  senkrecht  zu  co;  es  heisse  om.  Ganz  ebenso 
liefert  A  bei  der  Reduction  auf  o  ein  Moment  o[i^  entsprechend  dem  Vectorenpaar 
yX4-oX''.  Und  es  muss  om-^o[k  =  Sq  sein;  das  ist  nur  möglich,  wenn  ofi,  om 
und  OS  in  die  gleiche  Ebene  fallen;  also  steht  auch  o\t.  senkrecht  auf  co,  d.  h. 
das  Vectorenpaar  yXJ^ol"  liegt  in  einer  Ebene,  welche  durch  co  geht.  Also 
geht  A  durch  co;  die  Linie  coy  ist  eine  Gerade  und  ist  der  kürzeste  Abstand 
zwischen  L  und  A.    Wir  haben  also 

Satz  2.  Der  kürzeste  Abstand  zweier  conjugirten  Vectoren 
schneidet  die  Centralaxe  rechtwinklig. 

Construirt  man  also  die  männlichen  Vectoren  L  für  alle  Punkte  eines  Nor- 
inalstrahls,  so  liegen  die  Anfangspunkte  der  entsprechenden  weiblichen  Vectoren 
bei  regelrechter  Stellung  sämmtlich  auf  dem  gleichen  Normalstrahl. 

Nach  dem  Gesagten  genügt  es  für  die  Construction  des  Comi- 
tiums,  einen  einzigen  Normalstrahl  zu  betrachten.  Ja  es  genügt, 
dass  man  alle  männlichen  Vectoren  untersucht,  die  auf  einer  Hälfte 
des  Normalstrahls  liegen,  etwa  auf  derjenigen,  die  von  o  ins  negativ 
Unendliche  geht,  und  zu  all  diesen  männlichen  Vectoren  ihre  weib- 
lichen Conjugaten  bestimmt.  Denn  lässt  man  diesen  Halbstrahl,  den 
„Halbstrahl  N^  mit  sämmtlichen  auf  ihm  liegenden  männlichen  und 
zu  ihm  gehörigen  weiblichen  Vectoren  um  die  Centralaxe  rotiren,  so 
erhält  man  die  Gesammtheit  der  Vectoren,  deren  Fusspunkte  in  einer 
Ebene  senkrecht  zur  Centralaxe  liegen,  und  verschiebt  man  dann  dies 
Gebilde  parallel  zur  Centralaxe,  so  hat  man  das  ganze  Comitium. 

Die  Gesammtheit  der  männlichen  Vectoren,  deren  Ansatzpunkte 
in  den  Halbstrahl  N  fallen,  nebst  den  zugehörigen  weiblichen  Vec- 
toren, wollen  wir  eine  Congruenz  nennen.  Diesen  Namen  liat  näm- 
lieh  Plücker  für  zweifach  unendliche  Mannigfaltigkeiten  eingeführt, 
und  um  eine  solche  handelt  es  sich  hier,  wie  sich  bald  ergeben  wird. 
Die  Congruenz  zerfällt  von  selbst  in  zwei  Lager^  ein  männliches  und 
ein  weibliches,  deren  mögliche  Lagen  wir  nun  festzustellen  haben. 
Wir  betrachten  zu  dem  Zweck  die  Zusammensetzungsfigur  in  der 
mittleren  Ebene  der  Fig.  98,  also  in  der  Ebene  von  rol\    In  dieser 

37* 


580 


Theorie  der  linienfluchtigen  Vectoren. 


Ebene  treten  zwei  Vectoren  oV  und  oX'  zu  der  Resultante  i2,  und 
zwei  auf  jenen  senkrechte  Momente  zu  dem  resultirenden  Moment  S^ 
zusammen.  Es  können  nun  offenbar  nicht  oV  und  oX*  gleichzeitig 
stumpfe  Winkel  mit  R  machen,  sondern  es  muss  wenigstens  einer 
der  beiden  Winkel  Vor  oder  X^or  spitz  sein.     Daraus   ergeben   sich 

S 
drei  mögliche  Lagen  von  oV  und  oX\  wenn  -^  positiv  ist,  und  drei, 

wenn  -^  negativ  ist.     Fig.  99  No.  1  bis  6  stellt  die  sechs  denkbaren 

Stellungen  dar;  in  jeder  Nummer  ist  om  das  zu  oV  und  0)u  das  zu 
oX^  gehörige  Moment 

Fig.  99. 


nt^' 


>A 


7n< 


^'7^ 


Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  wenn  irgend  eins  der  Momente 
umgekehrt  wird,  die  beiden  Momente  nicht  mehr  die  vorgeschriebene 
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geometrische  Samme  S^  ergeben.  Nun  muss  aber  jede  Kraft  L  oder 
^  so  liegen,  dass  sie  linksziehend  erscheint,  wenn  man  sie  von  ihrer 
Momentaxe  (Füsse  in  o,  Kopf  in  m  oder  fi)  aas  betrachtet.  Und 
daraus  folgt  für  die  6  Figuren: 

No.  1.    -^  positiv,  L  und  A  machen  spitze  Winkel  mit  R,    L  liegt  über, 

A  unter  der  Ebene  der  Zeichnung.  Legt  man  einen  Cyjinder  so,  dass  der 
Strahl  N  seine  Aze  bildet,  nennt  die  über  der  Zeichnung  befindliche  H&lfte  des 
Oylinders  die  nega^ve,  und  zählt  die  Quadranten  des  Cylinders  von  R  ab  so, 
dass  derjenige  als  der  erste  gilt,  der  von  oben  angesehen,  rechts  von  R  liegt, 
so  liegt  das  ganze  männliche  Lager  der  L  im  ersten  Quadranten  des  Cylinders 
über  der  £bene  der  Zeichnung,  das  weibliche  im  vierten  Quadranten  unter 
dieser  Ebene.    L  und  A  sind,  von  or  aus  angesehen,  linksziehend. 

No.  2.    -^  positiv,   L  macht  einen  stumpfen,  A  einen  spitzen  Winkel  mit 

72,  ersteres  im  dritten,  letzteres  im  ersten  Quadranten.  L  und  A  liegen  beide 
unter  der  Ebene  der  Zeichnung.  Das  männliche  Paar  der  L  liegt  im  dritten, 
das  weibliche  im  ersten  Quadranten.  Von  den  beiden  Kräften  L  und  A  erscheint 
diejenige,  welche  den  stumpfen  Winkel  mit  R  macht,  von  or  aus  linksziehend. 

o 

No.  3.    -^  positiv,  die  Winkel  wie  ad  2,  aber  der  stumpfe  Winkel  liegt  im 

zweiten,  der  spitze  im  vierten  Quadranten.  L  und  A  liegen  beide  über  der 
Ebene  der  Zeichnung,  dass  männliche  Lager  im  zweiten,  das  weibliche  im  vierten 
Quadranten.  Von  den  beiden  Kräften  L  und  A  erscheint  diejenige,  welche  den 
stumpfen  Winkel  mit  R  macht,  linksziehend  von  or  aus. 

Man  bemerkt  nun  sofort:  denkt  man  sich  die  beiden  Lager  der  Figur  No.  3 
nebst  dem  zugehörigen  Halbstrahl  N  um  180^  um  die  Centralaxis  gedreht,  so 
erhält  man  die  Gruppirung  der  Figur  2;  denn  was  in  Fig.  3  über  der  Ebene  der 
Zeichnung  liegt,  rückt  bei  der  Drehung  unter  dieselbe,  der  Inhalt  des  letzten 
Quadranten  rückt  in  den  ersten  und  der  des  zweiten  in  den  dritten,  die  Nummern 
2  und  3  sind  also  nicht  selbständige  Fälle,  sondern  bilden  zusammen  nur  einen 
Fall,  da  (2)  aus  (3)  durch  Umdrehung  um  die  Centralaxe  gewonnen  wird.  Wir 
wollen  uns  im  Folgenden  das  männliche  Lager  immer  über  der  Ebene  der  Zeich- 
nung denken,  behalten  also  No.  3  als  typischen  Fall  bei. 

No.  4.    -^-  negativ.    L  und  A  machen  spitze  Winkel  mit /2,  L  liegt  über, 

A  unter  der  Ebene  der  Zeichnung.  Aber  hier  liegt  L  (das  männliche  Lager) 
im  letzten,  A  (das  weibliche)  im  ersten  Quadranten,  umgekehrt  wie  in  1. 

No.  5.    ——  negativ,  L  im  dritten,  A  im  ersten  Quadranten.   L  und  A  liegen 

beide  über  der  Ebene  der  Zeichnung,  beide  Lager  fallen  über  dieser  Ebene  in 
den  dritten  und  ersten  Quadranten.  Diejenige  Kraft,  welche  mit  R  den  stumpfen 
Winkel  macht,  ist,  von  or  aus  angesehen,  rechtsziehend. 

No.  6.    -^  negativ,  L  im  zweiten,  A  im  vierten  Quadranten.    Beide  Lager 

liegen  unter  der  Ebene  der  Zeichnung.    Wie  (2)  aus  (3),   so  wird  (6)  aus  (5) 
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erbalten,  indem  man  den  Haibstrahl  N^  der  von  o  nach  oben  geht,  eine  Drehung 
von  180^  um  die  Centralaxe  machen  lässt.  Der  Fall  (6)  ist  also  eben  so  wenig 
selbständig  wie  (2);  wir  lassen  ihn  bei  Seite. 

Wir  betrachten  nun  zuDächst  den  Fall  1  näher:  das  männliche 
Lager  liegt  über  der  Ebene  der  Fig.  99  No.  1,  auf  der  linken,  negativen 
Hälfte  der  Fig.  98,  im  ersten  Quadranten.  Den  absoluten  Abstand 
eines  männlichen  Vectore  L  von  o  bezeichnen  wir  mit  D,  und  den 
absoluten  Werth  des  Winkels  Vo7'  mit  w.  Der  absolute  Werth  des 
Abstandes  zwischen  ^  und  o  sei  J,  der  absolute  Winkel  X'or  sei  y. 
Dann  ist  die  Bedingung  oV-i-^ol'  ^ar  ausgedrückt  durch 

(1)        LcosW'-\'yicosq>  =  R,  (2)      Lsinw — ^sin^  =  0. 

TT 

Ferner   ist  om  längengleich  DL,   ofi  gleich  J>i,   ^mor  =  -^ tr, 

TT 

^fwr  =  -^ — q>.    Also  ist  die  Bedingung  om-^ofi  =  os  ausgedrückt 

durch 

(3)      DLsmW'\'Ju4sin(p  =  S^,         (4)      DLcosw — JAco^^  =  0. 

Es  bestehen  also  zwischen  2),  L,  il\  y,  J^  A  vier  von  einander  un- 
abhängige Gleichungen;  zwei  von  den  6  Grössen  bestimmen  sonach 
die  übrigen.  Als  unabhängige  Variable  wählen  wir  D  und  tr.  Statt 
der  4  vorstehenden  Gleichungen  kann  man  auch  die  folgenden  be- 
nutzen, die  leicht  aus  Fig.  99  No.  1  abzuleiten  sind: 

(5)        L  :  ß  =  sin  y  :  sin(w+ y),       (6)       ^ :  Ä  =  sin to  :  sin(«:-+-y), 

(7)     2)L:S^  =  cosqp:sin(w4-9)),       (8)     J-^rS^  =  cos«7:sin(M?-hy). 

Ist  a  ein  Punkt  des  negativen  Halbstrahls  o( — x)  Fig.  100,  so  bilden 
die  durch  a  gehenden  Vectoren  L  ein  Büschel,  dessen  Linien  den 
ersten  Quadranten  füllen;  ihr  J)  hat  einen  bestimmten,  für  alle  ge- 
meinsamen AVerth.  Multiplicirt  man  nun  Gl.  (2)  mit  ä  und  sub- 
stituirt  sie  in  (3),  so  findet  sich 

Lsinir(Z)-f-^)  =  So- 

Dividirt  man  Gl.  (6)  in  (8),  so  erhält  man  J=  -^cottt»,  und  wenn 
man  dies  in  die  vorstehende  Gleichung  einführt,  kommt 

(9)         /-'  =  --n^--         " 


DR  si  n  M?  -H  Ä^  cos  w 

h  ist  demnach  in  der  Ebene  seines  Büschels,    welche  senkrecht  auf 
dem  Halbstrahl  Ansteht,  Function  von  w.   Betrachten  wir  den  Halbstrahl 
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Fig.  100. 


iVals  Axe  der  —jc, 
die  Centralaxe  als 
Axe  der  z  und  le- 
gen eine  Axe  der  y 
senkrecht  zu  beiden 
durch  0,  so  ist  Lsin  w 
das  — y  des  End- 
punktes von  L,  und 
I^costv  das  2  des- 
selben Punktes. 
Gl.  (9)  ist  also  gleich- 
bedeutend mit 

Das  ist  die  Glei- 
chung einer  geraden 
Linie,  welche  die 
Länge  aller  durch 
a  gehenden  L  be- 
stimmt; diese  Gerade  heisse  die  Limitante  des  Büschels;  wir  haben 
dann  den  Satz: 

Sämmtliche  Yectoren  des  „Büschels  a'^  besitzen  eine 
gradlinige  Limitante. 

Setzt  man  w  =  o,  so  wird  L  =  R  für  jeden  Werth  von  D. 
Die  oberen  Endpunkte  aller  Limitanten  liegen  also  in  einer  Geraden 
parallel  zum  Halbstrahl  N  (Axe  der  — x)^  welche  durch  den  End- 
punkt r  von  R  geht. 


Setzt  man  w  = 


7t  S 

SO  wird  L  =  — =?-•     In  diesem  Falle   ist 


2  '         D 

L  das  — y,  D  das  — or  des  unteren  Endpunktes  der  Limitante;  diese 

S 
unteren  Endpunkte  sind  also  bestimmt  durch  die  Gleichung  — y  = 


X 


oder  ay  =  S^]  d.  h.  sie  liegen  auf  dem  negativen  Ast  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  ^^  =  5,^,  deren  Asymptoten  die  Axen  der  a  und 
der  y  sind.    Wir  können  also  sagen: 

Sämmtliche  Limitanten  besitzen  zwei  „Directricen^. 
Von  diesen  ist  die  eine  eine  Gerade  z==R,  die  andere  eine 
Hyperbel  xy  =  S^]  von  beiden  Directricen  zählt  für  das  männliche 
Lager  der  negative  Theil.    Substituirt  man  Gl.  (4)  in  die  mit  D  mul- 


R 

eottp. 

RS, 
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tiplicirte  Gl.  (1),  so  findet  man 

^co8y(D-h  J)  =  DA, 
und  setzt  man  darin  aus  (5)  und  (7) 

D  = 

so  erhält  man 

(10)        ^=    ^^  . 

/cJsiny-h\cosy 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  (9)  völlig  überein,  wenn  man  J^  g>  und 
^  mit  D,  w  und  L  vertauscht,  also  sind  die  A  durch  J  und  q>  genau 
in  derselben  Weise  bestimmt,  wie  die  L  durch  D  und  w.    D.  h. 

Das  weibliche  Lager  ist  dem  männlichen  congruent. 
Seine  Directricen  sind  die  positive  Hälfte  des  Strahles 
z=R  und  der  positive  Ast  der  Hyperbel  J?y  =  S^.  Aus 
Gl.  (5)  und  (6)  folgen  die  schon  benutzten 

(11)        D  =  —^-cot(p,  (12)        J  =  -^cotw 

und  hieraus  zunächst 

(13)        D:  d  =  tangit^ :  tangy. 

Die  Centralaxe  theilt  den  Abstan4  zweier  conjugirten  Vec- 
toren so,  dass  die  Theile  sich  verhalten  wie  die  Tangenten 
der  Winkel,  welche  die  Centralaxe  mit  beiden  macht. 
Ferner  aber  liefern  (11)  und  (12)  die  Sätze: 

A  hängt  nur  von  tt' (nicht  von  i))  und  y  nur  von  i)  (nicht  von  M?)ab. 

Dreht  sich  also  der  Vector  L  um  den  Punkt  a,  so  verschiebt  sich  A 
parallel  mit  sich  selbst  längs  dem  positiven  Halbstrahl  iV;  ruckt  L 
parallel  mit  sich  selbst  auf  dem  negativen  Halbstrahl  iVfort,  so  dreht 
sich'^  um  seinen  Angriffspunkt. 

Hiernach  giebt  Fig.  101  ein  discontinuirliches  Bild  der  Beziehungen 
zwischen  L  und  A. 

Ist  a  der  Mittelpunkt  eines  Büschels  in  Fig.  101,  so  entspricht  dem  Vector 
(a,  1),  für  welchen  w  =  o  ist,  ein  conjugirter,  der  auf  der  positiven  Hälfte  der 
x-Axe  in  unendlicher  Entfernung  liegt;  derselbe  macht  mit  der  z-Axe  den  Win- 

(S       1  \ 
-°-«— -j,  ist  übrigens  unendlich  kurz,  weil  im  Unendlichen  die 

Hyperbel  mit  der  Asymptote  zusammenfallt,  der  Winkel  der  Limitante  mit  R  also 
verschwindet.  Dreht  sich  der  männliche  Vector  aus  der  Lage  a,  1  in  die  Lagen 
(a,  2),  (a,  3),  (a,  4),  (a,  5),  SO  rückt   der  conjugirte    weibliche  parallel   mit  sich 
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selbst  in  die  Lagen  (II,  a),  (III,  a),  (IV,  a),  (V,  a).    Lässt  man  aber  einen  Vector  des 
Büschels  a,  z.  B.  (a,  4)  parallel  mit  sich  selbst  am  Normalstrahl  entlang  gleiten, 


80  dass  er  die  Lagen  (a,  4),  (6,4),  (c,  4),  {d,  4)  der  Reihe  nach  einnimmt,  so 
dreht  sich  der  conjugirte  Vector  um  den  Punkt  IV  in  die  Lagen  (IV,  ot),  (IV,  ß), 
(IV,  7),  (IV,  $).  Rückt  (a,  4)  parallel  mit  sich  ins  negativ  Unendliche,  so  stellt 
sich  der  conjugirte  Vector  in  IV,  co  parallel  zu  R, 

In  allen  Fällen  folgt  aus  der  Bedingung  (a,  3)-f-(III,  a)  =:  Ä, 
dass  der  weibliche  Vector  (III,  a)  gleich  und  homoparallel  dem  Stück 
(3,  1)  der  Limitante  ist,  welches  (a,  3)  geometrisch  zu  R  ergänzt.  Ent- 
sprechendes gilt  für  alle  conjugirten  Paare. 

Liegt   der   eine   Vector,   wie   (a,  6),   (6,6),   (c,  6),   (rf,  6)   in   der  xy- Ebene, 
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yo  =  -ä-p  so  tritt  ein  Grenzfall  ein,  der  oben  nicht  gezeichnet  ist,  weil  er  die 

Figur  undeutlich  machen  würde.    Für  w  =  -^  erhält  man  nämlich  A  =  0;  der 

conjugirte  Vector  rückt  in  die  Ebene  der  yz,  welche  durch  die  Centralaxe  geht 
und  auf  dem  Strahl  N  senkrecht  steht.  In  dieser  Ebene  ist  die  Limitante  parallel 
zur  ^-Aze.  Liegt  also  ein  Vector  oo,  6  in  unendlicher  Entfernung  senkrecht  zu 
/2,  so  ist  7  =  0,  sein  conjugirter  ist  or  selbst.  Rückt  der  Vector  in  die  Lagen 
{dy  6),  (<%  6)  bis  (a,  6),  so  dreht  sich  der  conjugirte  um  o  in  der  yz-Ebene  nach 
der  Seite  der  -^y  hin.  Rückt  der  Ansatzpunkt  des  männlichen  Vectors  in  o 
selbst,  so  fällt  der  männliche  in  die  — y-,  der  weibliche  in  die  H-y-Axe  und 
beide  sind  unendlich ;  die  Darstellung  des  Systems  1/  durch  die  conjugirten  Vec- 
toren  wird  also  in  diesem  einzigen  Specialfall  unbestimmt,  B,  wird  durch  oc  —  ex; 
und  ^0  ^ii'd  durch  oc.O  ausgedrückt. 


Fig.  102. 


Der  Fall  der  Figur  99  No.  4  ist 
dem  vorigen  völlig  analog;  der  ganze 
Unterschied  besteht  darin,  dass  die 
gleichseitige  Hyperbel  xy  =  S^  bei 
negativem  iS^  in  demjenigen  Quadranten 
der  a;^- Ebene  Hegt,  welche  zwischen 
— X  und  H-^,  H-^  und  — y  enthalten 
sind;  Fig.  101  erhält  also  die  Lage 
Fig.  102. 

Im  Fall  der  Figur  99  No.  3  lauten 
die  4  Gleichungen  (1)  bis  (4) 

LcosMJ-h-^cosy  =  ß, 
Lsin  w — ^sinijp  =  0, 
DLsinw — JAsin^  =  S^,    — DLcosw — AJcostp  =  0, 

wobei  wieder  D,  «?,  J,  (p  die  absoluten  Werthe  der  betreifenden  Grösse 
sind.     Die  4  Gleichungen  (5)  bis  (8)  aber  bleiben 

L:  R  =  siny  :  sin(ic4-SP)j  A:  R  =  sinio  :  sin(ir-i-g>) 


DL  :  Sq  =  cosq> :  sin(w-hy). 
Die  Eliminationen  ergeben 


AJ  :  Sq  =  cosw? :  8in(to4-y). 


L  =  - 


RS. 


J  =  — 


R  D  sin  w-^Sq  cos  w 


A  = 


-~-  cot  w 
RS. 


— ÄJsin«p-f-ÄoCOsy 


71 


Es  kann  pun  zunächst  w  nur  gleich  oder  grösser  als  -w-  sein.     Für 
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w 


=  -^  wird  L  =  -^ ;    L  ist 


Fig.  103. 


nach  der  Seite  der  — y  hin  ge- 
richtet; die  hyperbolische  Direc- 
trix  der  L  hat  also  die  in  Fig.  103 
gezeichnete  Lage.  Für  w  =  n 
wird  L  =  — R\  die  positiven  L 
haben  die  Richtung  nach  unten, 
die  negativen  gehen  also  nach 
oben;  die  Limitante  des  männli- 
chen Büschels  von  a  geht  durch 
die  Punkte  b  und  c  der  Fig.  103, 
wenn  ah  =  R,  Für  den  weibli- 
chen Büschel   kann  (p  nur  über 

Null  und  unter  -^  liegen.    Für 

(jp  =  0  erhält  man  ^=  Ä;  die  Gerade  r6  ist  also  gleichzeitig  Direc- 

trix   der   weiblichen  Büschel;    für  y  = -^  wird  ^= ^,  und 


Fig.  104. 


da  die  positiven  A  im  vierten 
Quadranten  liegen,  müssen  die  ne- 
gativen sich  im  zweiten  befinden; 
der  Punkt  c  ist  also  auch  ein 
Punkt  der  Limitante  des  weibli- 
chen Büschels,  und*  die  obige  Hy- 
perbel ist  gleichzeitig  Directrix  des 
weiblichen  Lagers. 

In  der  Ebene  abc  liegt  aber 
nun  der  männliche  Theil  der  Vec- 
toren  im  zweiten,  der  weibliche  im 
vierten  Quadranten.  Es  sind  also 
in  Fig.  104  die  Geraden  (a,  1),  (a,  2), 
(a,  3)  u.  8.  w.  männliche,  die  Ge- 
raden (a,  I),  (a,  II)  u.  8.  w.  weib- 
liche Vectoren.  Der  männliche 
Vector  (aoo),  der  parallel  mit 
bc  ist,  begränzt  das  Feld  der  männ- 
lichen, seine  Verlängerung  begrenzt  das  Feld  der  weiblichen  Vec- 
toren.     Diese    Grenzlagen    sind    bestimmt    durch    die    Gleichungen 


— oo 
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/?i)sinM7-hS^cosM?  =  0  und  — ÄJsiny+S^jCosqp  =  0.  Lässt  man 
w  und  9  über  diese  Grenzen  hinauswachsen,  so  schlagen  die  männ- 
lichen Vectoren  aus  dem  unteren  Feld  in  das  obere  um,  werden  also 
zu  weiblichen,  und  umgekehrt. 

Man   bemerke,   dass  die  Directricen   in  diesem  Fall  gerade  so 
liegen,  wie  im  Fall  der  Fig.  101. 

TV 

Nach    dem    eben    gesagten    kann    w    nur    zwischen    —^    und 
arctangl i>/r)  variireu.     Für  w?  =  -^-  ist  J  =  0,  für 


w  =  arctang 


V      RD) 


ist  A  gleich  D\  also  ist  ä  im  Allgemeinen  stets  kleiner  als  D,  der 
Yector,  welcher  den  spitzen  Winkel  mit  R  macht,  liegt  näher  aa  der 
Centralaxe.  Nur  im  Grenzfall,  wo  L  und  A  beide  unendlich  werden, 
fällt  D  mit  ä  zusammen;  12  wird  dann  durch  den  unbestimmten 
Ausdruck  L — A=  x.  —  oo  dargestellt. 

Der  Fall  der  Figur  99  No.  5  endlich  ist  dem  vorigen  ganz  analog, 
nur  liegen  die  Directricen  wie  in  Fig.  102. 

In  allen  Fällen  gehören  die  sämmtlichen  Limitanten  des  Strahls 
N  der  einen  Schaar  von  Geraden  an,  welche  ein  Hyperboloid  erzeugt, 
während  die  Gerade  z  =  R  der  zweiten  Schaar  desselben  Hyperboloids 
angehört. 

Einiges  Interesse  hat  noch  der  Specialfall,  wo  zwei.conjugirte  Vectoren  auf- 
einander senkrecht   stehen.     Derselbe    kann  offenbar    nur  im  Fall  No.  1  und  4 

vorkommen.      Die  Bedingung   dafür,    dass   er   eintrete,    ist   10+9  = -J-  oder 

tang(a;-|-9)  =  oc  oder  1  —  tangw^tang^p  =  0,  d.  i.  mit  Gl.  (11)  und  (12) 

5«  \3 


(14)        i)A  =  (-^). 


Die  Ansatzpunkte  der  Vectorenpaare  liegen  hiernach  in  Involution.     Setzt  man 
für  A  seinen  Werth  —^coiw,  so  wird 

(15)        D  =  -^-i8ingw 
(16)        Z>-|-A  =  -§-(tangw-|-cotw)=    '^°         ^ 


Ä   '      ^  '         R     8'm2w 

Für  w  =  0  wird  der  Abstand  2)4-A  unendlich,  L  liegt  in  R  und  A  im  Ünend- 

liehen;  für  w=— -  ist  der  Abstand  der  beiden  Vectoren  von  einander  gleich- 
falls  unendlich,  oder  A  liegt  in  R  und  L  im  negativ  Unendlichen.    Der  kleinste 
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Abstand  D-f-A,  der  überhaupt  möglich  ist,  wird  erreicht  für  117=-^  und  ist 
2    ^ 


R 

Siebt  man  in  Gl.  (15)  D  und  w  als  Coordinaten  des  männlichen  Vectors  L 
an,  so  stellt  sie  eine  windschiefe  Fläche  dar;  L  schraubt  sich  um  den  Norraal- 
strahl  Nj  während  sein  Ansatzpunkt  Yon  0  ins  Unendliche  geht.  Ebenso  A.  Die 
Fläche  der  L  setzt  sich  durch  die  Centralaze  hindurch  continuirlich  in  die  der 
A  fort.    Aus  Gl.  (15)  und  (14)  folgt  noch 

-^  =  tang'to, 

aus  (10)  und  (9) 

LA  =  iÄ«sin2uj. 

Dem  ametrisch  gedachten  Comitium  gehört  jede  Linie  des 
Raumes  an;  m.  a.  W.  jede  Doppelrichtung  des  Raumes  kann,  wenn 
man  auf  ihr  eine  Länge  von  passender  Grösse  und  passendem  Sinn 
abschneidet,  die  eine  von  zwei  Conjugaten  sein,  welche  zusammen  ein 
gegebenes  System  RA-S^  repräsentiren. 

Denn  ist  /  die  Linie,  so  besitzt  sie  einen  Punkt  a,  dessen  Abstand  von  der 
Centralaze  des  Systems  i24-^o  ^^  Minimum  ist.  Zieht  man  von  diesem  ein  Per- 
pendikel auf  die  Centralaxe,  so  ist  dies  Perpendikel  ein  Normalstrahl  N\  auf 
diesem  liegen  in  a  zwei  Büschel  von  Gliedern  des  Comitiums,  nämlich  das  Büschel, 
welches  zwischen  ah  und  ac  der  Fig.  104  und  dasjenige,  welches  zwischen  aoc 
und  ab  einerseits,  — ooa  und  ac  andererseits  enthalten  ist.  Beide  Büschel  bilden 
zusammen  ein  Büschel,  welches  den  Winkel  2n  bestreicht,  und  da  /  in  der  Ebene 
des  Büschels  durch  a  geht,  muss  es  mit  irgend  einem  Gliede  des  Gesammtbüschels 
coincidiren. 

Das  Comitium  ist  also,  wenn  es  ametrisch  gedacht  wird,  voll- 
kommen unbestimmt;  es  erhält  eine  bestimmte  Gestalt  erst  dadurch, 
dass  man  die  Länge  seiner  Glieder  berücksichtigt. 

207«  Bas  Nnllsystem«  Der  Zusammenhang  zwischen  den  Yectorenkreuzen, 
welche  ein  gegebenes  System  £/  darstellen  können,  und  dem  Concurs  der  Schrau- 
ben, welche  dasselbe  System  £/  darstellen,  ist  im  vorigen  Paragraphen  in  metri- 
scher Weise  durch  die  Schrauben  i24-<S'o  der  Centralaxe  vermittelt.  In  ametri- 
scher Weise  lässt  er  sich  auch  durch  folgende  Betrachtungen  vermitteln. 

Jeder  Punkt  p  des  Raumes  dient  einem  Moment  «S  des  Goncurses  in  regel- 
rechter Lage  als  Angriffspunkt.  Durch  jeden  Punkt  p  lässt  sich  eine  und  nur 
eine  Ebene  11  so  legen,  dass  sie  auf  ^  senkrecht  steht.  Dies  11  heisst  die  Polar - 
ebene  von  p. 

Ist  eine  Ebene  11  gegeben,  so  giebt  es  für  jeden  ihrer  Punkte  ein  zugehöriges 
S\  diese  ^S  haben  nach  204  alle  möglichen  Doppelrichtungen  im  Räume,  also 
steht  wenigstens  eines  der  'S  auf  11  senkrecht,  und  eines  der  S  fallt  in  die 
Ebene  II. 
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Fig.  105.  Es  sei  nun  in  Fig.  105 

p  ein  Punkt  der  Ebene 
n,  in  welchem  das  zu- 
gehörige Moment  ;>*=S 

senkrecht  auf  11  steht, 
pr  sei  Ä,  o  irgend  ein 
Punkt  der  Ebene  11. 
Reducirt  man  die  Gruppe 
RJ^Sp  auf  den  Punkt 
0,  so  erhält  man  an  o 
ausser  dem  Vector  R 
ein  Moment,  welches  sich 
aus  Sp  und  dem  Moment 

des  Vectoren paares 
pr  4-  og  zusammensetzt. 
Da  pr  nicht  senkrecht 
auf  ps  steht,  ist  das 
Moment  dieses  Paares 
nicht  parallel  Sp,  also  ist  auch  das  resultirende  Moment  S  nicht  parallel  Sp.  Es 
giebt  also  ausser  p  keinen  Punkt  in  11,  in  welchem  das  Moment  ^  senkrecht  auf 
n  steht,  p  heisst  der  Pol  der  Ebene  11.  Wir  haben  also  vorerst  die  Parallel- 
sätze : 

1  a.  Zu  jedem  Punkt  des  Raumes     1  b.  Zu  jeder  Ebene  des  Raumes 
gehört  eine  durch  ihn  gehende  giebt  es  einen  in  ihr  liegen- 

Polarebene.  '  den  Pol. 

Die  Gesammtheit  aller  Punkte  und  Ebenen  in  ihrer  gegenseitigen 
Polarbeziehung  nennt  Möbius  ein  Nullsystem;  er  nennt  p  den  Null- 
punkt von  n  und  27  die  Nullebene  von  p.  Es  ist  jetzt  gebräuchlicher, 
Pol  und  Polarebene  zu  sagen. 

Um  für  das  folgende  den  Punkt  o  bequem  bezeichnen  zu  können,  betrachten 
wir  ps  als  z-Axe  eines  dreiaxigen  Coordinatensystems.  legen  durch  R  und  ^  eine 
Ebene  der  zx,  nehmen  zur  Axe  der  x  die  durch  p  gehende  Schnittlinie  dieser 
Ebene  mit  11,  und  legen  die  y-Axe  durch  p  senkrecht  zu  den  beiden  andern 
Axen.  o  hat  dann  in  der  Ebene  11  zwei  Coordinaten  x  und  y,  und  der  Vector 
oqy  der  gleich  — R  ist,  hat  drei  Componenten;  diese  sind,  wenn  9,  wie  früher, 
den  Winkel  zwischen  R  und  5  bezeichnet,  X'  =  22 sin 9,  Y'  =  0,  Z*  =  —  Äcos^. 
Das  Moment  von  oq  in  Bezug  auf  den  Coordinatenanfang  hat  also  die  drei  Com- 
ponenten 

ifZ'—zY'  ==  — yficostp,    zX!—xZ'  =  xRcos%    xT—jX'  =  —yÄsin^p. 

Und  das  resultirende  Moment  an  o  hat,  da  Sp  in  die  drei  Componenten  0,  0,  iSL 
zerfallt,  die  Componenten 

— yÄcoscp,        TÄcoscp,        — yRsint^-hSp, 

Man  kann  nun  y  immer  so  wählen,   dass  yR s\n^  ==:  Sp   wird;   dann  wird  das 
Moment  ^  an  0  die  Componenten 
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— y  Ä  cos  9,        xR  cos  9,        0 

haben.    Die  Momentcomponente  auf  der  z-Axe  ist  also  dann  Null,  und  es  bleiben 
nur  die  Momente  in   der  xy-Ebene  übrig.    Es  fällt  also  dann  das  resulti- 
reude  HomeAt  von  o  in  die  Ebene  11. 
Die  Bedingung  hierfür  ist 

jRsin^ 
Diese  Gleichung  stellt  eine  gerade  Linie  dar,  welche  parallel  zur  Axe  der  x  im 

Abstände         ,^ —  von  dieser  liegt,  und  zwar  in  derjenigen  Hälfte  von  0,  von 
/tsintp 

wo  aus  R  rechts  von  iS  liegt. 

2.  Alle  Punkte  dieser  Geraden  haben  demnach  die  Eigenschaft, 
dass  für  sie  das  Moment  S  in  die  Ebene  n  fällt.  Die  Gerade  heisst 
die  Characteristik  der  Ebene  27,  kann  also  auch,  da  sie  durch  p 
eindeutig  bestimmt  ist  (weil  n  durch  p  bestimmt  wird)  die  Charac- 
teristik des  Punkts  p  genannt  werden. 

Wir  nehmen  irgendwo  auf  der  endlosen  Geraden  ps^  welche  kurz  mit  /  be- 
zeichnet werde,  einen  Punkt  p'  an  und  machen  p*r'  gleich  und  antiparallel  pr, 
Reducirt  man  das  System  R-^8p  auf  p^  so  erhält  man  an  p'  ausser  Sp  das  Mo- 
ment des  Paares  pr^p'r'.  Dies  letztere  ist  augenscheinlich  gleich  pp',Rsm% 
oder,  wenn  pp'  kürzer  mit  z  bezeichnet  wird,  zRsintf.  Dabei  ist  die  Axe  dieses 
Moments  parallel  der  y-Axe.  Legt  man  also  die  Ebene  der  yz  durch  Fig.  105,  so 
erhält  man  in  dieser  yz- Ebene  den  Schnitt  Fig.  lOß,  p'a' 
sei  =p3  gemacht,  p'ii  sei  x/Ssin^p.  Dann  ist  pa  das 
resultirende  Moment  von  p\  und  es  ist 

.         ,  ,  s'o  i22sincp 

Ist  andererseits  0  ein  Punkt  der  Characteristik,  so  ist 

A  I  *%  1  Ä^sin©         _    ,        , 

tang;)ap'  =  .:-^^^,    also    =        ^  ^   -      D.  h.  op' 

steht  senkrecht  auf  p'a;  und  da  die  Characteristik  selbst 
auf  po  senkrecht  steht,  heisst  das:  p's  steht  senkrecht  auf 
einer  durch  p'  und  die  Characteristik  gelegten  Ebene,  m. 
a.  W.  p*  ist  der  Pol  dieser  Ebene. 

3.  Bewegt  sich  also  der  Punkt  p  auf  seiner  Polaraxe,  d.  h.  auf 
der  durch  ihn  gehenden  Geraden,  welche  senkrecht  zu  seiner  Polar- 
ebene  steht,  so  dreht  sich  seine  Polarebene  um  die  Characteristik  von  p. 

Dieser  Satz  lässt  sich  verallgemeinem  und  man  kann  den  zu  ihm  reciproken 
aufstellen.    Man  hat  nämlich  zunächst 

4  a.  Die  Polarebenen  aller  Punkte     4  b.  Die  Pole  aller  durch  p  gehen- 
von  U  gehen  durch  den  Pol  den  Ebenen   liegen   auf  der 

von  n.  Polarebene  von  p. 


Fig.  106. 
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Denn  das  Moment  des  Paares  pr-^oq 
in  Fig.  105  steht  senkrecht  auf  o/>;  eben- 
so steht  Sp  senkrecht  auf  op;  also  steht 
das  aus  beiden  resultirende  Moment  S 
gleichfalls  senkrecht  auf  op.  Eine  senk- 
recht zu  S^  durch  o  gelegte  Ebene  geht 
also  durch  die  Gerade  op,  d.  h.  sie  geht 
durch  den  Punkt  p.    D.  i.  der  obige  Satz. 

5  a.  Dreht  sich  eine  Ebene  27  um 
eine  Gerade  l,  so  beschreiben 
ihre  Pole  eine  zweite  Gerade  A. 

Denn  ist  p  ein  Punkt  von  /,  so  liegen 
die  Pole  aller  durch  p  gehenden  Ebenen 
in  der  Polarebene  El  von  p;  ist  p'  ein 
zweiter  Punkt  von  /,  so  liegen  die  Pole 
aller  Ebenen  von  p'  in  der  Polarebene 
IT  von  p\  Die  Pole  aller  Ebenen, 
welche  gleichzeitig  durch  p  und  p'  gehen, 
liegen  also  im  Durchschnitt  von  11  mit 
IT,  d.  i.  auf  einer  Geraden  X. 


Denn  ist  11'  eine  der  durch  p  gehen- 
den Ebenen,  so  muss  nach  dem  links 
nebenan  stehenden  Satz  die  Polarebene 
von  p  durch  den  Pol  p'  von  11'  geben. 
Dasselbe  gilt  für  jede  andere  Ebene  11'^ 
von  p,  also  geht  die  Polarebene  durch 
alle  Pole  p\  p"  u.  s.  w. 

5b.  Beschreibt  ein  Pol  ein  Gerade 
A,  so  dreht  sich  seine  Polar- 
ebene um  eine  Gerade  /. 

Denn  ist  11  eine  Ebene  die  durch  / 
geht,  so  gehen  die  Polarebenen  aller 
Punkte  von  II  durch  den  Pol  von  11: 
ist  El'  eine  zweite  Ebene,  die  durch  / 
geht,  so  gehen  die  Polarebenen  aller 
Punkte  von  11'  durch  den  Pol  />'  von 
n'.  Die  Polarebenen  aller  Punkte,  die 
gleichzeitig  auf  11  und  11'  liegen,  d.  h. 
aller  Punkte  von  X,  gehen  also  durch  /> 
und  p\  d.  h.  durch  eine  Gerade  pp' 
oder  /. 


Der  obige  Satz  (3)  ist  der  Specialfall  von  (5  b),   in  welchem  X  auf  /  senk- 
recht steht. 

Satz  6.     Ist  die  Gerade  l  der  Ort  aller  Polarebenen  der  Punkte 
von  A,  so  ist  auch  A  der  Ort  aller  Polarebenen  der  Punkte  von  /. 


Fig.  107. 


Denn  es  seien  ab  =  X  und  cd=  l  zwei  Gerade 
von  der  Art,  dass  cd  der  Ort  der  Pole  für  die  Ebenen 
von  cd)  ist.  Dann  ist  c  der  Pol  der  Ebene  aeb  und  d 
der  Pol  der  Ebene  adb.  Legt  man  nun  durch  a  die 
Ebene  aedy  so  geht  aed  durch  c,  also  Hegt  der  Pol  von 
acd  in  der  Polarebene  von  c,  d.  h.  in  abc;  ebenso  liegt 
der  Pol  von  cbd  in  abd,  also  liegen  die  Pole  aller 
Ebenen  von  cd  in  ab. 

Die  Beziehung  zwischen  /  und  A  ist  also  völlig  reciprok;  jede 
von  beiden  ist  der  Ort  der  Pole  für  alle  Ebenen  und  der  Ort  der 
Polarebenen  für  alle  Punkte  der  anderen.  A  und  l  heissen  con- 
jugirte  Linien  des  Nullsystems. 

Liegt  A  in  einer  Ebene  27,  so  geht  /  durch  den  Pol  von  IJ; 
geht  A  durch  einen  Punkt  p,  so  liegt  /  in  der  Polarebene  von  p. 

Polaraxe  und  Characteristik  einer  Ebene  sind  zu  einander  senk- 
rechte Conjugaten. 
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Einen  zweiten  bemerkenswerthen  Specialfall  bieten  die  Pole  eines 
Büschels  von  Parallelebenen.  Da  der  Concurs  mit  sich  in  Coincidenz 
bleibt,  wenn  er  parallel  zur  Centralaxe  verschoben  wird,  liegen  die 
Pole  sämmtlicher  Parallelebenen  anf  einem  Durchmesser  des  Con- 
curses.  Die  Conjugate  eines  Durchmessers  liegt  also  in  unendlicher 
Entfernung.  Liegen  die  Parallelebenen  senkrecht  zur  Centralaxe,  so 
ist  die  Centralaxe  selbst  der  Ort  ihrer  Pole. 

Satz  7.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  zwei  conjugirte  Geraden 
l  und  X  in  eine  „Doppellinie^  S  zusammenfallen.  Damit  eine  Gerade 
Doppellinie  sei,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  der  Pol  einer 
durch  sie  gehenden  Ebene  in  sie  falle,  oder,  was  dasselbe  sagt,  dass 
die  Polarebene  eines  ihrer  Punkte  durch  sie  gehe. 

Denn  die  Linie  ^  gehe  durch  den  Pol  p  einer  Ebene  11,  in  der  &ie  selbst 
liegt.  Ist  dann  11'  eine  zweite  durch  8  gehende  Ebene,  so  liegt  der  Pol  von  W 
in  n,  weil  11'  durch  den  Pol  von  11  geht.  Er  liegt  aber  auch  in  11',  also  liegt 
er  im  Durchschnitt  von  11  mit  11',  d.  h.  in  S.  Verschiebt  sich  also  p  auf  8,  so 
dreht  sich  11  um  8,  d.  h.  8  repräsentirt  gleichzeitig  beide  Conjugaten  /  und  X. 

Nach  dem  vorigen  Satz  bilden  die  Doppellinien  in  jeder  Ebene 
n  des  Raumes  ein  Strahlenbüschel,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  p  der 
Ebene  ist,  und  zu  jedem  Punkt  p  des  Raumes  ein  ebenes  Strahlen- 
böschel,  dessen  Ebene  die  Polarebene  von  p  ist. 

Die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  der  eben  ausgesprochenen 
Bedingung  unterliegen,  nennt  man  nach  Plücker  einen  Complex 
ersten  Grades. 

[Der  eben  ausgesprochene  Satz  spricht  die  Eigenschaft  des  Concurses  aus: 

Satz  8.  Eine  Gerade,  die  auf  dem  Moment  S  eines  ihrer 
Punkte  senkrecht  steht,  steht  auf  den  Momenten  aller  ihrer  Punkte 
senkrecht. 

Denn  als  Doppellinie  ^  liegt  sie  in  den  Polarebenen  aller  ihrer  Punkte.] 
Die  Eigenschaften  des  Complexes  sind  von  Plücker  auf  analytischem  Wege 
näher  untersucht.    Auf  der  Hand  liegt  der 

Satz  9.  Der  Complex  bleibt  mit  sich  selbst  in  Coincidenz,  wenn 
er  um  die  Centralaxe  gedreht  oder  parallel  zur  Centralaxe  verscho- 
ben wird. 

Denn  die  Momente  des  Concurses  haben  ja  diese  Eigenschaft. 

Satz  10.  Jeder  Complexstrahl,  der  eine  von  den  Conjugaten  des 
Nullsystems  schneidet,  schneidet  auch  die  andere. 

Denn  sind  /  und  X  die  Conjugaten,  jst  8  der  Complexstrahl,  welcher  /  schnei- 
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det,  so  liegt  der  Pol  der  Ebene  (^0  &^  ^)  ^^  ^^^S^  ^^^^  ^^^^  &u^  ^>   ^^^^  ^^^^ 
8  eine  Doppellinie  ist,  also  müssen  8  und  X  sich  schneiden. 

Satz  11.  umgekehrt:  Jede  Gerade,  welche  zwei  Conjugirte  / 
und  X  schneidet,  ist  ein  Strahl  des  Complexes. 

Denn  ist  8  die  Gerade,  so  liegt  der  Pol  der  Ebene  (9/)  auf  X,  also  in  dem 
Punkt,  wo  X  die  Ebene  (8/)  schneidet;  dieser  Punkt  liegt  aber  Im  Schnittpunkt 
Ton  8  mit  X,  also  in  8  selbst.  Also  liegt  8  in  der  Polarebene  eines  ihrer  Panktei 
folglich  ist  sie  Doppellinie. 

Satz  12.  Zwei  Paare  conjugirter  Geraden  /  und  A,  P  und  A' 
liegen  immer  auf  einem  Hyperboloid  und  gehören  zu  derselben  Schaar 
der  Erzeugungslinien  desselben. 

Denn  irgend  eine  Linie  8,  welche  /,  X  und  V  schneidet,  muss  nach  Satz  10 
auch  X'  schneiden.  Also  gehört  X'  derselben  Erzeugungsschaar  eines  Hyperboloids 
an,  wie  /,  X  und  V. 


Fig.  108. 


Jeder  Complexstrahl  hat 
einen  Punkt  c,  der  der  Cen- 
tralaxe  am  nächsten  liegt. 
Ziehen  wir  den  Normalstrahl 
iV  (gleich  oc\  welcher  durch 
c  geht,  so  steht  der  Com- 
plexstrahl in  c  erstens  senk- 
recht auf  N,  zweitens  senk- 
recht auf  dem  Moment  S 
des  Punktes  c.  (Satz  8.) 
Nennt  man  a  den  Winkel, 
welchen  ^  mit  R  macht,  so 
ist  demnach  cota  =  tang^, 
und  da,  wenn  oc  mit  h  be- 
zeichnet wird, 


tang9  =s= ) 


R 


war,  so  ist 


^ 


(1)        tanga  = 


Ofl 


e/2 


Satz  13.  Es  bilden  also  die  Linien  eines  Complexes  ein  zweites 
System  von  Tangenten  an  unendlich  viele  Schraubenlinien,  welche 
unendlich  vielen  Cylindern  vom  Durchmesser  d  aufgeschrieben  sind, 
wo  d  von  0  bis  cx)  variirt.  Das  System  der  Schraubenlinien  des 
Complexes  steht  senkrecht  auf  dem  des  Concurses.  Im  Complex  sind 
die  Schraubenlinien  um  so  starker  gegen  R  geneigt,  je  näher  sie  au 
der  Centralaxe  stehen.  Diejenigen  Complexstrahlen,  welche  sich  in 
der  Centralaxe  schneiden,  stehen  senkrecht  auf  ihr,  die  im  Unendlichen 
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liegenden  sind  ihr  parallel.    Die  Ganghöhe  einer  Schraube  vom  Durch- 
messer d  ist  2nd.cota^  also 

27id'S^ 


R 

Man  nennt  — ^  den  Parameter  des  Complexes,   die  Geraden, 

welche  der  Centralaxe  parallel  laufen,  heissen  Durchmesser  des- 
selben. Der  mit  277  multiplicirte  Parameter  des  Complexes  ist  die 
Ganghöhe  des  Concurses;  die  Durchmesser  sind  für  Complex  und 
Congruenz  identisch.  Concurs  und  Complex  können  offenbar  als  zwei 
nahe  verwandte  Species  derselben  Grattung  von  dreifach  unendlichen 
Mannigfaltigkeiten  aufgefasst  werden;  geometrisch  ist  diese  Verwand- 
Schaft  durch  den  Satz  (13)  ausgedrückt;  wie  sie  sich  analytisch  aus- 
drückt, wird  sich  bei  der  Untersuchung  über  die  Coordinaten  der  Vec- 
toren  herausstellen. 

Wir  kehren  nun  einen  Augenblick  zum  Comitium  der  Vectorengruppe  zurück. 
Es  seien  L  und  A  zwei  conjugirte  Gerade  desselben,  u>  ein  Punkt  von  A.  Legt 
man  durch  L  und  co  eine  Ebene  Q,  so  steht  das  Moment  iS  des  Punktes  u>  auf 
dieser  Ebene  senkrecht;  denn  reducirt  man  L  und  A  auf  den  Punkt  ui,  so  er- 
hält man  daselbst  eine  Resultante  Z4-A  und  ein  Kräftepaar,  dessen  Ebene  mit 
Q  zusammenfällt.  Also  ist  a>  der  Pol  von  Q,  d.  h.  A  ist  der  Ort  der  Pole  aller 
durch  L  gehenden  Ebenen.    Also:* 

Satz  14.  Die  conjugirten  Paare  des  Nullsystems  sind 
die  Richtungslinien  der  conjugirten  Paare  des  Comitiums 
der  Vectorenkreuze. 

Die  Doppellinien  des  Nullsystems  entsprechen  den 
degenerirten  Vectorenkreuzen,  in  welchen  der  männliche 
und  weibliche  Yector  auf  der  gleichen  Richtungslinie  un- 
endliche Werthe  von  entgegengesetzter  Richtung  bekommen. 

Die  Identität  zwischen  Conjugaten  des  Comitiums  und  Conjugaten  des  Null- 
systemes  (oder  des  Complexes)  kann  sich  natürlich  nur  auf  Richtung  und  Lage 
erstrecken,  da  die  letzten  ametrisch  gedacht  sind. 

208.  IMe  direefte  Znsantmensetsanff  zweier  Systeme  R-^S^  mittels  des 
Cyliiidroids«  Nach  allem  Vorstehenden  ist  ein  Yectorensystem  tf  völlig  bestimmt, 
wenn  1}  die  Lage  seiner  Centralaxe,  2)  Grosse  und  Sinn  des  resultirenden  Vec- 

tors  R,  3)  Sq  oder  das  Verhältniss  —b~9  ^^^  »Parameter  des  Vectorensystems" 

gegeben  ist.    Die  Grossen  R  und  —^ ,  auf  der  Centralaxe  gegeben,  bestimmen 
gleichzeitig  vollständig  den  metrischen  Concurs  der  Momente  «S,  so  wie  das  Comi- 

38* 
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tium  der  Vectorenkreuze,  die  Grosse  —~-  allein   bestimmt  mit    der  Lage  der 

Centralaxe  das  Nullsystem  und  den  Complex  der  Doppellinien.  (Nullsystem  und 
Complex  haben  ein  Bestimmungsstück  weniger  als  Concurs  und  Comitium,  weil 
erstere  ametrisch  sind.) 

Die  auf  der  Centralaxe  gegebenen  Werthe  R  und  — ^  betrachten  wir  also 

als  bequemste  Normalform,  in  der  das  System  £/  gegeben  sein  kann,   schreiben 

So 
C5  statt  — ^  und  bezeichnen  das  in  der  Normalform  gegebene  Vectorensystem 

als  »Schraube  (R,  d)". 

Es  seien  nun  zwei  Vectorensysteme  (Ä',  uf)  und  (Ä",  C3")  auf  zwei  Central- 
axen  J'  und  A"  gegeben;  wie  untersuchen,  was  über  die  Zusammensetzung  der- 
selben zu  bemerken  ist. 

Zunächst  werde  angenommen,  dass  die  beiden  Centralaxen  einander  recht- 
winklig schneiden.  Die  resultirende  Grösse  (i2'c9')4-(/2',  ra")  sei  (R^üH)  und  ihre 
Centralaxe  heisse  A,  Das  Moment  des  resultirenden  Systemes  auf  dieser  Cen- 
tralaxe sei  mit  Sa  bezeichnet,  der  Winkel,  den  A  mit  A'  macht,  heisse  %, 

^.      .ru.  Ija  Fig.  109  sei 

Fig.   109.  »         Df        ;        ^inr 

^  ^  or'  =  R\  os'  =  m'R*  u.  8.  w. 

^\  ~X\  Zunächst  setzt  sich  or^  mit  or"  zu 

^^ 7^v  >^       \  or  zusammen,  welches  gleich  R  ist. 

\         /   \      ^y^  \  Da   Ä    in    der    Ebene  Ä'Ä"   liegt, 

\      /        \^  \  schneidet    die   Centralaxe  A    recht- 

Vs^v^/^  \  \       winklig  ein  in  o  auf  der  Ebene  Ä'Ä" 

o  '   ^« %"    errichtetes    Perpendikel,     o«',    nach 

or  zerlegt,  giebt  eine  Componente 
cs'/2'.cos^  in  der  Richtung  von  12,  und  eine  zweite  C3'/2'sin&  senkrecht  zu  R, 
Ebenso  liefert  o«"  die  Componenten  C3"Ä"8in(^  und  —  ro^Ä'cosÄ,  letztere  senk- 
recht zu  R,    Es  ist  also  einerseits 

C5'Ä'cosd-f-SJ"Ä"8in»  =  5a, 

und  da  zugleich  R'  =  Äcosd,  Ä"  =  Äsind,  folgt 

Sa  =  (C5'cos'*-HC5"8in»d)ß    oder 

(1)       Iro  =  ui  cos»»-l-C5"  sin»», 

zugleich  ist  offenbar 

Ä"  Ä'*  Ä"' 

(2)        tang»  =  -^    oder     cos»»=    jz^i^jr^/»  >      "°^'  ^    K^-\-R^  ' 

so  dass  Gl.  (1)  auch  geschrieben  werden  kann 

(la)       ro  =  — Rt^R-^ 

Andererseits  erhält  man  senkrecht  zu  R  die  Componentensumme 

C5'Ä'8ind-nj"Ä"cos»oder,  daÄ'=ÄcosO,  Ä"  =  Äsinaist,  (Co'— ro")Ä8in»cos». 

Ist  nun  S  der  Abstand  der  Axe  A  von  o,  so  muss  das  Moment  hR  diese  Summe 
tilgen,  also  muss 

(3)        8  =  (©'-©")  sin  »cos»  =  i(C3'— C3")sin2» 
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sein,  und  5  liegt  nach  dem  früheren  auf  derjenigen  Seite  der  Ebene  RR\  von  wo 
aus  OS  links  von  or  erscheint,  d.  i.  diejenige  Seite,  wo  das  mit   dem  grösseren 
Parameter  (in  unserem  Falle  uf)  behaftete  System  (R\  uf)  links  von  dem  andern 
liegt.    (In  Fig.  109  liegt  also  ^  über  der  Ebene  der  Zeichnung.) 
Zusammen  mit  der  auf  der  Hand  liegenden  Gleichung 

(4)        22»  =  Ä'>-f-Ä"' 
bestimmen  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  vollständig  das  resultirende  System  (/2,C9); 
(2)  und  (3)  geben  die  Lage  seiner  Centralaxe,  (4)  und  (1)  die  Grössen  R  und  Sa 
auf  derselben.    %  hängt  nur  von  R'  und  R"  ab,  und  zwar  nur  von  ihrem  Verhält- 
niss,  nicht  von  ihren  absoluten  Werthen. 

Gl.  (3)   ist  leicht  zu  construiren.    Es  sei  or  in  Fig.  1 10  die  gleiche  Linie, 
wie  in  Fig.  109,  oz  eine  Senkrechte  zur  Ebene  R'R'\  die  Ebene  von  Fig.  110  sei 

Fig.  110. 


z 


also  diejenige,  in  welcher  bei  Fig.  109  or  und  die  Centralaxe  von  (R,  tsf)  liegen. 
Diese  Ebene  macht  mit  der  durch  oz  und  R'  gelegten  den  Winkel  9.  Auf  or 
messe  man  nun  die  Länge  oy  =  (cu' — ts")  ab,  schlage  über  oq  als  Durchmesser 
einen  Kreis  und  lege  in  der  Ebene  des  Kreises  ob  so,  dass  es  mit  gjr  den  Winkel 
0  macht,  und  zwar  nach  derjenigen  Seite  von  or  hin,  auf  der  nach  dem  Obigen 
die  Centralaxe  von  {R,fs)  liegt  Dann  ist  pb  s=  i(ta^ — es'') sin 29=  S,  also  giebt 
das  von  6  auf  oz  gefällte  Perpendikel  ab  die  Lage  der  Centralaxe  A  an. 
Man  sieht  zugleich  dass 


ab 


s:  cotd,    woraus  mit  (3) 


ab  ==(©'— ©")  cos'*. 
Nach  GL  (1)  aber  ist 

(5)       C5  =  (©'— ro")cos»»-l-cj"  =  ÖM-ro". 

Die  Linie  ab  giebt  also  gleichzeitig  die  Grösse  des  Parameters  O,  wenn  man 
den  Kreis  der  Fig.  110  um  ro"  höher  legt,  wie  das  in  Fig.  111,  S.  598  geschehen 
ist.  Hiermit  ist  also  die  Construction  der  resultirenden  Schraube  (R,  tJü)  vollständig 
gegeben:  R  ist  gleich  R'-^R"  und  tm  findet  sich  nebst  der  Lage  der  Centralaxe 
A  durch  die  Construction  Fig.  111  als  das  Perpendikel  ab. 
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Fig.  111. 


>*/■ 


Man  denke  sich  nun,  dass 
in  Fig.  109  die  Doppelrich- 
tungslinien Ton  R'  und  R"  ein 
für  allemal  gegeben  seien,  dass 
ausserdem  es' — es"  constant  ge- 
halten werde,    das  Yerhältniss 

-^jj-  aber  alle  möglichen  Werthe 

annehme.  Dann  variirt  in  der 
Constniction  Fig.  111  der  Win- 
kel ^  durch  alle  möglichen 
Werthe  und  demgemass  variirt 
so  wohl  die  Länge,  wie  die  Lage 
der  Axe  A.  Bei  der  Aenderung 
von  %  beschreibt  also  Ä  eine 
windschiefe  Fläche ;  diese  Fläche 
heisst  nach  Ball  und  Gailey 
(ziemlich    unpassend)    Cylin- 

droid,    und  sie  ist  von  Interesse  für  das  ganze  Problem  der  Zusammensetzung 

von  Schrauben.    Wir  untersuchen  sie  daher. 

Für  d  =  0  föUt  ah  in  or  und  or  in  i2';  ah  bat  offenbar  seinen  grössten  mög- 
lichen Werth  C3'.  Wächst  8,  so  dreht  sich  die  Ebene  zor  um  o«,  und  zugleich 
stellt  sich  ch  schräg  gegen  cq-,  ah  wird  also  gleichzeitig  kurzer,  indem  sein  Ab- 

mm 

stand  von  or  zunimmt.    Dies  dauert  an,  bis  %  den  Werth  — r-  erreicht  hat;  dann 

4 

macht  die  Ebene  zot  einen  Winkel  von  45®  mit  R\  und  ab  wird  die  Tangente 

a'6'  an  den  , Parameterkreis''  cqh  der  Fig.  111,  8  hat  also  dann  sein  Maximum 


erreicht,  und  dort  ist  CJ  =  J  (©'-+- ts").     Wächst  0  weiter  von 


bis 


so 


4     '•"    2  ' 

wird  $  wieder  kleiner,  und  ah  geht,  sich  fortwährend  verkürzend,  in  die  Lage  oc 
über;  oc  steht  zugleich  rechtwinklig  auf  R\  m.  a.  W.  oc  fallt  in  i2".    Wächst  % 

von  -^  bis  —T- ,  so  wird  h  negativ,  ah  tritt  auf  die  rechte  Seite  des  Parameter- 

kreises  und  gelangt  schliesslich  in  die  Tangentenlage  a''6'';  dort  macht  es  mit 

A 

R  einen  Winkel  von  135^    Während  ^  von  —r-  bis  ic  geht,  kehrt  A  aus   der 

Lage  a"6"  zurück  und  nähert  sich  wieder  dem  Punkte  o;  für  d  =  ic  steht  ^  wie- 
der in  0,  aber  abwärts  gerichtet,  es  hat  den  Werth  — CJ'.  Geht  %  von  n  bis  Jtc, 
so  geht  8  wieder  von  o  bis  zum  ersten  Maximum,  A  bat  absolut  genommen,  die- 


selben Werthe,  wie  zwischen  ä  =  o  und  %  = 


it 


aber  A  ist  dem  Vorzeichen 

br. 
nach  negativ,  es  bat  die  umgekehrte  Richtung  wie  oben.    Gebt  d  von  —r^  bis 

4 

3« 


3-,  so  geht  8  vom  Maximum  bis  0  zurück,  A  geht  von  der  Länge  — i(cj'-|-C5") 

auf  — C3".     Geht  endlich  %  von  |it  bis  27r,  so  bewegt  sich  A  zwischen  o  und  a' 
auf  und  ab,  und  seine  Werthe  sind  der  absoluten  Grösse  nach  gleich,  dem  Vor- 
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Fig.  112. 


zeichen  nach  entgegengesetzt  denjenigen,   die  es  zwischen  ^ic  und  n  auf  der 
gleichen  Strecke  hatte. 

Die  Strecke  a'a"  der  Geraden  oz,  auf  welcher  A  entlang 
gleitet,  heisst  die  Directrix  des  Cylindroids.  Nach  dem 
gesagten  gehen  durch  jeden  Punkt  a  der  Directrix  eigent- 
lich 4  Axen  A,  nämlich  ab'  fnr  »  =  y,  ab"  für  %  =  a'-+-7r, 

ab"'  für  »  =  «— d'  und  «6""  für  »  =  27r— »'.    Je  zwei  von 

diesen  aber,  ab'  und  ab",  so  wie  ab"*  und  ab""  fallen  in  eine 
und  dieselbe  Doppelrichtungslinie  und  sind  entgegengesetzt 

gleich,     b'b"  fällt  mit   b"'b""  zusammen   für  »  =  4"  ^^^ 


d  = 


Ott       „         3«         ,  „         Ttt 


4 


%  r=  — —  und  %  =  — j— ,  in  diesen  Lagen  hat 


A  die  absolute  Länge  ^(SJ'-I-CJ");  6"'6""  bildet  einen  rechten 

Winkel  mit  b'b"  im  Punkte  o  für  ^  =  0  und  ^  =  -^ ,    so 

3« 


wie  d  =  it  und  = 


2 


In  dieser  Lage  hat  aV  den  Werth 


o'  und  ab'"  den  Werth  0^'.    Wir  nennen  die  beiden  senkrecht  aufeinander  ste- 

henden  Parameter  des  Cylindroids  für  d  =  o  und  ^  =  -^  die  Hauptparameter 

desselben.    Die  ganze  obige  Construction  zeigt  dann,  wie  das  Cylindroid  durch 
die  beiden  Hauptparameter  bestimmt  ist 

Die  ametrische  Gleichung  des  Cylindroids  ergiebt  sich  leicht ;  wir  betrachten 
02  als  die  «-Axe,  B!  als  die  x-Axe,  R"  als  die  y-Axe  eines  rechtw.  Coordiuaten- 
systems;  dann  ist  offenbar  für  ab 

(6)        tang^  =  -^    und      (7)    «  =  i(C5'  — C5")8in2e  =  (©'— CJ")sin»cos» 

und  wenn  man  hieraus  ^  eliminirt,  findet  sich 

(8)  2(ar»+j^2)  =  (CJ'-CJ")xy 
als  Gleichung  des  Cylindroids.  Man  beachte  aber,  dass  das  Cylindroid  in  dieser 
Gleichung  ametrisch  gedacht  ist;  Gl.  (6)  gilt  für  alle  Punkte  der  unendlich 
lang  gedachten  Linie  ap.  Die  geraden  Linien,  aus  denen  sich  das  Gebilde 
der  Gl.  (8)  erzeugt,  sind  also  auch  unendlich  lang;  das  ametrische  Cylindroid 
wird  beschrieben  durch  eine  unbegrenzte,  zur  Directrix  senkrechte  Gerade,  die 
sich  gleichförmig  um  die  Directrix  dreht,  und  zugleich  eine  harmonische  Schwin- 
gung längs  der  Directrix  macht,  wobei  die  Periode  der  Schwingung  die  Hälfte 
von  der  Periode  der  Drehung  ist. 

Man  sieht  aus  Gl.  (8),  dass  alle  ametrisch  gedachten  Cylindroide  einander 
ähnlich  sind,  weil  sie  nur  von  einer  einzigen  Grösse  (ts'— O)")  abhängen.  Die 
gleichzeitig  mit  der  Lagenänderung  eintretende  Längenvariation  von  A  ist  in 
Gl.  (8)  nicht  berücksichtigt;  um  daher  das  metrische  Cylindroid  vollständig  zu 
characterisiren,  muss  man  noch  die  Gleichung 


GJ  =  cj'cos«»-+-ro"8in2a  = 


+ 


GJ"^- 


zu  Hilfe  nehmen,  in  der  CD  die  Länge   von  A  angiebt     Man  kann  streng  ge^ 
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nommen  nicht  mehr  behaupten,  dass  alle  metrischen  Gylindroide  einander  ähnlich 

sind,   da  ja  das  Verhältniss  — —   der  Hauptparameter   bei   constantem   tsf — ro" 

alle  möglichen  Werthe  annehmen  kann. 

Aus  der  Construction  Fig.  111  ergiebt  sich  eine  bequeme  Art,  ein  Modell  des 
Cylindroids  aus  dünnen  Stäben  herzustellen.  Man  mache  die  Stäbe  drehbar  um 
die  Directrix;  in  eine  Ebene  zusammengeschoben,  müssen  sie  die  Ordinaten  des 
Parameterkreises  der  Fig.  111  bilden;  (d.  h.  wenn  man  die  4  Stäbchen  ab\  ab", 
ab"\  ab""  der  Fig.  112  alle  auf  dieselbe  Seite  der  Directrix  schiebt;  lässt  man 
ab"  in  der  negativen  Richtung  von  ab',  und  ab""  gegenüber  von  ab"\  so  bilden 
sie  die  Ordinaten  zweier  Kreise,  von  denen  einer  der  Parameterkreis  Fig.  111,  der 
andere  das  Spiegelbild  desselben  relativ  zur  Ebene  der  zy  ist).  Entfaltet  man 
sie  facherartig,  so  dass  der  Winkel  A9,  den  ein  Stäbchen  mit  dem  folgenden 
bildet,  der  zum  Bogenabstand  beider  im  Parameterkreis  gehörige  Peripheriewinkel 
ist,  so  bilden  sie  das  Cylindroid. 

Die  Directrix  hat,  einerlei  ob  das  Cylindroid  metrisch  oder  ametrisch  gedacht 
wird,  immer  die  bestimmte  Länge  ün' — w";  sie  ist  gleich  dem  Durchmesser  des 
Parameterkreises. 

Die  Endlagen  (a'  und  a'^  der  Erzeugungslinie  A  bilden  Winkel  von  45®  mit 
den  Hauptparametem. 

Sind  m'  und  o"  von  gleichem  Vorzeichen,  so  liegt  der  Parameterkreis  ganz 
ausserhalb  der  Directrix;  ist  o"  =  0,  so  berührt  er  dieselbe;  ist  m"  negativ,  so 
schneidet  der  Parameterkreis  die  Directrix;  dann  verschwindet  der  Parameter  na 
in  beiden  Schnittpunkten. 

Es  lässt  sich  noch  beweisen,  dass  jeder  durch  die  Directrix  gehende  Cylinder 
das  (ametrische)  Cylindroid  in  einer  Ellipse  schneidet;  auf  diese  Eigenschaft  haben 
Cailey  und  Clifford  Constructionen  der  Fläche' gegründet 

Die  wichtigsten  Eigenschaften  derselben  sind  aber  die  drei  folgenden,  auf 
denen  seine  Verwendung  in  der  Mechanik  beruht: 

1)  Diejenige  Erzeugungslinie  des  Cylindroids,  welche  der  Resultante /2'4^  i2" 
parallel  ist,  ist  der  Lage  nach  die  Centralaxe  der  aus  (i2',  uf)  und  (R",  ta")  resul- 
tirenden  Schraube  (i2,  o),  und  ihre  Grösse  giebt  zugleich  den  Werth  des  resuU 
tirenden  Parameters  C3  an. 

Der  Beweis  liegt  in  der  Construction  des  Cylindroids.  Es  giebt  nur  eine 
Erzeugungsliuie  der  verlangten  Art,  weil  zu  jedem  Werth  von  %  nur  ein  A 
gebort. 

2)  Irgend  zwei  nach  Lage  und  Länge  gegebene  Erzeugungslinien  bestimmen 
das  Cylindroid  vollständig. 

Beweis.  Die  beiden  gegebenen  Erzeugungslinien  seien  A  und  B,  ihre 
Parameter  a  und  ß.  Die  Hauptparameter  des  Cylindroids  seien  w'  und  ra".  Der 
Winkel  zwischen  A  und  B  sei  o,  der  Abstand  der  Axe  B  von  A  sei  D,  Dann 
haben  wir  nach  dem  früheren,  wenn  t)  der  Winkel  ist,  den  A^  und  ^  derjenige, 
den  B  mit  der  Axe  des  Hauptpararoeters  m'  macht,  und  S  der  Abstand  von  A 
bis  zum  Punkt  o,  h'  derjenige  von  B  bis  zum  Punkte  o, 

a  =  ro'cos*7)-|-Cj"sin'7),  5  =  i(G5'— CJ")sin2Tj 

p  =  C5'cos'^ÖH-o"sin8»,  $'  =  i(cj'-a)")sin29. 


Cylindroid. 
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Das  sind  sechs  Gleichungen  zur  Ermittlung  der  6  Unbekannten  8,  h',  t},  %,  ts',  C9", 
durch  welche  die  Lage  und  Grösse  der  Hauptparameter,  also  das  ganze  Cylindroid, 
bestimmt  wird.    Die  Elimination  ergiebt  zunächst 

8'— 8  =  Z)  =  J{nj'— o")(sin2ft— sin27i)  =  (ro'  -CJ")cos(7j+»)sin(ft-7j) 

=  (cd' — O")  cos  (t)  -h  %)  sin  <j, 

8' 4-8  =  iC©*— ro'0(sin27j-|-sin2a)  =  (CJ*— ©")sin(7]-+-ft)cos(»— t)) 

ß— o  =  ro'(cos2»  — cos»T^)-+-Cj"(cos'7]  — cos'»)  =  (sj'  — t5")(cos2»— COS't)) 
=  (C3'— cj")sin(»-+-^)sin(»— 7))  =  (cj'  — cj')sin(7)-+-»)sina, 
ß4-o  =  (o'4-C5'0+(cj'— C3")(cos'7]-+-sin'd)  =  cj'— ts" 

+i(ro'  — tö")(COs2T)4-COS2a)  =  (CJ'4-C5")-+-CC3'— CJ'0cO8(7]-+-»)cOS(ft  — 7)) 

=cj'4-o"-+-(cj'— ro")cos(7j4-d)coso. 
Hieraus  folgt  weiter 

ß  — o  =  Z)tang(7]4-a)  ==  Z)teng(2d— a)        ß+a  =  t5'4-t3"4-i>cota 
ß— o  =  (8'+8)tang<j        Z)24-(ß— a)^  =  (C)'— CD"j3sin«a. 
Und  demnach  ist  nun 

(9)       (o'-ro")  =  -i-  KZ>2-(ß~a)> 


sino 


(10)      (ro'+o'O  =  a-+-ß  — Z)coto, 

(11)        d  =  |[a4-arcteng-^^],        (12)      7j  =  »-a, 

(13)        8'4-8  =  (ß— a)cotcJ,        (14)      8'~8  =  A 

womit  die  6  Grössen  bestimmt  sind.  Das  Wurzelzeichen  in  Gl.  (9)  bedingt  keine 
Zweideutigkeit;  man  kann  willkürlich  C3'  als  den  grösseren  der  beiden  Haupt- 
parameter annehmen,  dann  ist  t3' — m"  positiv,  also  hat  die  Wurzel  das  Vor- 
zeichen von  sina. 


Fig.  113. 
9 


Es  ist  auch  leicht,  das  durch 
A  und  B  bestimmte  Cylindroid  zu 
construiren.  Die  Directrix  dessel- 
ben föllt  in  den  kürzesten  Abstand 
von  A  und  B.  Man  lege  durch 
diesen  Abstand  und  eine  der  ge- 
gebenen Axen,  etwa  A^  eine  Ebene 
und  drehe  B  um  die  Directrix,  bis 
es  in  diese  Ebene  föllt.  ist  a  der 
Endpunkt  von  A^  h  der  von  6,  so 
ist  der  Parameterkreis  derjenige 
Kreis,  in  welchem  der  Bogen  ah 
den  Peripheriewiukel  a  fasst.  Das 
Perpendikel  zur  Directrix,  welches 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
geht,  liefert  die  Haupt parameter 
{oc  =  CJ",  oq  =  tu').     Z_  acq  ist  der 

Winkel  tj,  /L  hcq  ist  h.    Von  den  beiden  Kreisen,  die  der  obigen  Bedingung  ge- 
nügen, ist  derjenige  der  Parameterkreis,  für  den  die  Drehungsrichtung  des  Leit- 
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Strahls  ca  nach  cb  hin  der  Drehung  der  Ebene  (Ay  oz)  in  die  Lage  (B,  02)  dem 
Sinne  nach  entspricht  Der  Hauptparameter  uf  liegt  in  derjenigen  Ebene,  welche 
mit  (A,oz)  den  Winkel  — i)  macht. 

Im  Falle  die  beiden  gegebenen  Axen  sich  schneiden,  bleibt  die  Constniclion 
der  Fig.  113  unverändert,  die  Formeln  (9)  bis  (U)  yereinfacben  sich.  Da  /)  =  0 
wird,  erhält  man  ausser  8' — 8  =  0 

'^-«'"  =  -fef'   *  =  *('+!)'    '>  =  i(T-')- 

Sind  A  und  B  gleich  lang,  so  ist  5+S'  =  0,  also  liegt  der  Mittelpunkt  des 
Cylindroids  in  der  Mitte  zwischen  A  und  B;  es  ist  ft  =  -^  u.  s.  w. 

3)  Sind  zwei  Axen  A  und  B  Gentralaxen  zweier  Vectorensysteme,  sind  ihre 
Parameter  a  und  ß  zugleich  die  Parameter  dieser  Vectorensysteme,  so  dass  also 
diese  beiden  Vectorensysteme,  wenn  P  und  F"  ihre  resultirenden  Einzelvectoren 
sind,  kurz  als  System  {F\  a)Axeii  und  {F*\  ß)Axe£  bezeichnet  werden  können,  so 
ist  die  Centralaxe  der  heteraptischen  Summe  (F',  a)4-(^\  ß)  eine  dritte  Axe  C 
desselben  Cylindroids,  und  zwar  diejenige,  welche  der  geometrischen  Resultante 
F*^F**  homoparallel  ist  Dabei  ist  der  Parameter  7  der  Axe  C  der  Parameter 
der  heteraptischen  Summe  (F,  a)4-(^'}  ß);  die  letztere  kann  also  bezeichnet  werden 
als  (F,  y)\x«c. 

Beweis.  Reducirt  man  (^P,  a)  auf  den  Mittelpunkt  0  des  Cylindroids,  so 
erhält  man  an  diesem  erstens  den  Einzelvector  F^;  macht  dieser  mit  den  beiden 

Hauptparameterrichtungen  CJ'  und  ts"  des  Cylindroids  die  Winkel  ij  und  -^ — ?), 

so  zerfällt  F'  in  die  beiden  Componenten  -F'cost]  (in  der  Richtung  von  CJ')  und 
F's'mri  (in  der  Richtung  von  CD").  Ganz  ebenso  liefert  F\  wenn  es  mit  TD'  den 
Winkel  %  macht,  zwei  Componenten  F"co8^  und  und  F"sinft.  Und  es  ist  nun, 
dem  Inhalt  der  Gleichungen  (1)  bis  (4)  gemäss 

(F'cos7),Cj')4.(F'8in7j,CJ")  äquivalent  mit  (F',a) 
(F"cosd,C304-(^"sin»,ro")  äquivalent  mit  (F",ß), 

wo  ro'  und  ro"  wieder  die  Hauptparameter  des  Cylindroids  sind.  Nun  liegen 
(-F'cosT),  cj')  und  (F"cosd,  roO  auf  der  gleichen  Axe  R\  summiren  sich  also  alge- 
braisch zu 

[(F'cos7j-+-F"cos»),  C3']; 

ebenso  summiren  sich  (F'sinTj,  CJ")  und  (F"sinft,  Co")  auf  der  Axe  R"  zu 

[(F'sinT)+F"8in^),C5'a 

Die  beiden  Vectoren  (F'cos7)+-F"cos0)  einerseits  und  (F'sinT)-|-jF"sin0) 
andererseits  liefern  eine  Resultante  F,  welche  offenbar  identisch  mit  F'^  F"  ist 
Setzen  wir  abkürzend  F'cos7)4-F"co8a  =  Ä',  F'sin7]-f.F"sina  =  Ä",  so  ist 
also  die  heteraptische  Resultante  {F\a)Jf-{F\^)  nunmehr  gegeben  in  Form  von 
(/2',C3')4-(Ä",  C3")»  d.  h.  ihre  Centralaxe  ist  diejenige  Axe  C  des  Cylindroids, 
welche  mit  F  parallel  ist,  (da  F  =  R'-^R")  und  ihr  Parameter  ist  der  Parameter 
Y  der  Axe  C, 

Selbstverständlich  kann  der  Satz:  die  Axe  C  ist  der  Resultante  F'4-F' 
parallel,   auch  in   der  Form   ausgedrückt   werden,    dass   man   sagt:   die  Axe  C 
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macht  mit  F'  und  F"  zwei  Winkel  o'  und  a",  welche  der  Bedingung  unterliegen 
8ino':8incj"  =  f":F'. 

Mit  dem  Vorstehenden  ist  nun  das  Problem,  zwei  beliebige  Schrauben  {R\  m') 
und  (R"iüi'*)  geometrisch  direct  zusammenzusetzen,  vollständig  gelöst:  Man  con- 
struire  das  durch  beide  Schrauben  bestimmte  Cylindroid,  und  lege  durch  die 
Directrix  desselben  eine  Ebene,  welche  mit  R'  und  R"  die  Winkel  a'  und  a" 
macht,  wo  i2'sino'=  Ä"sinff";  diese  Ebene  schneidet  das  Cylindroid  in  der 
Axe  C;  diese  ist  der  Lage  nach  die  Centralaxe  der  heteraptischen  Summe 
(Ä',  CJ')4-(^">  cj"),  ihre  Länge  ist  der  Parameter  der  heteraptischen  Summe,  und 
der  Vector  R  der  letzteren  findet  sich  auf  ihr  als  R'^R". 

2.    Die  Coordinaten  der  linienflüchtigen  Vectoren  und 

Vectorensysteme. 

209.  Coordinaten  eines  Yectors.  Eine  Doppelrichtungslinie 
hat  im  cartesischen  System  zwei  Gleichungen 

y  =  az-^p    und    y  =  bz-\'q. 

Die  vier  Constanten  a,  J,  jp,  gr,  welche  in  diesen  beiden  Gleichungen 
vorkommen,  bestimmen  die  Linie  eindeutig,  können  also  als  Coordi- 
naten der  Linie  angesehen  werden.  Ein  Vector  AB^  der  sich  auf  der 
Linie  beliebig  verschieben  kann,  ist  bestimmt,  wenn  man  ausserdem 
noch  seine  Länge  l  und  seinen  Sinn  kennt.    Die  5  Stücke 

a,     6,    p,    q,    l 

kann  man  also  als  die  5  Coordinaten  des  Vectors  betrachten.  Sie 
haben  indessen  den  Mangel,  dass  der  Sinn  des  Vectors  AB  aus  ihnen 
nicht  zu  ersehen  ist,  weil  die  Grössen  a  und  b  nur  die  Doppelrich- 
tung, nicht  eine  einsinnige  Richtung  der  Linie  feststellen;  sollte  die 
Bestimmung  von  AB  vollständig  sein,  so  müsste  ausser  der  Angabe 
der  obigen  5  Coordinaten  noch  die  Reihenfolge  der  Endpunkte  A  und 
B  anschaulich  vorgezeigt  werden.  Die  obigen  5  Coordinaten  sind  da- 
her nicht  practisch  für  metrische  Untersuchungen,  während  a,  J,  jp,  q 
allerdings  für  ametrische  Zwecke  manchmal  bequem  sein  können. 

Eine  völlig  brauchbare  Coordinatenbestimmung  erhalten  wir  im 
Anschluss  an  die  Auseinandersetzungen  der  Paragraphen  1  bis  8  des 
ersten  Buchs.  Der  Vector  AB  oder  v  besitzt  nämlich  1)  drei  Pro- 
jectionen  auf  die  Coordinatenaxen;  diese  seien  X,  Y,  Z\  2)  ein  Moment 
»  in  Bezug  auf  den  Coordinatenanfang  0,  welches  drei  Componenten 
hat;  diese  mögen  mit  L,  il/,  iV  bezeichnet  werden.  Dann  ist  leicht 
zu  beweisen  der 

Satz.  Irgend  fünf  von  den  6  Grössen  X,  Y,  Z,  L,  i/,  N  reicheq 
zur  eindeutigen  Bestimmung  des  linienfluchtigen  Vectors  v  aus, 
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Beweis.  Sind  x,y^z  die  Goordinaten  des  Angriffspunktes  Ä  von  r,  so  ist 
bekanntlich 

(1)  L^^yZ^zY, 

(2)  3f=2X— xZ, 

(3)  N^x  Y—yX, 

Aus  diesen  Gleichunngen  folgt  unmittelbar,  indem  man  sie  der  Reihe  nach  mit 
X^  y,  Z  multiplicirt  und  addirt 

(4)        XL  +  YM-^  ZN  =  0. 

Sind  also  fünf  von  den  6  Grossen  gegeben,  so  ist  die  sechste  dadurch  linear 
mitbestimmt.     Die    drei  Grössen  X^  Y^  Z  bestimmen    nun    1)  die   Länge  v  des 

Vectors  ^^  in  bekannter  Weise 

(5)        i;«  =  X'4-y»-l--^ 

und  17  ist  der  absolute  Werth  der  Wurzel  VX^-^  X'-f  Z*- 

Zweitens  bestimmen  sie  die  drei  Richtungscosinus  von  ^B  in  gleichfalls 
bekannter  Weise:  sind  a,  ß,  7  die  Winkel,  welche  AB  mit  den  Axen  macht, 
so  ist 

(8)        vcosa  =  X,    üC08ß=y,    üC0S7  =  Z, 

und  die  Cosinus  liefern,  da  sie  vorzeichenfähig  sind,  nicht  bloss  die  Doppelrich- 
tung, sondern  die  eindeutige  Richtung  von  v. 

Sind  Richtung  und  Länge  von  v  bekannt,  so  bedarf  man  zur  vollständigen 
Bestimmung  von  v  noch  eines  Punktes  seiner  Angriffslinie;  dieser  Punkt  kann 
übrigens  auf  der  Angriffslinie  ganz  beliebig  gewählt  worden  wegen  der  Linien- 
fluchtigkeit  von  V.  Wir  können  also  etwa  festsetzen,  dass  sein  z  gleich  Null  sein 
soll:  dann  bestimmen  wir  den  Durchschnitt  der  Angriffslinie  mit  der  xy-Ebene. 
Setzt  man  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  2  =  0,  so  erhält  man 

(7)     ^  =  —z.  y--z^ 

für  den  Durchschnittspunkt  der  Angriffslinie  mit  der  xy-Ebene.  Und  damit  ist 
der  Vector  AB  offenbar  vollständig  bestimmt;  die  Bestimmung  ist  eindeutig,  weil 
alle  Gleichungen  (1)  bis  (7)  linear  sind. 

Setzt  man  in  (1),  (2),  (3)  y  =  0  oder  x  =  0,  so  erhält  man 


(7  b) 


Li  N 

för  den  Durchschnitt  der  Angriffslinie  mit  xz:  z  = — ,  x  = ; 

N  M 

für  den  Durchschnitt  mit  der  «y-Ebene:  y  = :=-,  z  =  -— -. 

X  X. 


Wir  setzen  hiernach  fest:  Als  Goordinaten  des  Vectors  v  betrachten 
wir  irgend  fünf  von  den  6  Grössen  -X,  F,  Z,  L,  J»/,  JV,  von  denen 
die  drei  ersten  seine  Axenprojeetionen,  die  drei  letzten  seine  Axen- 
momente  sind. 

Wir  wollen,  um  symmetrische  Ausdrücke  zu  haben,  nicht  eine 
bestimmte  Auswahl  zwischen  den  6  Grössen  treffen,  sondern,  wenn 
ein  Vector  v  bezeichnet  werden  soll,  sie  in  der  Regel  alle  sechs  nie- 
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derschreiben,  dabei  im  Auge  behaltend,  dass  eine  von  ihnen  vermöge 
der  identischen  Gleichung 

(4)        XL-hYM-hZN=0 
überzählig  ist. 

Sind  die  6  Grössen  X,  Y^  Z,  L^  Af,  iV,  bzw.  5  derselben,  ge- 
geben, so  ist  nach  dem  obigen  der  durch  sie  dargestellte  Vector  ein- 
deutig bestimmt.  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  umgekehrt,  wenn  der 
Vector  V  anschaulich  gegeben  ist,  auch  die  6  Coordinaten  immer  zu 
ermitteln  sind. 

Denn  ist  v  gegeben ,  so  sind  ausser  der  Länge  v  auch  die  Winkel  a,  ß,  7, 
welche  v  mit  den  Axen  macht,  bekannt,  uud  man  bat  vcosa  =  X,  rcosß  =  y, 
vcosY  =  Z,  Ausserdem  lässt  sich  der  Durchschnittspiinkt  Yon  v  mit  der  r^-Ebene 
bestimmen;  hat  dieser  die  Coordinaten  7,^,0,  so  hat  man  nach  Gl.  (1)  und  (2) 
L  =  yZ  und  M  =  — xZ;  die  überzählige  Coordinate  N  ergiebt  sich  dann,  wenn 
man  sie  kennen  will,  sofort  aus  Gl.  (4). 

Das  Moment  8  von  v  in  Bezug  auf  den  Coordinatenanfang  ist, 
wie  bekannt 

(8)        «  =  VL'-hA/'-f-A'' 

und  seine  Axe  macht  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel  A,  ji(,  v,  wo 

(9)        «cosA  =  L,    scosju  =  3/,    scosv  =  N, 

Es  bietet  sich  hier  die  Aufgabe  dar,  die  elementaren  Probleme  der 
analytischen  Geometrie  gerader  Linien  aus  der  Sprache  der  gewöhn- 
lichen Gleichungen  in  diejenige  der  Vectorencoordinaten  und  umge- 
kehrt zu  übertragen.    Wir  lösen  einige  derselben. 

1.  Wie  lauten  die  gewöhnlichen  Gleichungen  der  Richtungslinie 

eines  Vectors  o,  der  in  Coordinaten  gegeben  ist? 

Losung.     Gegeben   sind   X,  y,  Zy  L,  My  N;  irgend    eine  Gerade  hat  die 

Gleichungen 

x  =  az-^p,        y=ibz-\-q. 

Soll  sie  die  Richtungslinie  des  Vectors  sein,  so  müssen  diese  Gleichungen  in  den 
Durchschnittspunkten  des  Vectors  mit  den  Coordinatenebenen  erfüllt  sein;  es  muss 
also  nach  Gl.  (7)  und  (7  b)  sein: 

Im  Durchschnitt  «  =  0,  y  =  —=■ ,  x  = ^ 

M  L 

— z'^P      ~Y  =  ''- 

Im  Durchschnitt  y  =  0,  2  = ~-y     x  =  — — 

==  —a-rr-\-p      oder      o  = _  =  nach  (4). 


y  y  "^  LZ 

0=-6-  — H — ~    oder     ^  = -^ 
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Die  gewöhnlichen  Gleichungen  der  Richtungslinien  sind  also 

(10)        x  = = ,       y  = 


Z       '       '  Z 

Das  hätte  sich  noch  viel  einfacher  aus  den  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  ergeben.  In 
der  That  sind,  wie  man  hier  deutlich  sieht,  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  nichts 
anderes  als  die  Gleichungen  der  Richtungslinien  von  v. 

2.  Das  Perpendikel  vom  Anfangspunkt  auf  i;  zu  bestimmen. 

Nennen  wir  h  das  Perpendikel,  so  ist  h,v  das  Moment  s  des  Vectors,  also 
ganz  einfach 


(11)       8  =  -l-  =  +|/f'^^^' 


X^-h  Y»4-  Z^ 


3.  Die  Aufgaben,  den  Durchschnittspunkt  der  Geraden  mit  einer 
Coordinatenebene,  so  wie  ihre  Winkel  mit  denAxen  zu  bestimmen, 
sind  auch  die  Gleichungen  (7)  resp.  (7b)  und  (6)  schon  gelöst.  Ebenso 
lösen  die  Gleichungen  (9)  die  Aufgabe,  den  Winkel  zu  bestimmen,  welchen  das 
Perpendikel  auf  der  durch  den  Anfangspunkt  und  r  gehenden  Ebene  mit  den 
Azen  macht 

4.  Das  Moment  des  Vectors  AB  in  Bezug  auf  einen  beliebigen 
Punkt  Ol  des  Raumes  zu  bestimmen. 

Die  Coordinaten  von  Oi  seien  «i,  yi,2|.  Verschiebt  man  den  Anfang  des 
Coordinatensystems  nach  Oi,  so  werden  die  Coordinaten  desjenigen  Punktes,  der 
im  System  der  x,  y,  2  durch  die  drei  Grössen  r,  y,  z  bestimmt  ist 

Also  werden  die  drei  Momente  von  v  in  Bezug  auf  die  neuen  Axen 

und  

(13)       s,  =  V1^^^m\-\'N\ 

ist  das  Moment  von  v  in  Bezug  auf  Oi.  Nun  ist  aber  yZ — zY  =  L  u.  s.  w., 
so  dass  die  Gleichungen  (12)  auch  geschrieben  werden  können 

(14)        A  =  /--(yi  Z^z,  Y),    M,  =  M-{z,X^x,Z),    N,  =  N-{xi  Y-y,X), 

Schreibt  man  die  Gleichungen 

(14a)      Z:  =  L,-+-(yi-^~«,n     3/=il/i-4-(z,X-x,Z),    N=N,-+.{x,Y-^y,xi 

so  lassen  sie  sich  bequem  in  Worte  fassen.  Xj,  If],  Nx  sind  nämlich  die  Com* 
ponenten  des  Moments  von  v  in  Bezug  auf  Oj;  {jy^Z — z\Y)^  {^\X — xjZ), 
(r,  y — y^X)  aber  sind  die  Componenten  des  Moments  in  Bezug  auf  O,  welches 
der  Vector  v  haben  würde,  wenn  man  seinen  Anfangspunkt  an  die  Steile  0|  ver- 
legte.   Die  Gleichungen  besagen  also: 

Das  Moment  eines  Vectors  v  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  ist  die  geometrische 
Summe  aus  1)  seinem  Moment  in  Bezug  auf  den  beliebigen  Punkt  O],  2)  dem 
Moment  in  Bezug  auf  0,  welches  der  Vector  v  haben  würde,  wenn  man  ihn 
parallel  mit  »ich  selbst  au  0^  verlegte. 

5.  Der  Abstand  5]  des  Punktes  0^  von  v  ist  durch  die  vorstehen- 
den Gleichungen  mitbestimmt.    Es  ist 
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(15)        8,  =  -^. 

V 

6.  Den  Fusspunkt  und  die  Richtungscosinus  des  Perpendikels 
von  Ol  auf  den  Vector  v  zu  bestimmen. 

Dieser  Fusspunkt  liegt  auf  der  Richtungslinie  von  v;  also  genügen  seine 
Goordinaten  x,  y,  z  den  Gleichungen  (10)  und  er  ist  vollständig  bestimmt,  wenn 
sein  z  bestimmt  ist.  Nun  ist  der  Abstand  des  Punktes  Oi  vom  Punkt  z,  y,  z  aus- 
gedrückt durch  r  =  K(«i-^''4^(yi--y)'-f-(«i—  «)*,  also  mit  GL  (10) 

Als  Bedingung  dafär,  dass  r  ein  Minimum  sei,  ergiebt  sich  durch  Differentiation 
nach  z 


(         X    ^M\  X       (  Y         L\    Y       .        .       ^ 


oder 


(16) 


^    ^(xi^H-yi  Y-hziZ)-h  MX—  L  Y 
und  hieraus  mit  Gl.  (10) 

JC(x,X+y,  Y-JfZiZ)-\-NY—  MZ 


womit  die  drei  Goordinaten  des  Fusspunktes  bestimmt  sind. 

Die  drei  Projectionen  des  Perpendikels  sind  x — x„  y— yi,  z  —  «i,  seine  drei 
Winkel  mit  den  Axen  (7,  6,  x)  haben  also  die  Gosinus 

X — Xi  ,  y — Vi  t  — «, 

cos^  = ^r,      cos<|;  = -^ — ^^v,       cosx  = —v. 

«1  «1  «1 

Selbstverständlich  ist  (x — Xi)'-4-(y — y,)«-f-(2r— ^,)a  =  8«^  wovon   man  sich  durch 

directe  Ausrechnung  mit  Gl.  (16)  überzeugen  kann. 

7.  Den  Winkel  a  zu  bestimmen,  welchen  zwei  Vectoren  v  und  v\ 
die  durch  ihre  Goordinaten  gegeben  sind,  miteinander  machen. 

Werden  die  Goordinaten  etc.  von  v'  entsprechend  markirt,  so  ist,  da 

cos  ö  =  cos  a  cos  a'  4-  cos  ß  cos  ß'  -I-  cos  7  cos  7' 

und  cos  a  = etc., 

XX''\'YT-hZZ' 


(17)        cosa  = 


./ 


vty 

8.  Ganz  ähnlich  bestimmt  sich  der  Winkel  t,  den  die  Momente  beider  Vec- 
toren miteinander  machen 

(18)  COST  =  ; • 

9.  Die  Bedingung  dafür,  dass  zwei  Vectoren  aufeinander  senk- 
recht stehen,  ist  mit  (17)  offenbar 

( 1 9)        XX'  +  YY'-h  ZZ'  =  0. 
Und  die  Bedingung  dafür,  dass  ihre  Momente  bezüglich  des  Anfangspunktes  auf- 
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einander  senkrecht  stehen 

(20)      L  L'-f-  MM'-h  NN '  =  0. 

X         X* 

Zwei  Vectoren  sind  parallel,  wenn  =  — r  u.  s.  w.  oder  wenn 

V  V 


(21)        J^-  =  _L  = 
^  ^        X'         y 


z  . 


ist. 


Ihre  Momente  in   Bezug  auf  den  Anfangspunkt  sind   parallel,  d.  h. 
die  Vectoren  liegen  in  einer  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Ebene,  wenn 

10.  Den  kürzesten  Abstand  zweier  Vectoren  v  und  r'  zu  be- 
stimmen. 

£s  sei  0'  ein  Punkt  auf  der  Richtungslinie  des  Vectors  v\  und  S  der  Abstand 
dieses  Punktes  von  v.     Dann  hat  man  nach  (11),  (14),  (15) 


h 


-i 


[L  -  {y'Z-  2'  Ti]^-^-  [  M~~  (z'^-x'Z)]>-h[.V-  (x'  Y-  y^X)y 


X^-frY'-^Z* 

Da  nun  0'  auf  dem  Vector  v'  liegt,   genügen  seine  Coordi Daten  den  Glei- 
chungen (10) 


z 


z 


und     y  = 


z 


z 


Man  hat  also 


Durch  Differentiation  nach  z'  ergiebt  sich  hieraus,  dass  6^  ein  Minimum  wird  for 

»  -  ['-  (-2^='+4)^+-'''](''-^2) 


z 

oder  für 
,  _  {JLZ-VZ^  YZ-  rZ)-HMZ-M'ZXZX'-Z^)-\-(L'X-^M'  Y-hNZ)(X  Y'^X"  Y) 

C^^)  ^  —  ( YZ  —  r z)^-h (zx' — 2:'-x:)2-f-  (x r — jt '  r)» 

Die  Coordinate  z  des  Punktes,  in  welchem  der  Vector  v  (resp.  seine  Richtungs- 
linie) vom  kürzesten  Abstand  geschnitten  wird,  ergiebt  sich  hieraus  ganz  einfach, 
indem  man  alle  nicht  accentuirten  Grössen  accentuirt  und  von  allen  accentuirten 
die  Accente  weglässt;  denn  man  erhält  jene  offenbar  durch  genau  dieselbe  Rech- 
nung, wenn  man  von  Anfang  an  die  Accentuirung  vertauscht.     Also  ist 

_  (L'Z-LZXY'Z--  YZy^{M'Z-^MZ)iZ'X-ZX')-hiLX-hMY'-^N'Z)(X'  Y^  Y'X) 

^  ^^  *""  ( YZ- yz7-+-(Z'x~zx')2-h(x y-XF)»  " 
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Die  Nenner  von  z  und  s'  sind  identisch,  ebenso  die  beiden  ersten  Glieder  in  den 
Zählern;  also  ist 

und  daraus  ergiebt  sich  durch  cyclische  Vertauschung,  wobei  wieder  der  Nenner 
unverändert  bleibt 

OSbb)        X      X  (yz—  YZ^^-h{ZX—ZXy-h{X'Y—XYy         ' 

'  -    ==   (^^'—  Z'XXL'X-hLX-^  M'Y-hMY'-^N'Z-i'NZ^ 
^     ^^        ^      ^  {TZ-^YZ'f-^{ZX—ZX)^-+-{XY—XYy 

Quadrirt  und  addirt  man,  so  findet  sich  nach  einer  auf  der  Hand  liegenden 
Hebung,  wenn  der  kürzeste  Abstand  mit  D  bezeichnet  wird 

^  VX-^LX-^-  M'  Y^  MY'-h  N'Z-i'  NZ' 

^   ^  [( y 'z—  yz')>+ (Zjr— Z-XO'-h  (-X'  i^—  x  r)»]* 

Dafür  lässt  sich  auch  schreiben 

,08>         7>  _  (2^-hXO(X+X04-(i/+3fO(y-4-y04-(iS^+iVO(Z4-Z^) 

'^  ^  [(y'z-yzo»-h(Z'x— zx')»-4-(X'y~;ty')^4 

denn  der  ausmultiplicirte  Zähler  dieses  Ausdrucks  giebt 
LX-\'LX''^rX'^L'X''\-MY'j-MY'-h  M*  Y-^  M'Y'-\^NZ-hNZ*-\'N'Z'hN'Z', 

und  wenn  man  hierauf  die  beiden  Gleichungen  XL-^-  YM-\-  ZN  =  0  und 
X'X'-h  y'X'4-ZW  =  0  anwendet,  sieht  man,  dass  der  Zähler  des  Ausdrucks 
(28)  mit  dem  von  (27)  identisch  ist. 

X  '"-  X 

Die  Richtungscosinus  von  D  findet  man  als  — ^r —   u.  s.  w.     Die    Coordi- 

naten  der  Fusspunkte  von  D  auf  v  und  v'  kann  man,  wenn  man  sie  braucht, 
aus  (24)  und  (25)  durch  cyclische  Yertauschung  vollständig  herstellen. 

Die  Yectoren  v  und  v'  schneiden  sich,  wenn  der  Zähler  von  (26)  oder  (27) 
Null  wird;  die  Bedingung  dafür,  dass  v  und  v'  sich  schneiden,  ist  also 

{L-i^L^(X^X^^iM-hM'){Y-hY^-^(N'hN'){Z-^Z^  =  0. 

Wird  zugleich  der  Nenner  Null,  so  sind  die  Yectoren  parallel;  die  Bedingung 
hierfür  ist  y'Z=  Z'y  etc.  oder 

(21) 


Z'  Y'         -X" 

0 


d.  i.  Gl.  (21).    In  diesem  Falle  ist  Gl.  (27)  unbestimmt,  D  nimmt  die  Form 
an.    Man  findet  direct  aus  Gl.  (23),  indem  man  Gl.  (21)  einführt 

8.(x»+y.4-^  =  [x-x'-|.]V[i/-A/'4]V[iV+f  y+^xj, 

wobei  f^  aus  der  Gleichung  verschwindet,  entsprechend  dem  Umstände,  dass  der 
Abstand  zweier  Parallelen  keine  bestimmten  Fusspunkte  hat.  Um  den  Ausdruck 
symmetrisch  zu  machen,  bemerke  man,  dass,  da  im  Fall  paralleler  Yectoren  'der 
Zähler  der  rechten  Seite  in  (27)  Null  ist,  das  letzte  Glied  rechts  der  vorstehenden 
Gleichung  sich,  wie  folgt,  umformen  lässt: 

Bndde,  Mechanik.     U.  ,  39 
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-[-»■#-^]'-[-^4-4]"-[^--i]' 

X  Y  Z 

Somit  wird,  wenn  man  noch  im   ersten  Gliede  —^7-,  im  zweiten  -^^^  statt -=- 

schreibt 

In  dieser  Gleichung  kann  man  auch  alle  accentuirten  Grössen  mit  nicht  accen- 
tuirten  vertauschen,  da  es  von  vorn  herein  frei  gestanden  hätte,  die  Anordnung 
der  Vectoren  bei  Herstellung  der  Gleichung  (29)  zu  vertauschen.  Eine  leichte 
directe  Betrachtung  zeigt  in  der  That,  dass  die  Vertauschung  der  Aceente  den 
Werth  der  rechten  Seite  von  (29)  nicht  ändert. 

Man  bemerke  noch,  dass  D  in  Gl.  (28)  der  Ableitung  gemäss  (es  war  nur 
das  Minimum  des  absoluten  Werthes  von  5  gesucht)  ein  absoluter  Werth  ohne 
bestimmten  Sinn  ist.  Man  kann  ihm  aber  ein  Vorzeichen  geben,  indem  man  fest- 
setzt, die  im  Nenner  stehende  Wurzel  sei  allzeit  positiv  zu  nehmen.  D  hat  dann 
das  Vorzeichen  des  Zählers.  Welches  der  geometrische  Sinn  dieses  Vorzeichens 
sei,  wird  sich  im  nächsten  Paragraphen  herausstellen. 

11.  Welchen  Einfluss  hat  eine  Verschiebung  des  Goordinaten- 
Systems  auf  die  Coordinaten  eines  Vectors? 

Die  drei  Projectionen  X,  Y^  Z  bleiben  offenbar  un geändert,  wenn  das  Coor- 
dinatensystem  parallel  mit  sich  selbst  beliebig  verschoben  wird.  Die  Momente  in 
Bezug  auf  die  Coordinatenaxen  dagegen  ändern  sich;  den  Betrag  der  Aendening 
liefern  die  Gleichungen  (14).  Verschiebt  man  den  Anfangspunkt  nach  0\  und 
sind  E,  T),  C  die  Coordinaten  von  0\  L\  M\  N*  die  drei  Momente  in  Bezug  auf 
0\  so  ist 

(30)        L=L'H-(i)2r-CiO,     M^M'-i-iCX-^Z),    i\r=  iV'-h(gy-7jX). 

12.  Welchen  Einfluss  auf  die  Coordinatenbestimmung  übt  eine 
Drehung  des  Goordinatensyst ems? 

In  dem  rechtwinkligen  Coordinatensystem  der  f ,  y,  z  habe  der  Vector  v  die 
Coordinaten  X,  Y,  Z,  L,  3/,  N.  Durch  den  gleichen  Anfangspunkt  werde  ein 
zweites  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  S,  t],  C  gelegt,  und  in  diesem  habe 

V  die  Coordinaten  S,  H,  Z,  A,  M,  N.  Es  handelt  sich  darum ,  die  Beziehungen 
zwischen  X,  F,  Z^  L  etc.  und  3,  H,  Z,  A  u.  s.  w.  aufzuführen. 

S  ist  die  Projection  von  v  auf  die  Axe  der  ?.  Die  Projection  von  v  auf 
irgend  eine  Gerade  ist  aber  identisch  mit  der  Projection  von  X-^  Y^Z  auf  die- 
selbe Gerade,  und    diese  ist  die  algebraische  Summe   der  Projectionen  von  A, 

Y  und  Z  auf  die  Gerade;  also  erhält  man,  bei  sofortiger  Ausdehnung  des  Ver- 
fahrens auf  alle  Axen 

13  =  Xcos  (t,  Ö-^rcos(y,  £)+^co8(«,  © 
H  =  Xcos  (ar,  7])  -h  Y  cos  (y,  7))  -+■  Zco8  («,  tj) 
Z  =  Ä'cos(ar,  Q-^Y  cos(y,  0-|-Zcos(«,  0, 

und  da  L,  3/,  N,  A,  M,  N  auch  nichts  weiter  sind ,  als  Projectionen  eines  und 
desselben  Vectors  s  auf  die  Axen,  findet  sich  ebenso 
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(32) 


(33) 


(34) 


A  =  Xcos(ar,  E)4-lfcos(y,  i)-^Ncos(z,  ?) 
M  =  X  cos  (x,  7))  -h  Mcos  Cy,  tj)  -h  -ATcos  («,  t)) 
N  =  Xco8(a:,  0-f-^C08(y,  0-l--^cos(«,  0- 
Projicirt  man  rückwärts  S,  H,  Z  auf  die  Axe  der  x  u.  s.  w.,  so  erhält  man  ebenso 

'  X=E  C08(ar,  0-f-H  COs(ar,  7))-hZ  C0S(4:,  C) 
y  =  Scos(y,  E)-I-H  cos(y, 7))-|-Z  C08(y, 0 
Z  =  Scos(«,  Ö-hH  cos(«,  7])-|-Zc08(«,  0 
1/  =  Acos(x,  ?) -h M cos (ar, t})+ Neos (x,0 
if  ==  A  cos  (y,  0 -f- M  cos  (y,  7)) -h  N  cos  (y,  0 
xV  =  Acos(«,  Ö-f-Mcos(2,  7))-|-Ncos(*,  Q. 

Dabei  bestehen  zwischen  den  9  Cosinus ,  welche  in  den  obigen  Gleichungen 
auftreten,  die  6  Gleichungen,  in  welchen  der  bequemeren  Schreibart  wegen  die 
Klammem  um  (r,  £)  u.  s.  w.  fortgelassen  sind 

(cosx,  ö'H-(cosy,  ?)'-+-(co8«,  ?)«  =  1 

(co8a:,T))*H-(cosy,T))«-|-(cos«,7])'  =  1 

l  (cosa;,  0'-i-(cosy,  0'4-(co82,  C)'  =  1, 

(cosar,  E)'-^-(cos  jr,  7))'-+-  (cosar,  0'  =  1 

(cosy,  E)'-l-(co8y,  tj)*4-  (cosy,  0'  =  1 

l  (cos«,  ?)'-|-(C03«,  7])'-^(C0S«,  0'  =  1, 

welche  beide  ausdrücken,  dass  die  Ooordinatensysteme  rechtwinklig  sind.    Statt 
derselben  kann  man  auch  die  Gleichungen  benutzen 

cos(ar,  Qcos(x,ij)-+-cos(y,  Öco8(y,7])+cos(*,  E)cos(z,7])  =  0 

cos  (ar,  7))  cos  (x,  Q  -+-  cos  (y,  t])  cos  (y,  0  -+-  cos  («,  7))  cos  (?,  Q  =  0 

cos(x,  Ocos(x,  E)-|-cos(y,  Ocos(y,  f)4-cos(z,  Ocos(z,  ?)  =  0, 

cos  (x,  5)  cos  (y ,  Q  -+-  cos  (x,  7))  cos  (y,  tj)  -+-  cos  (x,  0  cos  (y,  0  =  0 

cos(y,öco8(«,  0-+-cos(y,7j)cos(«,  7))4-cos(y,  Ocos(«,  0  =  0 

l  cos  (2,  Öcos(x,  5)-l-cos(z,  7])cos(x,  7))-+-cos(«,  Ocos)x,  0  =  0. 

Die  erste  Gleichung  drückt  aus,  dass  die  beiden  Axen  der  S  und  7},  als  Yectoren 

im  System  der  x,  y,  2  aufgefasst,  den  Winkel  -^  miteinander  machen  u.  s.  w. 

13.  Welches  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  zwei  Yectoren  in  die 
gleiche  Richtungslinie  fallen? 

Offenbar  müssen  sie  erstens  der  Bedingung  des  Parallelismus  genügen,  ferner 
müssen  ihre  Momente  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  parallel  sei,  und  drittens 
müssen  die  Momente  sich  verhalten,  wie  die  Yectoren  selbst.    Dies  giebt 

X  ^  _y_  _  j£^  _  j^  _  _^_  _  J[_ 

X'  '^    Y'  '^  Z'  ~~   V  "  ~ 


(35) 


(36) 


(37) 


(38) 


M' 


N' 


310.  Coordinaten  eines  Yeetorensystems.  Gegeben  seien  n 
Yectoren  v^,  t?„  v^  u.  8.  w.,  deren  Coordinaten  entsprechend  markirt 
werden.  Die  heteraptische  Summe  von  allen  ist  zu  suchen.  Redu- 
cirt  man  sämmtliche  v„  auf  den  Coordinatenaofang,   so  erhält  man 

39* 
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an  diesem  1)  einen  resultirenden  Vector  Ä,  der  gleich  ^Vn  ist.  Der 
Vector  R  hat  drei  Coordinaten  X,  F,  Z,  die  im  allgemeinen  einen 
endlichen  Werth  besitzen;  sein  Moment  ist  Null,  da  er  durch  den 
Anfangspunkt  geht.  Zu  seiner  Bestimmung  genügen  also  die  drei 
Grössen  X,  7,  Z,  und  es  ist  nach  den  Grundsätzen  der  geometrischen 
Addition 

I  -A  =  A  j  —f-  JLy  -\-  -A j  — |—  •  •  • 

(1)      Iy=  y,+  y;^  +  y,+... 

Bei  der  Reduction  auf  0  liefert  ferner  v^  ein  Moment,  dessen  Betrag 
s^  ist,  und  die  drei  Componenten  von  s^  sind  L^,  A/,,  A^,,  wo 
L^  =  yZ^ — zY^  u.  s.  w.  Ebenso  liefert  s,  ein  Moment  mit  den  Com- 
ponenten Lj,  A/,,  A^  u.  s.  w.  Das  resultirende  Moment  S,  dessen 
Componenten   />,  A/,  iV  seien,    ist  die  Resultante  s, -¥-»,-?-«, 

also  ist 

L  =  L^-i- L^-h  L^-\ — 

(2)        -  M=M,+M,-{-M, 

Die  6  Grössen  -X,  7,  2?,  L,  A/,  N^  die  aus  den  vorstehenden  Glei- 
chungen jederzeit  abzulesen  sind,  wenn  man  die  Einzelvectoren  des 
Systems  kennt,  bestimmen  hiernach  erstens  den  resultirenden  Vector 
R,  2)  das  resultirende  Moment  S  an  0;  folglich  bestimmen  sie  das 
ganze  System  ä4-S  oder  iv„.  Die  Gleichung  XL+YM-hZN=  0 
ist  im  Allgemeinen  nicht  mehr  erfüllt,  wenn  in  2vn  die  Anzahl  n 
grösser  als  1  ist  (denn  wenn  X^L^+Y^M^-hZ^N^  =0  und  X, L, 
+y3A/j-hZ,A7,  =  0,  so  ist  nicht  allgemein  auch  (^i+X^XL, -+-/>,) 
+(>^i  +  5;XA/,-+-A/J-h(Z,-H-ZJ(A,-f-iV,)  =  0);  es  ist  also  von  den 
6  Grössen  X,  F,  Z,  L,  A/,  N  keine  überzählig,  weil  keine  allgemein 
aus  den  5  andern  berechnet  werden  kann.  Wir  nennen  die  6  Grössen 
die  Coordinaten  des  Systems  2v  oder  ä4-S,  haben  also  den  Satz: 

Ein  beliebiges  System  linienflüchtiger  Vectoren  hat  6 
Coordinaten;  3  von  diesen  sind  die  Coordinaten  des  resul- 
tirenden Vectors,  3  diejenigen  des  resultirenden  Moments; 
alle  sechs  sind  am  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems 
angeheftet.  Jede  Coordinate  (z.  B.  L)  des  Systems  ist  die 
algebraische  Summe  der  entsprechenden  Coordinaten 
(Lj-h-LjH — )  von  säramtlichen  Einzelvectoren,  aus  denen 
sich  das  System  zusammensetzt. 
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Anna.  Sind  unter  den  Einzelvectoren  vn  Paare  Torhanden,  so  gehen  deren 
Moroentcoraponenten  A«,  3f«,  Nu  offenbar  in  die  Summen  //,  My  N  ein,  ohne  die 
X,  y,  Z  zu  afficiren. 

Macht  R  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel  a,  ß,  y,  so  ist 

(3)  jRcosa  =  X^    Rcosß  =  7,    Rcosy  =  Z, 
Macht  S  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel  A,  ju,  r,  so  ist 

(4)  ScosA  =  L,    ScosfjL  =  M,    Scosv  =  N. 
Ist  y  der  Winkel  zwischen  R  und  S,  so  ist  hiernach 

(5)        ÄScosy  =  XL+  F^-H^iV. 

RS  cos  (p  ist  aber  nach  206.  der  sechsfache  Inhalt  des  Tetraeders, 
welches  durch  irgend  ein  dem  System  äquivalentes  Vectorenkreuz  ge- 
bildet wird;  wir  haben  also  den 

Satz.  Die  Grösse  XL+YAl-i-ZN  giebt  den  sechsfachen  Inhalt 
des  für  das  Vectorensystem  characteristischen  Tetraeders  an.  Sie  hat 
von  selbst  das  Vorzeichen,  welches  dem  Inhalt  des  Tetraeders  zu- 
kommt. 

Tritt  der  Specialfall  ein,  da^^s  XL+YM-hZ^  =  0  wird,  so  ist 
das  Tetraeder  des  Vectorensystems  Null;  das  ist  nach  Gl.  (5)  auf 
dreierlei  Weise  möglich.    Nämlich: 

1)  Ä  =  0  oder,  was  dasselbe  sagt,  X  =  Y  =  Z  =  0;  dann  re- 
ducirt  sich  das  System  auf  ein  blosses  Vectorenpaar,  2)  S  =  0  oder 
L  =  il/=  A'  =  0,  dann  reducirt  es  sich  auf  einen  Einzelvector  R 
am  Anfangspunkt  0,  3)  cos 9)  =  0,  dann  reducirt  es  sich  am  An- 
fangspunkt auf  einen  Einzelvector  R  und  ein  auf  diesem  senkrecht 
stehendes  Moment,  und  auf  irgend  einer  nicht  durch  den  Anfang 
gehenden  Angriffslinie  auf  einen  Einzelvector  R. 

Anm.  1.  Der  vorstehende  Satz  61.  (5)  zeigt,  was  das  Vorzeichen  des  Ab- 
standes  D  in  Gl.  (27)  und  (28)  des  vorigen  Paragraphen  bedeutet  Der  Zähler  in 
(tI.  (28)  ist  nämlich  nichts  anderes  als  das  6 fache  Tetraeder,  welches  die  beiden 
Vectoren  v  und  v'  der  dortigen  Untersuchung  zu  Gegenkanten  hat.  Der  Abstand 
D  zählt  also  als  positiv,  wenn  das  Tetraeder  positiv  ist,  d.  h.  wenn  der  eine 
Vector,  vom  andern  aus  angesehen  (Fusse  im  Anfangs-,  Kopf  im  Endpunkt)  links- 
weisend ist,  und  umgekehrt. 

Wir  untersuchen  nun,  wiö  sich  die  Coordinaten  eines  Vectoren- 
systems ändern,  wenn  die  Coordinatenaxen  verschoben  werden.  Die 
Verschiebung  habe  die  drei  Componenten  f,  1^,  f,  also  der  neue  An- 
fangspunkt 0'  habe  im  alten  Coordinatensystem  die  Coordinaten  $,  1;, 
^.    Die  neuen  Coordinaten  des  Vectorensystems  seien  mit  griechischen 
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Buchstaben  bezeichnet.    Hat  sich  das  System  aus  den  Vectoren  ©j, 
«2,  V3  etc.  zusammengesetzt,  so  ist 

und  nach  Aufg.  11  des  vorigen  Paragraphen  ist  fi*,  =  -X,,  B^  =  X^ 
u.  s.  w.,  also  zunächst 

(1)        B=^X,    H=Y,    Z=Z. 

Die   drei    ersten  Coordinaten   werden   durch  die  Verschiebung  nicht 
abgeändert. 
Ferner  ist 

L.  =  A+{nZ-iy^).    L,  =  ^,+(ijZ,-C7J  u.  s.  w. 

Demnach  ist 

2U  =  2^n+ri2Zn—^2Yn 
oder 

(2)     L  =  ^-t-ijZ-fF,     A/=M-f-£X-5^,    N  =  N-h^Y—tjX. 

Die  Coordinatenverschiebung  ändert  also  die  Coordinaten  eines  Vec- 
torensystems  nach  demselben  Gesetz,  wie  die  des  einzelnen  Vectors. 
S  ist  die  geometrische  Summe  aus  S'  und  dem  Moment  des  an  O' 
verlegten  resultirenden  Vectors  R. 

Man  sieht  leicht,  dass  auch  eine  Drehung  des  Coordinatensystems 
das  Vectorensystem  gerade  so  afficirt,  wie  den  einzelnen  Vector;  denn 
in  den  Gl.  (31)  bis  (33)  des  vorigen  Paragraphen  haben  alle  X,  (Xj, 
Xj,  X,  u.  s.  w.  der  Reihe  nach)  die  gleichen  Coefficienten.  Die  For- 
meln (31)  bis  (33)  des  vorigen  Paragraphen  genügen  demnach  für  die 
Coordinaten  eines  Vectorensystems,  wie  für  die  eines  einzelnen  Vec- 
tors, und  es  ist  überflössig,  sie  hier  noch  einmal  aufzuführen. 

311.  Die  Centralaxe«  Im  Coordinatensystem  der  ^,  y,  z  sei  die 
Vectorengruppe  X,  Y,  Z^  L,  M,  N  gegeben.  0'  sei  ein  Punkt  des 
Raumes,  der  vom  Anfang  die  Abstände  ?,  rj,  C  hat.  Verlegt  man  den 
Anfang  des  Coordinatensystems  in  0'  und  bezeichnet  die  neuen  Coor- 
dinaten der  Vectorengruppe  mit  Sj  fl,  Z,  y^,  M,  iV,  so  ist  nach  dem 
Vorigen 

(1)        S=X,    H=Y,    Z=Z, 

(2)        ^=L—riZ-hiY,    M=M^PL+^Z,    N^N—iY^rjX. 
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Soll  die  Axe  des  resultirenden  Moments  A-^M-^N  in  den  resul- 
tirenden  Vector  B^  H,  Z  fallen,  so  muss 

r^\         L-nZ+tY         M-a+^Z        N-^Y+rjX 
(3)        ^ -  = Y =  —Z 

sein. 

Das  ist  ein  Gleichungspaar  ersten  Grades  zwischen  |,  17,  C;  die 
Punkte  0',  welche  der  Bedingung  genügen,  dass  für  sie  das  resulti- 
rende  Moment  in  die  Doppelrichtung  des  resultirenden  Vectors  fallt, 
li^en  demnach  auf  einer  und  nur  einer  geraden  Linie..  Diese  ist  die 
Centralaxe  der  Vectorengruppe,  und  (3)  sind  ihre  Gleichungen. 
Berechnet  man  J  und  r^  aus  der  Gl.  (3),  so  erhält  man  die  Glei- 
chungen der  Centralaxe  in  gewöhnlicher  Form. 

Die  Werthe  von  R  und  S^  auf  der  Centralaxe  finden  sich,  wie 
folgt: 

(4)        R'  =  S"+H^-+-Z»  =  X»+  Y'-hZ". 

Sp  aber  ist  gleich  iScosy,  wenn  (p  der  Winkel,  den  S  mit  R  macht. 
Es  ist  aber  cosy  = ^^ ,  also 

.^,        ^         XL-^YM-hZN 

(p)       ^0  = ^ 

Denkt  man  sich  das  Coordinatensystem  der  x^  y,  z  so  gelegt,  dass 
seine  2- Axe  in  den  an  0  resultirenden  Vector  Ä  =  X-^Y-^Z  fallt, 
und  dass  das  Moment  S  =  L-^M-^N  in  der  y^-Ebene  liegt,  so  ist 
X  =  y  =  0  und  L  =  0.    Gl.  (1)  wird  dann 

^^^     —ö-  =  —ör—  =  -z" 

Sie  kann  nur  erfüllt  sein,  wenn 

(7)        ri  =  0    und    5  =  --?- 


ist.    Dies  sind  die  Gleichungen  einer  Geraden,  die  im  Abstand ^ 

vom  Anfang  parallel  zur  2:- Axe  in  der  ^^-Ebene  liegt.  Die  Central- 
axe ist  also  parallel  dem  resultirenden  Vector  R  und,  da  ^=  Ssin% 
wenn  (p  den  Winkel  zwischen  R  und  S  bezeichnet,   ist  ihr  Abstand 

von  R  gleich p^'^  ^^^  Ebene,  welche  durch  sie  und  R  ge- 
legt wird,  steht  senkrecht  auf  der  Ebene  des  W^inkels  9). 


5X6  Theorie  der  linienfl ächtigen  Vectoren. 

212.    Der  Conenrs  der  Momente«    Der  Anfangspunkt  0  des  Coordinaten- 

systems  der  x,  ^,  z  liege  auf  der  Centralaxe,  und  die  Aze  der  z  falle  in  die  Cen- 
tralaxe,  so  zwar,  dass  die  Richtung  der  positiven  z  mit  der  Richtung  der  Resul- 
tante R  zusammenfallt.    Für  diese  Lage  der  Coordinaten  ist  erstens 

X=  y=o,    ir==Ä, 
zweitens 

wenn  Sq  das  Moment  der  Yectorengruppe  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  ist. 

Verschiebt  man  zunächst  das  Coordinatensystem ,  so  dass  der  Anfangspunkt 
auf  der  Centralaxe  bleibt,  (6  =  0,  tj  =  0,  C  =  0,  so  hat  man  nach  210  Gl.  (2) 
für  die  Momente  nach  der  Verschiebung 

^^^        l  N  =  iV-eY-4-7iX=iV=5;, 

und  damit  den  Satz: 

„Die  Gruppe  R^Sq  hat  in  Bezug  auf  alle  Punkte  der  Centralaxe  dieselben 
Coordinaten." 

Verschiebt  man  das  Coordinatensystem  ganz  beliebig,  so  bleiben,  wie  in  210 
gezeigt  wurde,  die  drei  Coordinaten  X,  Y,  Z  unverändert;  es  ist  stets  X^O, 
Y=  Oy  Z  =  R,  Die  resultirenden  Vectoren  R  bilden  also  an  allen  Punkten  des 
Raumes  ein  Bündel  von  Homoparallelen  gleicher  Länge. 

Die  resultirenden  Momente  S  dagegen  ändern  sich  von  Punkt  zu  Punkt:  die 
Aenderung  geschieht  nach  dem  Gesetz,  dass  das  zum  Punkt  £,  t],  C  gehörige  Mo- 
ment S  die  drei  Coordinaten 

A  =  L-TjZ-hCY,  M  =  .1/— CX-hSZ,  N  =  N-^Y-\"i\X 

hat;  da  aber  bei  unserer  Coordinatenwahl  X  =  y  =  X,  =  if  =  0,  so  ist 

(2)        A  =  -7]Ä,    M  =  5i2,    N  =  5o. 

Diese  drei  Gleichungen  bestimmen  das  S  des  beliebigen  Punkts  £,  y},  C;  sie  sind 
also  die  Gleichungen  des  Concurses  sämmtlicher  S.    Schreibt  man  sie 

(2b)     -^ — 1)-^,    N-  =  e-^- 

(2  c)        N  =  5o, 

so  kommen  in  den  beiden  ersten  nur  die  Verhältnisse  der  Componenten  nebst 
den  Abstandscoordinaten  S,  t\  vor ,  also  nur  die  beiden  Categorien  von  Grössen, 
welche  sich  auf  Richtung  und  Lage  der  Concursglieder  beziehen;  die  Gl.  (2),  (2b) 
sind  die  ametrischen  Gleichungen  des  Concurses  in  regelrechter  Lage;  sie 
gelten  auch  dann  noch,  wenn  man  sich  alle  Momente  S  nach  beiden  Seiten  ins  Un- 
endliche verlängert  denkt;  die  Gl.  2c  dagegen  bestimmt  die  Länge  der  Vectoren: 
sie  macht  den  Concurs  metrisch. 

Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass  die  Gleichungen  (2)  dieselbe  Construction 
des  Concurses  ergeben,  die  schon  in  204  gegeben  wurde.  In  den  Gleichungen 
(2)  kommt  C  nicht  vor;  darin  liegt  der  Satz,  dass  der  Concurs  mit  sich  selbst  in 
Coincidenz  bleibt,  wenn  man  ihn  parallel  der  Centralaxe  verschiebt  Die  Axen  der 
C  und  7]  sind  nur  an  die  Bedingung  gebunden,  dass  sie  die  Centralaxe  senkrecht 
schneiden,  können  aber  beliebig  um  die  Centralaxe  gedreht  werden.  Die  Gleichung 
N  =  S'o  sagt  aus,  dass  die  Protection  eines  jeden  S  auf  die  Richtung  von  R  gleich 
«Sq  ist.     Betrachtet   man  alle  Punkte  0\   welche  in  einer  Ebene  senkrecht  zur 
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Centralaxe  liegen,  und  nimmt  diese  Ebene  zur  Ebene  der  (,  r^y  so  ist,  wenn  wir 
den  Abstand  00\  wie  früher,  mit  8  bezeichnen,  8'  =  6'-+-Ti',  und  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  l  mit  den  Axen  macht ,  sind  der  Reihe  nach  i :  fi,  t)  :  fi,  0. 
Hieraus  und  aus  61.  (2)  folgt  cos($,  S)=sO  oder  'S  steht  senkrecht  auf  8;  für  den 
Winkel  9,   den  S  mit  R  oder,   was  dasselbe   sagt,   mit  der  Centralaxe  macht, 

haben  wir  cos(p  =  N/S^  So/S  =  -5i/K8*Ä»4-5S,  woraus 

hR       ,  8Ä 

sm<p  =  -^,     tang<p  =  -^  u.  s.  w. 

Man  kann  nun  aber  auch  die  Gleichungen  des  Concurses  in  einem  andern 
Licht  auffassen.  Jedes  Glied  ^  des  Concurses  ist  ein  Yector,  und  zwar  ein  fest 
angehefteter  Vector,  da  wir  uns  das  ^  an  einem  bestimmten  Anfangspunkt  denken. 
Als  linienflüchtiger  Vector  würde  S  fünf  Coordinaten  ;,  Q,  5,  I,  tn,  n  haben, 
zwischen  denen  die  Gleichung 

(3)       jl4-^m4-an  =  0 

besteht  Als  angehefteter  Yector  hat  er  noch  eine  6*«  Coordinate,  nämlich  eine 
von  den  drei  Coordinaten  seines  Angriffspunkts,  etwa  C;  denn  sobald  C  bekannt 
ist,  ist  auch  das  S  und  r^  des  Angriffspunktes  gegeben,  weil  ja  die  Lage  der  An- 
griffslinie durch  I,  9,  i,  I,  m  festgestellt  ist.  Zwischen  den  6  Coordinaten  irgend 
eines  «S  muss  nun  eine  Bedingung  oder  eine  Anzahl  von  Bedingungen  bestehen, 
welchen  «S  genügen  muss,  wenn  es  dem  Concurs  angehören  soll.  Diese  Bedingung 
oder  Bedingungen  haben  wir  zu  eniiren. 

Geben  wir  dem  Vector  S  die  6  Coordinaten  ;,  Q,  3, 1,  tn,  n,  so  sind  {,  Q,  g  die 
Projectionen  von  S  auf  die  Coordinatenaxen ;  also  ist  ;  diejenige  Grösse,  welche 
wir  oben  A  nannten,  \)  ist  M,  j  ist  N.  Es  leuchtet  zunächst  ein,  dass  die  Be- 
dingung N  SS  ^0»  welche  nunmehr  heisst 

(4)        8 --So, 

von  allen  S  des  Concurses  erfüllt, wird,  und  dass  sie  die  Specialbedingung  ist, 
welche  den  Concurs  metrisch  macht.  Wir  behalten  sie  also,  um  das  metrische 
vom  ametrischen  zu  sondern,  in  der  vorstehenden  Form  bei. 

S  hatte  nach  dem  obigen  mit  der  überzähligen  Coordinate  7  Coordinaten 
h  9>  h\  ^f ")  C9  von  denen  eine,  etwa  n,  durch  Gl.  (3)  überzählig  war  und  fort- 
gelassen werden  kann.  Nachdem  durch  Gl.  (4)  noch  g  besonders  bestimmt  ist, 
bleiben  für  S  noch  die  5  Coordinaten  {,  9, 1,  m,  C  übrig;  von  diesen  ist  C  willkür- 
lich zu  wählen;  femer  ist  nach  Gl.  (2) 

C^)        J  =  ->1Ä,    l)  =  5Ä; 
die  Coordinaten  I,  m  aber  erfüllen  die  Gleichungen 

(6)     i  =  na-c^  =  >i'Si~.aÄ,  m  =  cj-?a  =  -CTiÄ--?^. 

Eliminirt  man  i  und  t]  aus  (5)  und  (6),  so  erhält  man  unter  Hinzunahme  von  Gl.  (4) 

l  a  =  -Si. 

Dies  sind  die  Bedingungen ,  denen  der  Vector  ;,  Q,  a?  I,  nt,  (n)  mit  dem  An- 
heftungspunkt  C  (£>  ^)  genügen  muss,  um  Mitglied  des  Concurses  zu  sein.  Gl.  (7) 
sind  die  Gleichungen  des  metrischen  Concurses  in  regelrechter  Lage, 
bezogen  auf  ein  Coordinatensystem,  dessen  a-Axe  in  die  Centralaxe  fällt. 

Lässt  man  die  Gleichung  a  ==^  ^  ^^^  bei  Seite  und  eliminirt  C  aus  den  beiden 
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ersten  Gl.  (7),  so  findet  sich  zunächst 

(8a)        i2Ij-4-ÄöS«-4-i2m^4-5ol)»  =  0. 

Wegen  I^+tn^+tt^  ^  0  kann  man  dies  kurzer  schreiben 

(8)        Ana  =  5o(i»-*-n 
Aus  dieser  Gleichung  ist  das  metrische  nebst  dem  Anheftungspunkt  verschwun- 
den; sie  ist  die  ametrische  Gleichung,  welche  für  ein  zwischen  zwei  beliebigen 
Endpunkten  genommenes  Stuck  der  Richtungslinie  eines  beliebigen  Goncursgliedes 
gilt;  (8)  ist  also  die  ametrische  Gleichung  des  Concurses. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  man  mit  ihr  eine  beliebige  Linie  des  Concurses 
ametrisch  construiren  kann.  Der  Punkt  E»  t),  C  sei  willkürlich  angenommen;  wir 
wollen  diejenige  Linie  des  Concurses  bestimmen,  welche  durch  E»  i])  C  geht  und 
in  E,  7),  C  ihren  der  Centralaxe  nächsten  Punkt  hat  Denken  wir  uns  auf  der 
Linie  ein  beliebiges  Stück  ab  abgeschnitten,  dessen  drei  Projectionen  ;,  Q,  ^  sind, 
so  müssen  ;,  Q,  5  der  Gl.  (8)  genügen.  Ferner,  da  wir  willkürlich  angenommen 
haben,  dass  das  Perpendikel  von  6,  t],  C  auf  die  Centralaxe  auch  auf  der  Linie 
ab  senkrecht  stehen  soll,  ist  ^+7)^  =  0.  Drittens  haben  wir  die  identische 
Gleichung  n  =  E^— »IJ.    Aus  den  drei  Gleichungen 

Ana  =  ^(j»-4-9')>    n  =  E^-TQJ>    fe4-Ti^  =  0 
folgt  durch  Elimination  von  n  und  Auflösung  nach  ;  oder  Q 

a  ""    "^  ^  '     a  "    ^0 ' 

damit  sind  die  Winkel  der  Linie  mit  den  Axen  bestimmt,  also  bei  gegebenem  An- 
griffspunkt die  Linie  selbst.  Die  Bestimmung  ist  eindeutig  trotz  der  quadratischen 
Form  von  8. 

Alle  Linien  des  ametrischen  Concurses,  welche  durch  den  Punkt  Su  y}i«  Ci> 
gehen,  müssen  einfach  die  Bedingung  i2na  =.'^o(£'+9^  erfüllen,  wenn  man  in 
dieser  die  Grossen  £,  y],  C  mit  1  markirt.  Verschiebt  man  das  Coordinatensystem, 
so  dass  sein  neuer  Anfangspunkt  0  in  Ei,  tji,  Ci  föHt,  so  ändern  sich  ;  und  Q 
nicht,  dagegen  wird  n  zu  ni-+-Ei^— t}iJ.  Dabei  ist  aber  Hi  =  0,  weil  die  unter- 
suchten Linien  jetzt  durch  den  Anfangspunkt  gehen,  also  ist 

(9)  Äa,(6,^i-7iijO  =  5o(j?-4-^J) 
die  Gleichung  der  Gesammtheit  aller  durch  den  betrachteten  Punkt  gehenden 
Concurslinien.  Schneidet  man  von  Oi  aus  auf  jeder  Linie  ein  willkürliches  Stück 
Ob  ab,  so  hat  der  Endpunkt  6  dieses  Stückes  die  Coordinaten  c^i,  c^i,  cai>  wo 
c  eine  Constante.  Also  lautet  Gl.  (9)  in  gewöhnlichen,  auf  den  betrachteten  Punkt 
als  Anfangspunkt  bezogenen  Coordinaten 

d.  i.  die  Gleichung  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade.  Schneidet  man  den  Kegel 
durch  eine  Ebene  2  =  a,  so  ist  die  Gleichung  des  Durchschnitts 

-RoCEiir  — >]iJ:)  =  So(x^-^y^     oder 

(-^)V(.-^)'-(^)%;+e;,. 

Das  ist  die  Gleichung  eines  Kreises;  der  Kegel  ist  also  ein  elliptischer,  dessen 
eine  Kreisschnittschaar  parallel  der  ary-Ebene  liegt    Seine  Axe  ist  die  Gerade 
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* "2^''      ^~'2^'' 

Der  Radius  des  Kreises  ist  proportional  J^tj'-I-E*;   die  Kegel  öffnen  sich  also 

proportional  dem  Abstand  ihres  Mittelpunktes  von  der  Gentralaxe;  in  der  Cen- 
tralaxe  selbst  degenerirt  der  Kegel  zu  einer  in  die  Gentralaxe  fsillenden  Geraden. 
Von  den  Erzeugungslinien  des  Kegels  steht  nur  eine  senkrecht  auf  dem  Perpen- 
dikel Tom  Kegel mittelpunkt  zur  Gentralaxe;  das  ist  diejenige,  welche  die  »regel- 
rechte* Lage  hat 

Eine  dreifach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Linien  heisst  ein  Gomplex 
nten  Grades,  wenn  diejenigen  Linien,  die  durch  einen  Punkt  des  Raumös  gehen, 
an  diesem  einen  Kegel  n^^  Grades  bilden.  Die  Untersuchung  führt  also  schliess- 
lich zu  dem  Satz:  der  Goncurs  ist  ein  Gomplex  zweiten  Grades. 

218«  Dm  Gomitliuii  der  Tectorenkrense«  Es  sei  wieder  RJ^^Sq  ein  ge- 
gebenes y ectorensystem ,  und  die  Axe  der  z  falle  in  R,  Zwei  Yectoren  v  und 
v\  deren  Goordinaten  Xy  Y,  Zy  L,  if,  (N)  und  3,  H,  Z,  A,  M,  (N)  sind ,  sollen  so 
bestimmt  werden,  dass  die  heteraptische  Summe  vJf-v'  äquivalent  mit  i^-^'^  ist. 

Die  heteraptische  Summe  vJ^v*  hat  die  Goordinaten 

x+s,    y-+-H,  ^-^z,  ir+A,  Jif-+-M,  i^r-^N, 

Ton  denen  keine  überzählig  ist,  sobald  R  und  Sq  beide  von  Null  verschieden 
sind.  Der  Aufgabe  gemäss,  müssen  die  vorstehenden  6  Grossen  die  Goordinaten 
Ton  A4-'^o  soui)  Also,  da  diese  0,  0,  /2, 0,  0,  S^^  sind,  muss 

(1)  X-^E  =  y+H  =  0, 

(2)  X^-A  =  if-^-M  =  0, 

(3)  Z^-Z^Ry    i\r-hN  =  5o 

sein.  Das  sind  6  Bedingungen  für  die  10  Goordinaten  von  v  und  v';  die  Vec- 
torenpaare  v  und  v'  bilden  also  eine  vierfach  unendliche  Mannig&Itigkeit ,  das 
Gomitium.  Sobald  R  und  ^o  ^on  Null  verschieden  sind,  ist  die  Gleichung 
(X-^S)(Ir-^A)-^(y-^-H)(3f^-M)^-(J^-4-Z)(^'-+-N)  =  0  nicht  erfüllt;  also  kön- 
nen die  Yectoren  v  und  v^  einander  nicht  schneiden. 

Es  ist  definitionsgemäss,  wenn  x,  y,  z  der  An&ngspunkt  von  v  und  E,  t],  C 
derjenige  von  v^  ist, 

(4)  L:=^yZ^zYy     M=zX—xZy    N  =  xY—yX 

(5)  A  =  i)Z-CH,     M  =  C3-£Z,     N^SH-ijS; 

addirt  man  die  Gleichungen  (5)  zu  den  entsprechenden  (4),  so  erhält  man  mit 
Berücksichtigung  von  (1),  (2),  (3) 

fO==y^-+-7]Z-«y-CH,    0  =  zZ-+-CS-jpZ-EZ, 

l  So=:>xY^-iH-yX-7ß. 

Nimmt  man  dazu  die  obigen  Gleichungen 

(7)        X-|-S  =  0,     y-|-Hs=0,    Z-^Z  =  Ry 

so  hat  man  6  Gleichungen,  welche  die  Beziehung  zwischen  den  Projectionen  von 
Vy  V*  und  ihren  Angriffspunkten  festsetzen.  Bezüglich  der  letzteren  können  wir 
nun  noch  willkürlich  festsetzen,  dass  jeder  Vector  t;  oder  v^  denjenigen  Punkt 
seiner  Angriffslinie  zum  Angriffspunkt  haben  soll,  in  welchem  die  Angriffslinie 
der  Gentralaxe  am  nächsten  steht    Der  kürzeste  Abstand  d  von  der  Gentralaxe 


« 
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zum  Vector  i;  hat  dann  die  Länge  d  =  F'zM-y',  und   macht  mit  den  Axen  die 

Y  V  y 

Cosinus —p,    ~-.   0,  während  v  die  Cosinus  — , ,    —^  macht;  also  ist  die 

ad  V         V  V 

Bedingung  dafür,  dass  die  Linie  d  auf  v  senkrecht  steht 

{Xr4-ljr  =  0,    und  ebenso  ist 

die  Bedingung  dafür,   dass  v'  an  denjenigen  Punkt  seiner  Richtungslinie  ange- 
heftet sei,  der  der  Axe  jam  nächsten  liegt. 

Wir  betrachten  nun  zunächst  eine  Congruenz,  d.  h.  die  Gesammtheit  der- 
jenigen Vectoren  t;  (männliche  Vectoren),  welche  ihre  Anfangspunkte  auf  einem 
Strahl  haben,  der  die  Centralaxe  senkrecht  schneidet,  nebst  der  Gesammtheit  der 
ihnen  entsprechenden  (weiblichen)  Vectoren  v\  Und  zwar  können  wir,  da  die 
Axen  der  x  und  der  y  nur  an  die  Bedingung  gebunden  sind,  senkrecht  auf  der 
Centralaxe  zu  stehen,  die  Ebene  der  xz  in  den  betrachteten  Normalstrahl  legen 
Dann  ist  die  Gleichung  des  Normalstrabls 

(9)        «  =  0,    y  =  0. 

Aus  Gl.  (8)  folgt  dann  sofort,  da  x  beliebig  ist 

(10)        X  =  0    und    S  =  0, 

letzteres  wegen  Gl.  (1),  und  hieraus  ferner  Ht}  =  0,  also,  da  nach  Gl.  (1)  H  =  —  Y 
und  nicht  allgemein  gleich  Null  ist, 

(11)        13  =  0. 
Damit  liefert  die  erste  Gleichung  (6)  wegen  Y  =  — H 

(12)        C  «  *  =-  «1. 
Die   beiden   Gleichungen  (11)  und  (12)   zeigen,   dass   die   Anfangspunkte   aller 
weiblichen  Vectoren  auf  dem  gleichen  Normalstrahl  C  =  ^i  >   y)  "=  0  liegen ,   wie 
die  Anfangspunkte  der  männlichen.    Die  zweite  und  dritte  Gleichung  (6)  verein- 

fachen  sich  zu 

(13)  xZ4-5Z  =  0,    xy-4-SH  =  5o. 
Dazu  kommen 

(14)  y-4-H  =  0    und    if-^Z  =  Ä, 

(15)        Jf  =  B  =  0. 

Dies  sind  die  Gleichungen  der  Congruenz. 

Die    Gleichungen  (13),  (14),  (15)   bestimmen   ausser  X  und  S  die  Grossen 

Y 

5,  H,  Z,  Y  und  Zf  sobald  x  und  das  Verhältniss  -y-    willkürlich    angenommen 

Y 

wird.    -^  ist  die  Tangente  des  Winkels  to,   den  v  mit  der  Axe  der  ;,   also 
£4 

Y 

mit  /2,   macht.     Schreibt  man  tangio  für  -y,    und    entsprechend   tang^    für 

-^,  so  nehmen  (13),  (14)  die  Form  an 

La 

*  ^       =0,      jrZtangic4-6Ztang(p  =  5'o,      iT-hZ  =  Ä, 


tangtD         lang  7 


Z  =  — l^iT. 


Eliminirt  man  Z  und  Z  aus  den  4  letzten  Gleichungen,  so  erhält  man  die  Zu- 
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sammenstellung 


(16) 


xtang^  =  StangiT,     A' =  S  =  0. 

Die  Gleichungen  (16)  sind  äquivalent  mit  (13),  (14),  (15).  Der  Nachweis,  dass 
diese  Gleichungen  auf  dieselbe  Construction  der  Tribus  führen,  welche  in  2(^ 
gegeben  wurde,  ist  so  leicht,  dass  wir  ihn  dem  Leser  überlassen.  .Die  beiden 
ITauptfalle  [a)  beide  Winkel  spitz,  b)  ein  Winkel  stumpf]  von  2(^  entsprechen 
hier  den  willkürlichen  Annahmen:  a)  x  und  E  haben  entgegengesetztes,  b)  sie 
haben  gleiches  Vorzeichen.  Die  Directricen  der  Tribus  finden  sich,  indem  man 
einmal  F,  das  andere  mal  Z  gleich  Null  setzt;  der  erste  Fall  giebt  auf  der  weib- 
lichen Seite  die  Hyperbel  EH  =  Sq,  auf  der  männlichen  die  Gerade  2^  =  R;  der 
zweite  giebt  auf  der  weiblichen  Seite  die  Gerade  Z  =  JS  und  auf  der  männlichen 
die  Hyperbel  xY  =  Sq. 

In  den  Gleichungen  (13),  (14),  (15),  (16)  kommt  weder  ;;,  noch  C  vor;  die 
Congruenz  ist  also  unabhängig  von  der  2-Coordinate  Z]  ihres  Normalstrahls,  d.  h. 
das  Comitium  bleibt  mit  sich  selbst  in  Coincidenz,  wenn  es  parallel  zur  Central- 
axe  verschoben  wird.  Die  Gleichungen  bleiben  femer  unverändert,  wenn  man 
die  Axe  der  x  um  die  Centralaxe  dreht;  also  hat  das  Comitium  die  gleiche 
Eigenschaft;  es  bleibt  bei  Drehung  um  die  Centralaxe  mit  sich  selbst  in  Coin- 
cidenz. 

214.  Der  Complex  der  Doppellinleii.  Setzt  man  in  den  Gleichungen  (13), 
(14)  des  vorigen  Paragraphen  willkürlich  x  =  E,  so  erhält  man 

;if4-Z  =  0    neben         Z-+-Z  =  Ä, 

y-+-H=:0    neben      :c(y-^H)  =  5o. 
Der  innere  Widerspruch  dieser  Gleichungen  zeigt  an,   dass  -^-hZ,  wie    Y-\-H 
nicht  mehr  bestimmte  Summen  sind,  sondern  die  unbestimmte  Form  oc  — oo  haben, 

also,  dass  Y,  H,  Z,  Z  unendlich  werden. 

Y       H 

Die  Gleichungen  (16)  dagegen,  in  denen  bloss  die  Verhältnisse  -^,    -„- 

vorkommen,  bleiben  auch  in  diesem  Fall  bestimmt.    Sie  liefern  zunächst 

(1)        tang<p  =  tangir, 

d.  h.  beide  Conjugaten  fallen  in  die  gleiche  Richtungslinie ;  sie  bilden  also  eine 
Doppellinie.    Und  femer 

(2)        tang»  =  4=_i-|-. 

Gl.  (2)  ist,  wenn  man  x  in  ihr  als  willkürlich  betrachtet,  die  allgemeine  Gleichung 
alier  Doppeilinien,  welche  in  der  betrachteten  Tribus  vorkommen. 

Wir  können  nun  wieder  die  unbegrenzte  Doppellinie  durch  ihre  Coordinaten 

bestimmen.  Man  denke  sich  auf  derselben  ein  beliebiges  Stück  ab  abgeschnitten 
und  nenne  die  Coordinaten  desselben  j,  ^,  3,  t,  nt,  (n).  Eine  derselben  ist  über- 
zählig, eine  kann,  weil  die  Länge  von  ab  beliebig  ist,  ganz  beliebig  angenommen 
werden;  die  andern  4  sind  dann  durch  die  Lage  der  Linie  bestimmt,  und  es 
muss  zwischen  ihnen  eine  Gleichung  bestehen,  wenn  die  Linie  eine  von  unseren 
Doppellinien  sein  soll.    Wir  wählen  5  beliebig;  dann  bestehen  nach  dem  obigen 
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die  drei  Gleichungen 

(3)        J  =  0,         ^  =  -1-^3,         j  =  3. 

Ausserdem  haben  wir  die  identischen  Gleichungen 

(4)       l  =  ya— «9  =  0,    m  =  — arj,    n  =  — -^a. 

Eliminirt  man  x  zwischen  Q  und  nt,  so  findet  sich 

(5)        i)tn  =  -|- 1\ 

Die  letzte  Gleichung  (4)  giebt  ohne  Weiteres 

(6)        Än-|-5o8  =  0. 
Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  sind  gleichbedeutend;  denn  wendet  man  auf  (5)  die 

Beziehung  yl-h^m-l-jn  =  0  an,  so  findet  man  nj  =  — ^8'»  ^w  offenbar  mit 

(6)  identisch  ist  Jede  Ton  ihnen  wird  von  allen  Linien  der  Congruenz  erfüllt; 
dreht  man  das  Coordinatensystem  um  die  Gentralaze,  so  ändert  sich  weder  n, 
noch  3,  also  besteht  die  Gl.  (6)  für  alle  Congruenzen,  deren  Normalstrahlen  senk- 
recht zur  Centralaxe  durch  einen  Punkt  der  letzteren  gehen;  Gl.  (6)  enth&lt  kein 
2,  gilt  also  für  jeden  Werth  Yon  zj,  d.  h.  Gl.  (6)  wird  von  allen  Linien  des 
Complexes  erfüllt;  sie  ist  die  Gleichung  des  Complexes,  bezogen  auf  ein 
Coordinatensystem,  dessen  3-Axe  in  die  Centralaxe  föllt. 

Es  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  man  mit  Gl.  (6)  den  Complex  construiren 
kann.  Wir  wollen  diejenige  Linie  des  Complexes  aufsuchen,  deren  der  Central- 
axe nächster  Punkt  £,  t],  C  ist  Da  die  Complexlinie  senkrecht  auf  dem  von 
E,  T),  C  zur  Axe  gefällten  Perpendikel  steht,  bestehen  die  Gleichungen 

fe4-Ti9  =  0,       n  =  5^—7)1,       Än4-5o8  =  0, 

Yon  denen  die  erste  die  yorstehende  Bedingung  ausdrückt;  die  zweite  ist  iden- 
tisch, die  dritte  die  Complexgleichung.  Eliminirt  man  n  und  lost  noch  9  und 
;  auf,  80  findet  man 

womit  die  Winkel  bestimmt  sind,  welche  die  Doppellinie  mit  den  Axen  macht 

Anm.  Gl.  (5)  hat  nicht  die  Eigenschaft,  unverändert  zu  bleiben,  wenn  das 
Coordinatensystem  um  die  Centralaxe  gedreht  wird.  Ihre  für  diesen  Fall  verall- 
gemeinerte Form  ergiebt  sich  leicht,  indem  man  Gl.  (6)  mit  3  multiplicirt  und 
dann  statt  — n3  setzt  Ij-hmQ;  sie  lautet  dann 

(5  b)       Ij-i-in^  =  A  3». 

Sie  ist  unter  umständen  nützlich,  aber  zur  definitiven  Bezeichnung  des  Complexes 
weniger  geeignet,  weil  ihre  Eigenschaft,  die  Complexlinien  eindeutig  zu  bestim- 
men, durch  die  quadratische  Form  maskirt  ist    Wir  behalten  also  GL  (6)  als 

die   eigentliche  Gleichung   des  Complexes  bei.     -^   ist   der  Parameter  des 

Complexes. 

Die  Gleichungen  (7)  genügen  zur  Construction  des  Complexes ;  der  Nachweis, 
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dass  diese  Construction  dieselbe  wird,  wie  in  §  207^  sei  dem  Leser  überlassen. 
Die  Linie  des  Concurses,  welche  in  regelrechter  Lage  durch  den  Punkt  ;,  t),  3 
geht,  bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  als  3E,  ?),  3»  ^i  5W,  91 ;  wir  hatten  für 
dieselbe  in  212 

(8)        -—==—7)-^,    -5-=« 


3  "■     ' So'   a     ^  So 

aus  (7)  und  (8)  folgt 

Xj-4-89+3a  =  0. 

Darin  ist  ausgesprochen,  dass  die  Linie  des  Concurses  in  dem  Punkt,  wo  beide 
der  Axe  am  nächsten  sind,  auf  der  Linie  des  Complexes  senkrecht  steht 

Es  handelt  sich  nun  noch  darum,  festzustellen,  wie  die  Gleichung  unseres 
Complexes  in  demjenigen  beliebigen  Goordinatensystem  lautet,  in  welchem  die 
Vectorengruppe  R^8  die  Goordinaten  X,  Y,  Z,  X,  Af,  N  hat.    Sie  heisst: 

(9)        L^-hMr)-\-Ni-hXl-hYm-^Zn  =  0, 

(oder  wenn  man  die  strict  nothige  Goordinatenzahl  der  Gomplexlinie  expresse  in 
ihr  zum  Ausdruck  bringen  will 

(10)        Li-4-3/^-l-iS^-4-A^— 4-y— 4-^  "^^"""^^  =  0, 
a  d  8  8  8 

wo  — ,  — ,  — ,  —  die  4  Goordinaten  der  Gomplexlinie  sind.) 
8      8      8      8 

Beweis.  Man  kann  Gl.  (9)  durch  directe  Transformation  aus  (6)  ableiten. 
Rascher  und  fruchtbarer  führt  folgende  Betrachtung  zum  Ziel.  Gl.  (9)  sei  ge- 
geben. Man  Terschiebe  zunächst  das  Goordinatensystem,  dass  der  neue  Anfangs- 
punkt die  Goordinaten  £,  tj,  C  hat.  Die  Werthe  yon  ^,  |  etc.  im  neuen  System 
seien  mit  X',  ^  u.  s.  w.  bezeichnet  Dann  ist  A'  =  X',  Y  =  Y\  Z  =:  Z\  j  =  j', 
Ij  =  ^',  3  =  3'.  Zugleich  ist  L  =  L'-4-tj-^— C  Y,  l  =  T-I-Tia— C^  u.  s.  w.  Im 
neuen  System  lautet  also  die  Gleichung  (9) 

(/,'^.,^_C  y)j'_|.(Ar'H-c  A-6^)9'-|-(JV'-4-E  y-T,  A)8'-^  Aa'-*-T)a-C9)-l- 

-4-  r(nt'-4-C?-68)4-^(n'4-Et)-i^Ö  =  0. 
In  dieser  Gleichung  heben  sich  alle  Glieder,  die  mehr  als  2  Factoren  enthalten; 
es  bleibt  somit  wegen  X  =  X'  etc. 

(11)       L'^^^M^'-hN'i'-h  X  'V-h  Y'm'-i-Z'n'  =  0, 

d.  h.  die  Gleichung  hat  in  den  transformirten  Goordinaten  genau  dieselbe  Form 
wie  in  den  ursprünglichen. 

Zweitens  drehe  man  das  Goordinatensystem  der  Gl.  (9)  um  irgend  eine 
Coordinatenaxe;  beispielsweise  um  die  Axe  der  5.  Der  Drehungswinkel  sei  ^; 
die  neuen  Goordinaten  seien  wieder  durch  einen  Accent  markirt    Dann  hat  man 

cosxx'  =  cos  9,     cosxy'sss  — sin  9,     cosar^'  =  0, 
cosyx'  =  sin<p,    cosyy'  =  cos  5p,        cosy«'  =  0, 
cos2z'  =  cos^y'  =  0,    cos  =  zz'  =  L 
Damit  erhält  man  Z  =  Z'  und  8  =  8'»  -^  =  ^'  ^^^  ^  =  w'>  ausserdem 

X  =  X'cos  <p—  Y'  sin  <p,  J  =  j'  cos  9—9'  sin  5p, 
r=  -y'sin^p-l-y'cos^,  ^  =  5' sin  9-4-^' cos  9, 
L  =  Zi'cos5p  —  Jlf'sin^p,  l  =  Tcos^— m'sintp, 
AI  =s=  l/'sin^p-h-Wcos^,    m  =  rsin^-+-m'cos^. 
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Hiermit  wird  nun 

-4-(ü'8in^p-f-3f'cos<p)(5'8in9-h^'cos^)-|-(X'cos^—  F'sin9)(rcos9  — m'sinsp) 

-f-C-X'sin^-h  r'cos<p)(('8in^4-ni'cos9). 

Bei  der  Ausrechnung  dieser  heben  sich  alle  Glieder,  die  cos 7  und  sin^  nicht  im 
Quadrat  enthalten;  die  übrig  bleibenden  aber  geben  SLddntL'jc^-hM'^'H-X'V-^Y'm'. 
Also  lautet  Gl.  (9)  in  den  neuen  Coordinaten 

(11)        L'^^M't)''hN'^'-^X'V-+-  Y'm'-\-2^'n!  =  0 

d.  h.  sie  behält  in  den  neuen  Coordinaten  wieder  die  alte  Form.  Dasselbe  g^ilt 
offenbar,  wenn  man  das  Coordinatensystem  um  die  x-  oder  die  y-Aze  dreht  Durch 
eine  Verschiebung  und  Drehungen  um  die  Goordinatenazen  kann  man  aber 
dem  Coordinatensystem  jede  neue  Lage  ertheilen;  wir  haben  also  den  Satz:  ,llas 
Polynom  der  Gl.  (9)  ist  invariant;  es  ändert  seine  Form  nicht,  wenn 
das  Coordinatensystem  beliebig  seine  Lage  ändert". 

Legt  man  demnach  das  Coordinatensystem  so,  dass  seine  2-Axe  in  die  Ceu* 
tralaze  des  Erä£tesystems  fallt,  so  nimmt  Gl.  (9)  gleichfalls  die  Form  (11)  an: 
in  diesem  Fall  ist  aber  X' =:  Y'  =  L'  =  M'  ==  0,  N'  =  So  und  Z'  =  Ä,  also 
reducirt  sich  (11)  auf  5oa'4--Rii'  =  0;  d.  i.  GL  (6);  also  ist  Gl.  (9)  die  Gleichung 
des  Complexes  der  Doppellinien. 

215.  Zwei  Tectorensysteme;  Tnyariante,  Congmenz  und 
Cylindroid.  Gegeben  seien  zwei  Vectorensysteme,  von  denen  das 
eine  X,  F,  Z,  L,  M^  N,  das  andere  8j  H,  2,  A^  M,  N  ist.  Ihre  ana- 
lytische Zusammensetzung  ist  ganz  selbstverständlich:  ihre  heterap- 
tische  Summe  hat  die  Coordinaten 

X+ä;     Y+H,    Z+Z-,    L+A,    M-hM,    N+N, 

und  damit  ist  im  Grunde  Alles  gesagt,  was  für  ihre  directe  kinetische 
Verwendung  erforderlich  ist.  Einige  eingehendere  Betrachtungen  aber 
ergeben  brauchbare  Nebenresultate. 

1.  Der  am  Schluss  des  vorigen  Paragraphen  aufgestellte  Satz  gilt  offenbar 
für  den  Ausdruck  P,  wenn  P  die  abgekürzte  Beziehung  für  den  Ausdruck 

XA-\-YM-hZ^-hLE-i-MH-hNZ 

ist.  Dieser  Ausdruck  bleibt  in  der  Form  unverändert,  wenn  man  das  Coordinaten- 
system beliebig  dreht  oder  verschiebt.  Er  muss  also  eine  einfache,  für  das  System 
der  beiden  Vectorengruppen  characteristische  Bedeutung  haben.  Sind  12  und  ^ 
der  resultirende  Vector  und  das  resultirende  Moment  von  X,  Y,  Z^  L^  If,  A' 
am  Anfangspunkt  0,  p  und  a  diejenigen  von  H,  H,  Z,  A,  M,  N,  so  ist 

^_    .        X   h  ^Y  }A  ^Z    ^             .    ^       XB-hi/H-HiVZ 
cos(ß,a)  =  -^--4-^-4-^.-,     cos(p,S)  = ^ , 

also 

(1)        P  =  Äocos(Ä,  o)-l-p5co8(p,  Ä). 

l2<;cos(/2, 0)  ist  aber  das  characteristische  Tetraeder  der  Gruppe  X,   ]*,  Z,  A,  M, 
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N  und  p*Scos(p,  S)  ist  dasjenige  der  Gruppe  2,  H,  Z,  X,  i/,  iV,  womit  eine  erste 
geometrische  Deutung  von  P  gegeben  ist. 

Ferner:  das  6 fache  cbaracteristische  Tetraeder  der  beteraptischen  Resultante  ist 

( X4- S)(Z: -h  A) -4- ( r-4- H)  (3f -4- M) + (^-4- Z)  (iV4- N). 

Dies  ist,  wie  man  leicht  sieht 

X£-+- rilf4-^iV-4-HA-+-HM-+-ZN4-P. 

P  ist  also  die  6  fache  Differenz  zwischen  dem  Tetraeder  der  beteraptischen  Resul- 
tante und  den  beiden  Tetraedern  der  componirenden  Gruppen  (Sq,  R)  und  ((Jq,  p). 
Damit  ist  eine  zweite,  die  einfachste  geometrische  Deutung  von  P  gegeben. 

2.  Jede  von  den  beiden  Gruppen  (Ä,  5)  und  (p,  a)  bestimmt  einen  Complex. 
Die  beiden  Complexe  haben  die  Gleichungen 

(2)  Öl  =  Xj+3/t)-4-iV34-.Yl-4-l'in-4-;^n  =  0, 

(3)  ßa  =  Aj-|-Mt)-|-N3-4-SH-Hm-|-Zn  =  0. 

Die  beiden  Complexe  haben  eine  zweifach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Strah- 
len mit  einander  gemein,  und  diese  zweifach  unendliche  Mannigfaltiglteit  beisst 
nach  Flacker  eine  Congruenz  ersten  Grades.  Eine  Congruenz  ist  der  Durch- 
schnitt zweier  Complexe. 

Die  Strahlen  eines  Complexes  Q],  welche  durch  den  Punkt  p  gehen,  bilden 
eine  Polareb^ne  111.  Die  Strahlen  von  Qj,  welche  durch  p  gehen,  bilden  die  Polar- 
ebene Üs.  IIi  und  FI)  schneiden  sich  in  einer  Geraden;  es  geht  also  im  Allge- 
meinen durch  jeden  Punkt  des  Raums  ein  Strahl  der  Congruenz.  Ebenso  enthält 
jede  Ebene  11  des  Raumes  einen  Congruenzstrabl ;  dieser  ist  die  Verbindungs- 
linie der  Pole  pi  und  p%y  welche  sie  in  beiden  Complexen  besitzt. 

Alle  Strahlen  des  ersten  Complexes  schneiden  irgend  ein  (ametrisch  gedach- 
tes) Conjugatenpaar  des  zugehörigen  Comitiums.  Dasselbe  gilt  für  den  zweiten 
Complex.  Wenn  also  beide  Complexe  resp.  Comitien  irgend  welche  Conjugaten- 
paare  gemein  haben,  so  gehen  die  Strahlen  der  Congruenz  durch  diese  gemein- 
samen Conjugaten.  Denkt  man  sich  nun  die  Conjugatenpaare,  die  zu  beiden 
Complexen  gehören,  in  regelrechter  Lage,  so  siebt  man  leicht,  dass  nur  solche 
Paare  aus  beiden  Complexen  zusammenfallen  können,  die  auf  dem  gleichen  Nor- 
malstrahl angeheftet  sind.  Es  giebt  eine  nnd  nur  eine  Linie*),  die  zu  beiden 
Complexen  Qi  und  Q^  gleichzeitig  Normalstrahl  ist;  das  ist  die  kürzeste  Ent- 
fernung ihrer  Centralaxen.  Vom  Zusammenfallen  der  Conjugatenpaare  kann  also 
nur  die  Rede  sein  für  solche  Paare,  die  ihren  Fusspunkt  (Punkt  des  kürzesten 
Abstandes  von  der  betreffenden  Centralaxe)  auf  der  kürzesten  Entfernung  beider 
Centralaxen  haben.  Wir  wollen  nun  diese  kürzeste  Entfernung  als  Axe  der  x 
ansehen,  und  wie  es  in  218«  geschehen,  eine  der  Centralaxen,  die  von  Qi  zur 
Axe  der  z  nehmen.  Sind  etwa,  wie  in  218,  w^  und  9,  die  Winkel,  welche  beide 
Conjugaten  mit  der  Axe  der  z  machen,  so  ist,  wenn  alle  auf  den  ersten  Complex 
bezuglichen  Grossen  die  Marke  1  bekommen 

(4)  tang«,,  =  --i-§!-,     tang?,  = -i- -f'- 


*)  In  dem  Specialfall,  wo  die  Centralaxen  beider  Complexe  parallel  sind, 
erleidet  dieser  Satz  offenbar  eine  Ausnahme;  die  obige  Betrachtung  hält  sich  an 
den  allgemeinen  Fall,  wo  die  Centralaxen  sich  kreuzen. 

Bndde,  Mechanik.     II.  40 
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Die  Centralaxe  des  zweiten  Complexes  schneidet  die  Axe  der  x  senkrecht  im 
Punkte  X  =  Z>,  wenn  D  den  Abstand  beider  Centralaxen  bedeutet,  und  macht 
mit  der  Axe  der  z  irgend  einen  Winkel  ^. 

Verstehen  wir  unter  tcj  und  9,  die  Winkel,  welche  ein  Conjugatenpaar  von 
%  mit  der  J-Axe  macht,  so  macht  dasselbe  mit  der  Centralaxe  von  %  die  Winkel 
ti?3 — Ä  und  cpj — Ä,  und  wir  haben 


(4  b)        tang(»r,-»)  =  - ^-„— ,     tang(cp.,-»)  = 


Die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Conjugatenpaar  des  einen  Complexes  mit  einem 
des  andern  zusaramenföllt,  ist  itj  =  u>i  und  93  =  <pi,  t,  =  x^  und  Ei  =  Ej.  Führt 
man  diese  in  die  vorstehenden  Gleichungen  ein,  so  erhält  man  unter  Weglassang 
der  überflüssig  gewordenen  Marken  an  x  und  i 

(5)        x>tang»+x (^'-  -  -^-  ßtang  »)  =  "1^  C^"  ^  **»8*)' 

und  für  £  genau  dieselbe  Gleichung.  Es  giebt  also,  da  die  Gleichung  quadratisch 
ist,  zwei  und  nur  zwei  Punkte  x  oder  £,  in  denen  die  Conjugaten  zusammen- 
fallen. Die  zweite  Lösung  von  E  gehört  zur  ersten  von  x  und  umgekehrt  Also 
giebt  es  nur  ein  Paar  von  Conjugaten  des  Complexes  Q] ,  weiches  zugleich  ein 
Conjugatenpaar  von  Q3  ist.  Dieses  Doppelpaar  heisst  das  Paar  der  Directricen 
der  Congruenz.  Alle  Linien  der  Congruenz  schneiden  die  Directricen,  und 
alle  Linien,  welche  die  Directricen  schneiden,  gehören  der  Congruenz  an.  Alle 
Linien  der  Congruenz,  welche  durch  einen  Punkt  einer  Directrix  gehen,  bilden 
sonach  ein  ebenes  Büschel,  dessen  Ebene  durch  die  andere  Directrix  geht. 

Unsere  Axe  der  x  (der  kürzeste  Abstand  der  Centralaxen  beider  Complexe) 
heisst  die  Axe  der  Congruenz.  Die  Directricen  stehen  senkrecht  auf  der  Axe : 
der  Punkt,  welcher  den  Abstand  der  Directricen  halbirt,  heisst  Mittelpunkt  der 
Congruenz.  Alle  Strahlen  der  Congruenz,  die  eine  beliebige  Linie  I  schneiden, 
schneiden  auch  die  Directricen,  liegen  also  auf  einem  Hyperboloid.  Das  Vor- 
stehende soll  nur  zur  vorläufigen  Orientirung  über  die  Congruenz  dienen.  Näheres 
findet  man  in  Plückers  Neuer  Geometrie  des  Raumes.  Wichtig  für  unseren 
Zweck  ist  folgende  Eigenschaft: 

Bestimmen  zwei  Complexe  Qi  =  0  und  %  =  0  eine  Congruenz,  so  schneidet 
jeder  Complex  von  der  Form 

(6)        üi-4-[jiÖ2  =  0 

die  beiden  ersten  Complexe  in  derselben  Congruenz,  in  welcher  jene  sich  schnei- 
den. Denn  die  Gleichungen  Q|  =  0  und  Qj  +  fißa  =  0  bedingen  die  Gleichung 
Q3  =  0,  also  dieselben  Eliminationsergebnisse,  wie  Qi  =  0  und  Qj  =  0.  Es  giebt 
also  unendlich  viele  Complexe,  die  sich  in  ein  und  derselben  Congruenz  schnei- 
den; man  erhält  ihre  Gesammtheit,  indem  man  ji.  in* Gl.  (5)  von  — oc  bis  -l-oc 
variiren  lässt.  Die  Centralaxen  aller  dieser  Complexe  müssen  nach  dem  obigen 
senkrecht  zur  Directrix  stehen.  Die  Gesammtheit  der  so  bestimmten  Complexe 
nennt  Plücker  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  Complexen.  Die  Centralaxen 
aller  zu  einer  solchen  Gruppe  gehörigen  Complexe  bilden  eine  windschiefe  ,Axen- 
fiäche^.    Es  ist  zu  untersuchen,  wie  die  Gleichung  der  Axenfläche  lautet 

Um  die  Rechnung  möglichst  zu  vereinfachen,  bemerken  wir,  dass  unter  den 
unendlich  vielen  Linien  der  Axenfläehe  irgend   zwei  zu  einander  senkrecht  sein 
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können.     Nehmen  wir  diese  als  die  Centralaxen  der  beiden  bestimmenden  Com- 
plexe,  so  wird  in  Gl.  (5)  tang^  unendlich,  also  bleibt  nach  Division  mit  tang^ 


(6)        x^  —  Dx  =  — 


8^\     iSoa 


R\     R2 


Die  Gleichung  lasst  sich  auch  noch  erfüllen,  wenn  man  D  =  0  setzt,  d.  h.  wenn 
man  annimmt,  dass  die  Centralaxen  der  beiden  die  Congruenz  bestimmenden  Com- 
plexe  sich  rechtwinklig  schneiden;  dann  erhält  man,   wenn  noch   die  Parameter 

-^^  und  — ~-  abkürzend  mit  nJi  und  gJj  bezeichnet  werden 

(7)        X  =  ±K— C3it*%. 

Die  beiden  Directricen  liegen  also  in  gleichem  Abstand  von  dem  Durchschnitts- 
punkt der  bestimmenden  Centralaxen,  d.  h.  dieser  Durchschnittspunkt  fällt  in  den 
Mittelpunkt  der  Congruenz.     Sie  sind   reell,  wenn  CJ,  und  CSj  entgegengesetztes, 

imaginär,  wenn  sie  gleiches  Vorzeichen  haben.  Die  Gl.  (4)  werden  für  %  =  -^ 
und  Z)  =  0  unter  Fortlassung  der  überflüssig  gewordenen  Marke  2  an  w  und  9, 

(8)        tangto  =  \ ^    und     tangtp  =  — tangtr, 

da  ja  X  die  eine,  5  die  andere  Wurzel  von  (7)  ist.  Die  Axe  der  z  halbirt  also 
den  Winkel,  welchen  die  Directricen  miteinander  machen. 

Die  Directricen  sind  nun  ein  Conjugatenpaar  in  Bezug  auf  jeden  Gomplex 
der  Congruenz. 

Ist  also  A  irgend  eine  Centralaxe  eines  Complexes  der  zweigliedrigen  Gruppe, 
so  theilt  A  den  Abstand  der  Directricen  im  Verhältniss  der  Tangenten  derjenigen 
Winkel,  weiche  A  mit  den  Directricen  macht.  Nennen  wir  x  den  Punkt,  in 
welchem  A  die  Axe  der  Congruenz  schneidet,  \  den  Winkel,  welchen  A  mit  der 
2- Axe  macht,  so  ist  der  Abstand  von  A  zur  ersten  Directrix  J/ — OiCJj  —  ar),  und 
der  Winkel,  den  A  mit  dieser  Directrix  macht,  ist  w  —  -%.  ^°^  ^^®  andere  Direc- 
trix sind  die  absoluten  Werthe  der  entsprechenden  Grössen  (J/ — ViiV^-^x)  und 
w-^fj.    Man  hat  also 

]/—  CJi  OJj  —  X  :  V— C3iC>2-l-x  =  tang(w— x) :  tang(to-i-)^), 
woraus 


J/—  C5i  CDs  :  x  =  ^^%  («''  H-  ^)  -H  t^ög  (w  —  x)  •  taug  (tr -f- x)  —  ^^^^S  C"'  —  x)' 
Setzt  man  hierin  zunächst  x  =  0,  so  wird   auch  y=  0,  d.  h.  die  Axe   mit  dem 
Parameter  tüi  fallt  in  die  Axe  der  z,  und  Vi^  fällt  demgemäss   in  die  Axe  der  y. 

Nun  ist  tangw  nach  (7)=]/ -^    und    wenn    wir    auf  A  irgend    einen 

r       ^ 

Punkt    mit    den    Coordinaten    x,  ^,  2   annehmen ,    so    ist   tang  y=  —•     Man 

tu 

hat  also 


tang(tp^'/)=^    tangtg-htangx    _     }/       r^       z     _  zY-zs^-hyl/w^ 


l-tanga7tangx  .__J__^y_         ^V^^-I/V-^/ 

r      ^  ^ 

zy—uti  —  i/V^ 


tangtr-x  =  —— ,7-=» 
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tang(.r+x)-t.ng(.r-x)  =  -2  '^'^'-'^^ 


Also  ist  schliesslich 

Y—  CJi  COii :  r  =  (i'-f-y*)  I^— TOi  TOj :  — jr«(GJ|  —  GJ»)    oder 
(9)       C^'H-y»)  X  =  -yz  (ra,  -  ro,) 

die  Gleichung  der  Äxenfläche.    Gl.  (9)  ist  aber  die  Gleichung  des  Cylindroids 
aus  §  20$9  nur  dass  x  statt  2  und  —  z  statt  7  steht. 

"  Die  Axenfläche  der  Congruenz  ist  hiernach  das  durch  die  bei- 
den Vectorensysteme  /2i4-'^oi  und  R^^S^a  bestimmte  Oylindroid. 
Die  Directrix  des  Cylindroids  ßllt  in  die  Axe  der  Congruenz.  Gl.  (7)  und  (8) 
zeigen,  wie  die  Directricen  der  Congruenz  im  Cylindroid  liegen:   sie  haben  yotn 

Mittelpunkt  den  Abstand  y^rHiUy^y  wenn  Z3i  und  Oi  die  Hauptparameter  sind, 
und  machen  mit  CJi  entgegengesetzt  gleiche  Winkel,   deren  Tangente  ±1/ ?- 

r     ^ 

ist  Wie  schon  gesagt,  sind  sie  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  OiCSg  negativ 
oder  positiv  ist. 

Die  mechanische  Haupteigenscbaft  des  Cylindroids  ergiebt  sich  nun  ans  dem 
vorstehenden  sehr  einfach.  Sind  X,  y,  Z,  L,  J/,  N  und  S,  H,  Z,  A,  M,  N  zwei 
Vectorensysteme,  welche  die  Complexe  Qi  =  0  und  Qj  =  0  bestimmen,  so  ist 
ihre  heteraptische  Resultante 

Xh-S,     y-hH,    ^-hZ,    Lh-A,    Af-hM,    A'H-N, 

und  diese  bestimmt  den  Complex  Qi+Q3=0.  Der  letztere  gehört  aber  der 
durch  Q|  und  Qj  bestimmten  zweigliedrigen  Gruppe  an  (fi  =  1);  also  ist  seine 
Centralaxe  eine  Erzeugungslinie  des  Cylindroids.  Die  Resultante  von  Ri^Soiund 
i2g 4-^03  föllt  also  in  eine  Erzeugungslinie  des  Cylindroids,  und  zwar  nothwendig 
in  diejenige,  welche  mit  Ri-^R^  parallel  ist. 

216.  Gleichgewieht  von  Yectoren.  Eine  Anzahl  von  Yec- 
toren heisst  „im  Gleichgewicht  befindlich^,  wenn  ihre  Gesammtheit 
äquivalent  Null  ist.  Sind  X,,  X^,  X,  ...  Yj,  Y,  . .  .«u.  s.  w.  die  Coor- 
dinaten  der  einzelnen  Yectoren,  so  ist  die  Bedingung  hierfür  offenbar 

Denn  wenn  diese  6  Gleichungen  erfüllt  sind,  und  nur  dann,  ist/i  =  0 
und  S  =  0.  Sind  sie  in  einem  Coordinatensystem  erfüllt,  so  sind 
sie  in  jedem  erfüllt;  denn  1)  wenn  man  das  Coordinatensystem  ver- 
schiebt, hat  die  heteraptische  Summe  aller  Yectoren  die  neuen  Coor- 
diuaten 

2Xn,      2Yn,      2Zn,       iLn  —  TiSZ^-h^SYn       U.  S.  W., 

und  alle  diese  Summen  sind  mit  Gl.  (1)  offenbar  gleich  Null.  2)  wenn 
man  das  Coordinatensystem  dreht,  so  nehmen  die  neuen  Coordinaten 
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Formen  an,  wie 

u.  s.  w.  und  auch  diese  Grössen  sind  Null  nach  Gl.  (1). 

Gl.  (1)  lässt  sich  hiernach  in  die  Worte  fassen:  n  Vectoren  sind 
im  Gleichgewicht,  wenn  die  Summe  ihrer  Projectionen  auf  jede  von 
drei  beliebigen  Ebenen,  die  sich  nicht  in  einer  Geraden  schneiden, 
verschwindet  und  wenn  gleichzeitig  die  Summe  ihrer  Momente  in 
Bezug  auf  jede  der  drei  Durchschnittslinien  der  drei  Ebenen  ver- 
schwindet. 

Etwas  künstlicher  kann  man  die  Gleicbgewicbtsbedingung  folgendermassen 
fassen.  Ist  «  =  S,  H,  Z,  A,  M,  N  ein  beliebiger  fremder,  d.  b.  der  gegebenen 
Gruppe  nicht  angehöriger  Vector,  so  folgt  aus  (1): 

HLa+Hif3-f-ZiV,H-AA',+M  FaH-Ni^, 

-f-HLjH 

etc. 
oder  auch 

(EH-.Y,)(A-f-/.i)-h(H-f-l',)(M-|-il/0-h(Z-h^,)(N+iN^O 

+(24- W4-/.)-HH4-  n)(M-f-.l/,mZ4-^,XN4-.V,)^  ^  „(SA4-HM+ZN)  =  0. 
-l-(SH-:^,)(A4-i:3+  etc.  '         '^ 


(2) 


=  0 


etc. 

Die  erste  Summe  (H-f-A'0(AH-L,)-|-(H-f-l'i)(M4-if,)-f-(Z4-if,)(N4-iVi)  ist  das 
6 fache  characteristische  Tetraeder  der  Combination  94-^'i>  ^^®  zweite  das  von 
ff^t'i  u.  8.  w.  Die  vorstehende  Gleichung  sagt  also:  „Ist  eine  Anzahl  von  Kräften 
im  Gleichgewicht,  so  ist  die  Summe  der  Tetraeder,  welche  sie  mit  einer  beliebigen 
fremden  Kraft  bilden,  gleich  Null.^    (Mobius.) 

In  Gl.  (2)  ist  die  erste  Zeile  die  Differenz  zwischen  dem  6  fachen  Tetraeder 
der  Combination  (p+vi  einerseits  und  der  Summe  aus  den  Tetraedern  von  «p  und 
Vi,  jedes  für  sich  genommen.  Da  aber  cp  und  vi  als  Einzel  vectoren  des  Tetraeder 
Null  besitzen,  ist  jene  Differenz  gleich  dem  6 fachen  Werth  des  Tetraeders  von 
(p4-t^.    Gl.  (2)  sagt  also  ganz  dasselbe  aus,  wie  die  folgende  Gleichung. 

Umgekehrt  ist  die  Bedingung,  dass  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  n  Vec- 
toren mit  ganz  beliebig  wählbaren  fremden  Vectoren  bilden,  verschwindet,  aus- 
reichend, um  festzustellen,  dass  die  n  Vectoren  im  Gleichgewicht  sind.  Denn  ist 
sie  erfüllt,  so  kann  man  irgend  6  fremde  Vectoren  wählen,  und  mit  diesen  die 
Gleichungen  aufstellen 

S,2Z:„ -f-H,  2  J/« -f-Zi  2A^« -f- AiS  X« -hMi  S  V« -f- N,  Xif»  =  0 

Sallrji-h  etc. 

etc. 

Löst  man  diese  Gleichungen  nach  £X,  S  F  u.  s.  w.  auf,  so  erhält  man  offenbar 
die  Gleichungen  (l). 

Ist  P  irgend  ein  Vector,  der  den  Angriffspunkt  a,  y,  z  hat  und 


630 


Theorie  der  linienflächtigen  Vectoren. 


(3) 


mit  den  Axen  die  Winkel  or,  ß,  y  macht,  so  lassen  seine  Coordinaten 
sich  schreiben 

Pcosa,  Pcosj9,  Pcosy,  P(ycosy — zcosß)^  P(zcosa — xcosy), 

P(xco&ß — ycosd). 

Sind  also  n  Vectoren  P,,  Pj  u.  s.  w.  gegeben,  so  lautet  die  Bedingung 
dafür,  dass  sie  im  Gleichgewicht  sind,  nach  Division  mit  I\ 


cos  er. 


P.  P, 

+  -p-- cos  «3-1- -^  cos  «3  + 


-p-  cosa^ 


cosa.  =  O 


cos/9,  -I-  -p-  COS/^a 


-h 


cosy, 


COSK 


+  ~-  cosjJ,  =  O 
4--jf-cosy„  =  0 


P. 


(y^C08Y^  —  Z^C0Sß^)-\ jy- Q/^ COS y^—Z^  COS/?,  -h  Ctc. 

P. 

(2, cosa, — a^iCOsyy)-{-—~{z^cosa^ — ^aCOS/JJ-l 

P 

(jT,cosj9,  — y,cosa,)H — p-(^^  cosj?,— y,  cosa^)  H 


=  0 


=  0 


=  0. 


Mit  Hülfe    der    6  vorstehenden  Gleichungen   lassen  sich,   da  6  Glei- 

Pn 

chungen  gegeben  sind,  5  von  den  Verhältnissen  -^   eliminiren.     Ist 

w  >  6,  so  bleiben  nach  dieser  Operation  immer  noch  Grössen  P  in 
den  Gleichungen  übrig.     Ist  aber  n  =  6 ,  so  lassen  sich  sämmtliche 

P  P 

5  Verhältnisse  — ^   bis   -~-   vollständig    eliminiren,    und  es    bleibt 

eine  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  a:,  y,  z  und  den  Winkeln 
a,  /?,  y  übrig.  Diese  Gleichung  ist  eine  Bedingung  für  die  Üoppel- 
richtungslinien  der  Vectoren,  denn  die  Lage  dieser  Linien  ist  durch 
«5  ß^  Yj  ^j  2/j  ^  bestimmt.  Nimmt  man  also  5  Richtungslinien  von 
5  Vectoren  beliebig  an,  so  ist  die  Richtungslinie  des  6.  Vectors,  der 
mit  jenen  im  Gleichgewicht  stehen  soll,  an  eine  Bedingung  geknüpft. 
Da  nun  eine  Richtungslinie  4  Coordinaten  hat,  können,  wenn  eine 
Bedingung  für  sie  existirt,  drei  von  ihren  Coordinaten  willkürlich 
gewählt  werden.  D.  h.  die  möglichen  Richtungslinien  des  6.  Vectors, 
der  mit  5  Vectoren  auf  gegebenen  Richtungslinien  im  Gleichgewicht 
sein  soll,  bilden  eine  dreifach  unendliche  Mannigfaltigkeit,  also  einen 
Complex.    Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  geht  also  ein  Kegel  von 


(4) 
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möglichen  Richtungslinien  des  6.  Vectors;  es  lässt  sich  beweisen,  dass 
dieser  Kegel  vom  1.  Grade,  dass  er  ein  ebenes  Büschel  ist.  Es  seien 
nämlich  l  und  A  zwei  Strahlen  des  Kegels,  die  sich  im  Punkte  p 
schneiden;  Pg  sei  ein  Vector,  welcher  längs  l  mit  den  5  eraten  P,, 
P,  etc.  im  Gleichgewicht  steht,  U^  sei  ein  Vector,  der  längs  X  mit 
5  anderen  Vectoren  D^^  11.^  .  > .  U^  die  auf  den  Richtungslinien  der 
5  ersten  Vectoren  liegen,  im  Gleichgewicht  steht.  Sind  dann  c  und 
/  zwei  willkürliche  Coefficienten,  so  ist  auch 

c(P,^P,4-P,4-P,4-P,)  =  -cP.  längs  l 

Y(n,^n,4-n,^n,^n,)  =  -yb,  längs  x 

also 

Der  Vector  cPj+yTI,  liegt  auf  der  Richtungslinie  von  P^,  der 
Vector  cPj+y/7,  auf  der  von  Pj  u.  s.  w.  Die  5  Vectoren  auf  der 
linken  Seite  der  letzten  Gleichung  liegen  auf  den  Richtungslinien  der 
ersten  5  Vectoren  unserer  Gruppe.  Der  Vector  cP^-^yU^  ist  die  Re- 
sultante von  cPg  und  yü^;  er  liegt  also  in  der  Ebene  von  Pg  und 
iJg,  kann  aber  in  dieser  Ebene  jede  beliebige  Richtung  haben,  weil 

das  Verhältniss  —  vollkommen  willkürlich   ist.    GL  (4)  spricht  also 

den  Satz  aus:  Wenn  ein  Vector,  der  5  Vectoren  auf  5  gegebenen 
Richtungslinien  das  Gleichgewicht  hält,  zwei  verschiedene  Richtungs- 
linien l  und  X  haben  kann,  welche  sich  in  p  schneiden,  so  kann  jede 
beliebige  Gerade,  die  in  der  Ebene  von  l  und  X  durch  p  geht,  die 
Richtungslinie  eines  Vectors  sein,  der  irgend  einem  System  vo^  Vec- 
toren auf  den  ersten  5  Richtungslinien  das  Gleichgewicht  hält.  Giebt 
es  also  irgend  zwei  mögliche  Richtungslinien  von  Pg,  die  durch  p 
gehen,  so  ist  das  ganze  Büschel  möglich,  welches  in  ihrer  Ebene  durch 
p  geht;  dann  ist  aber  auch  ausserhalb  dieses  Büschels  keine  andere 
Richtungslinie  für  den  6.  Vector  denkbar,  denn  sonst  würde  mehr 
als  ein  Büschel,  d.  h.  mehr  als  ein  Kegel  durch  p  gehen.  Also  ist 
der  Complex  der  möglichen  Richtungslinien  des  6.  Vectors  ein  solcher, 
in  dem  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  ein  ebenes  Büschel  geht,  d.  h. 
er  ist  ein  Complex  ersten  Grades. 

Dieser  Complex  hat  irgend  eine  Gleichung 

Dieselbe  muss  erfüllt  sein,  wenn  man  für  ]C,  Q,  j,  l  etc.  die  Coordinaten 
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des  sechsten  Vectors  setzt.     Also  muss 

sein.    Da  nun  Xj  +  Xj-H-Xj  +  X^+Xj+Xe  =  0  u.  s.  w.  folgt  hier- 
aus, dass 

^(x,+x,+x,4-x,+xj+52;r+c2;z+2>^L 

1  1 

XXX 

Diese  Gleichung  muss  gelten,  wenn  die  Verhältnisse  -^r-,  -^,  ^sr-, 

^1       ^1      ^1 

Y 

-yV  u.  s.  w.  ganz  beliebig  angenommen  werden;   sie  kann   also  nur 

bestehen,  wenn  die  5  Einzelgleichungen 

AX,+BY,+CZ,+DL,-hEM,-hFN,  =0 

u.  s.  w.  bis  zur  Marke  5 

erfüllt  sind.     D.  h.  die  5  ersten  Vectoren  gehören  demselben  Complex 
an,  auf  welchem  der  6.  Vector  liegt.    Man  hat  also  schliesslich  den  Satz: 

Wenn  für  6  Vectoren  Gleichgewicht  möglich  sein  soll, 
müssen  ihre  Richtungslinien  ein  und  demselben  Complex 
ersten  Grades  angehören. 

Ist  n  =  5,  so  bleiben  bei  der  Elimination  von  (3)  zwei  Bedin- 
gungsgleichungen übrig;  jede  derselben  repräsentirt  einen  Complex, 
beide  zusammen  eine  Congruenz.     Also 

Wenn  5  Vectoren  im  Gleichgewicht  sein  sollen,  müssen 
ihre  Richtungslinien  einer  Congruenz  ersten  Grades  an- 
gehören. 

Ist  n  =  4,  so  erhält  man  drei  Bedingungsgleichungen;  also  ge- 
hören die  Richtungslinien  der  4  Vectoren  drei  Complexen  ersten  Grades 
an.  Drei  Complexe  ersten  Grades  schneiden  sich  in  einem  Hyper- 
boloid. Da  dieser  Satz  oben  nicht  bewiesen  wurde,  zeigen  wir  direct, 
dass  die  4  Richtungslinien  auf  einem  Hyperboloid  liegen  müssen.  Ist 
X  eine  Gerade,  welche  P,,  P,  und  P,  schneidet,  und  nimmt  man  auf 
dieser  Geraden  einen  Vector  /7  an,  so  ist  die  Summe  der  Tetraeder, 
welche  11  mit  P,,  Pj,  P^  bildet,  Null,  weil  eben  77  die  drei  Vectoren 
P,,  P,,  P,  schneidet.  Da  P,,  Pj,  P^  mit  P^  im  Gleichgewicht  sein 
sollen,  ist  auch  die  Summe  der  Tetraeder,  welche  11  mit  P,,  P„  P, 
und  P^  bildet,  gleich  Null,  also  muss  das  Tetraeder  (il,  P^)  für  sich 
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gleich  Null  sein,  d.  h.  X  schneidet  auch  P^,  Alle  Geraden,  A,  welche 
P,,  P,,  I\  schneiden,  gehören  aber  einem  Hyperboloid  an,  und  da  P^ 
sie  alle  schneiden  muss,  liegt  P^  auf  demselben  Hyperboloid.  Die  vier 
Victoren  P,,  P,,  Pj,  P^  sind  Linien  erster,  die  Linien  X  sind  Linien 
zweiter  Erzeugung  des  Hyperboloids.^  Also: 

Die  Richtungslinien  von  4  Vectoren,  zwischen  denen 
Gleichgewicht  bestehen  soll,  sind  Linien  derselben  Erzeu- 
gung eines  Hyperboloids. 

Sollen  drei  Vectoren  im  Gleichgewicht  sein,  so  müssen 
ihre  Richtungslinien  einem  ebenen  Büschel  angehören. 
Denn  die  Resultante  von  zweien  gehört  dem  Büschel  der  beiden  ersten 
an,  und  muss  identisch  mit  dem  negativ  genommenen  dritten  sein. 

Sollen  endlich  zwei  Vectoren  im  Gleichgewicht  sein,  so 
müssen  ihre  Doppelrichtungen  zusammenfallen.  (Nebenbei 
folgt:  4  Complexe  ersten  Grades  schneiden  sich  in  einem  ebenen 
Büschel,  5  in  einer  Geraden.) 

Für  7  und  mehr  Vectoren,  die  im  Gleichgewicht  sein  sollen,  sind 
die  Richtungslinien  beliebig  wählbar. 

Sind  n  Vectoren  im  Gleichgewicht,  so  sind  n — 1  von  ihnen 
äquivalent  dem  negativ  genommenen  n**".  Der  negativ  genommene 
w**,  also  auch  der  w^  Vector  selbst,  lässt  sich  dann  in  n — 1  Vectoren 
auf  den  n  —  1  Richtungslinien  zerlegen,  welche  der  Gleichgewichtsbe- 
dingung  zwischen  allen  w  Vectoren  genügen.     Also  haben  wir: 

Soll  ein  Vector  in  heteraptische  Componenten  zerlegt  werden,  so 
kann  man  die  Richtungslinien  dieser  Componenten  beliebig  vorschrei- 
ben, wenn  ihrer  6  oder  mehr  sind.  (Denn  es  müssen  dann  7  oder 
mehr  Vectoren  im  Gleichgewicht  stehen,  und  in  diesem  Fall  giebt  es 
keine  Bedingung  für  die  Richtungslinien.)  Sind  ihrer  aber  5,  so 
müssen  ihre  Richtungslinien  mit  dem  gegebenen  Vector  auf  demselben 
Complex  liegen;  sind  ihrer  4,  so  müssen  ihre  Richtungslinien  mit  dem 
gegebenen  Vector  auf  dereelben  Congruenz  liegen;  sind  ihrer  drei,  so 
müssen  sie  mit  dem  gegebenen  Vector  zu  derselben  Schaar  von  Er- 
zeugungslinien eines  Hyperboloids  gehören,  und  sind  ihrer  zwei,  so 
müssen  sie  mit  ihm  zu  demselben  ebenen  Büschel  gehören. 

3.     Windung  und  Dyname;    ihre  gegenseitige  geometrische 

Beziehung. 

217.  Windung;  Dyname.  Die  allgemeine  unendlich  kleine  Be- 
wegung eines  starren  Körpers    nennen   wir  eine  Windung;    irgend 
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eine  Gruppe  von  Kräften,  die  an  einem  starren  Körper  thätig  ist, 
heisse  eine  Dyname.  Die  Elemente,  aas  denen  eine  Windung  sich 
zusammensetzt,  sind  (unendlich  kleine)  Drehung  und  Drehungspaar: 
diejenigen,  aus  denen  eine  Dyname  besteht,  sind  Kraft  und  Kräfte- 
paar. Da  Drehungen  und  Kräfte  linienflüchtige  Vectoren  sind,  sind 
die  Gesetze  der  Zusammensetzung  und  Bestimmung  für  Windungen 
wie  für  Dynamen  im  vorigen  Abschnitt  festgestellt.  Wir  stellen  die 
Grundbeziehungen  kurz  recapitulirend  einander  gegenüber,  und  lassen 
dabei  das  Adjectiv  „unendlich  kleine**  vor  dem  Wort  „Drehung**  als 
selbstverständlich  fort. 


Eine  Drehung  wird  dargestellt 
durch  einen  linienflüchtigen  Vec- 
tor  von  bestimmter  Angrifislinie, 
Richtung  und  Länge. 

[Der  Vector  ist  gleich  dem  Betrage 
der  Drehung,  abgeschnitten  auf  ihrer 
Axe  in  solchem  Sinn,  dass  die  Drehung 
von  der  Axe  aus  angesehen  (Fasse  im 
Anfangs-,  Kopf  im  Endpunkt)  links- 
drehend ist.j 

Sie  hat  5  Coordinaten  X,  F,  Z, 

L,  iV;  X,  F,  Z  sind  Projectionen, 

/>,  M  Momente. 

Zwei     an     absoluter    Grösse 

gleicheDrehungen  um  antiparallele 

Axen    bilden    ein    Drehungspaar; 

dasselbe    ist    characterisirt   durch 

sein  Moment    und  ist   ein  völlig 

freier  Vector. 

(Das  Drehungspaar  ist  eine  Verschie- 
bung, sein  Moment  der  Betrag  der 
letzteren.) 

Das  Ergebniss  der  Zusammen- 
setzung beliebig  vieler  Drehungen 
ist  eine  Windung,  die  sich  in  be- 
sonderen Fällen  auf  eine  Einzel- 
drehung oder  ein  Drehungspaar 
reduciren  kann. 

Eine  Windung  lässt  sich  in  zwei 
Uaupttypen    darstellen,     nämlich 


Eine  Kraft  wird  dargestellt  durch 
einen  linienflüchtigen  Vector  von 
bestimmter  Angriffslinie,  Richtung 
und  Länge. 


Sie  hat  5  Coordinaten  S^  H,  Z, 
A^  M\  Ä,  //,  Z  sind  Projectionen, 
A^  M  Momente. 

Zwei  antiparallele  Kräfte  von 
gleicher  absoluter  Grösse  bilden 
ein  Kräftepaar;  dasselbe  ist  cha- 
racterisirt durch  sein  Moment  und 
ist  ein  völlig  freier  Vector. 


Das  Ergebniss  der  Zusammen- 
setzung beliebig  vieler  Kräfte  ist 
eine  Dyname,  die  sich  in  beson- 
deren Fällen  auf  eine  Einzelkraft 
oder  ein  Kräftepaar  reduciren 
kann. 

Eine  Dyname  lässt  sich  in  zwei 
Uaupttypen    darstellen ,     nämlich 
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1)  Drehung    nebst  Drehungspaar, 

2)  zwei  Drehungen  um  sich  kreu- 
zende Axen.  Den  letzteren  Typus 
wollen  wir  ein  Drehungskreuz 
nennen,  den  ersten  eine  Schrau- 
bung. 

Jede  Windung  besitzt  eine  Cen- 
tralaxe;  auf  dieser  wird  sie  dar- 
gestellt durch  1)  eine  Drehung  R 
um  die  Centralaxe,  2)  eine  Ver- 
schiebung Sq  längs  derselben.  Die 
Windung  ist  also  eine  Schrauben- 
bewegung um  die  und  längs  der 
Centralaxe.  Daher  die  Benennung 
des  ersten  Typus. 

Sie  kann  aber  auch  dargestellt 
werden  als  Drehung  um  eine  Axe 
Rj  und  Verschiebung  längs  einer 
Richtung  S,,  welche  beide  (R^  und 
SJ  durch  den  beliebigen  Punkt  ;^ 
gehen.  Wie  auch  p  liegen  möge, 
stets  ist  R^^R;  die  S,  dagegen 
sind  von  einem  p  zum  andern 
verschieden ;  sie  bilden  einen  Con- 
curs. 

Wird  die  Windung  dargestellt 
durch  Drehungskreuze,  so  bilden 
diese  ein  Comitium. 

In  dem  Falle,  wo  S^  =  0,  de- 
generirt  die  Windung  zur  blossen 
Drehung  um  die  Centralaxe;  ist 
ü  =  0,  so  degenerirt  sie  zur  blossen 
Verschiebung. 

Wie  man  sich  auch  die  Win- 
dung geometrisch  vorstellen  möge, 
ob  als  Schraubung  oder  als  Kraft- 
kreuz, sie  hat  stets  6  Coordinaten 
X,  Y,  Z,  L,  My  N.    Die  drei  eraten 


1)  Kraft  nebst  Kräftepaar,  2)  zwei 
Kräfte,  deren  Angriffslinien  sich 
kreuzen.  Den  letzteren  Typus 
nennen  wir  ein  Kraftkreuz,  den 
ersteren  einen  Winder  (nach 
Fiedler,  Ball  sagt  wrench). 

Jede  Dyname  besitzt  eine  Cen- 
tralaxe; auf  dieser  wird  sie  darge- 
stellt durch  eine  resultirende  Kraft 
Q  und  ein  Kräftepaar  (Tq  ,  q  und  c^ 
fallen  beide  in  die  Centralaxe. 


Sie  kann  aber  auch  dargestellt 
werden  als  Kraft  ^,  nebst  Kräfte- 
paar er, ,  welche  beide  durch  einen 
beliebigen  Punkt  p  gehen.  In  allen 
Fällen  ist  Q^^Q]  dagegen  variirt 
(T,  von  einem  p  zum  andern, 
säramtliche  c,  bilden  einen  Con- 
curs. 


Wird  die  Dyname  durch  Kraft- 
kreuze dargestellt,  so  bilden  diese 
ein  Comitium. 

Im  dem  Falle,  wo  (f^  =  0,  de- 
generirt  die  Dyname  zur  Einzel- 
kraft; ist  ^  =  0,  so  degenerirt  sie 
zum  Kräftepaar. 

Einerlei  ob  als  Winder  oder  als 
Kraftkreuz  gedacht,  die  Dyname 
hat  stets  6  Coordinaten,  fi*,  /f,  Z, 
-^,  M,  N.  Die  drei  ersten  sind 
die  Axenprojectionen  von  ^,  die 
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sind  die  Axenprojectionen  von  iZ,,  drei  letzten  die  vom  «r,  des  Coor- 

die  drei   letzten   die  vom  /S,  des  dinatenanfangs. 
Coordinatenanfangs. 

Setzt  sich  die  Windung  aus  Ein-  Setzt  sich  die  Dyname  aus  Ein- 
zeldrehungen zusammen,  welche  zelkräften  zusammen,  deren  Coor- 
dieCoordinatenX»,  F»,  Z«,  Ln,Mn  dinaten   ä,  H«,  2«,  -^ä,  Mn  und 

und    Nn  = Ir-aXnLn-^YnMn)       Nn  =  —  ^T  (S.  ^n+ Hn  M^)  siud, 

besitzen ,     so     ist     X  =  ^X«,  so  ist  S=  ^Ä,  H  =  2Hn  u.  s.  w, 
Y=lYn  u.  s.  w. 

Eine  Windung  ist  Ruhe,  wenn  Eine  Dyname  ist  Null,  wenn  ihre 
ihre  6  Coordinaten  sämmtlich  und  6  Coordinaten  sämmtlich  und  ein- 
einzeln verschwinden.  zeln  verechwinden. 

Jeder  Satz  des  vorigen  Abschnitts  lässt  sich  in  ähnlicher  Weise 
auf  Windungen  und  Dynamen  anwenden. 

218.  Die  Arbeit  einer  gegebenen  Dyname  bei  einer  ge- 
gebenen Windnng.  Die  geometrischen  Sätze,  welche  wir  bisher  auf- 
gestellt haben,  gelten  für  Gleichartiges:  Entweder  man  setzt  voraus, 
die  untersuchten  linienflüchtigen  Vectoren  seien  Drehungen,  dann 
liefern  unsere  Sätze  Beziehungen  zwischen  Drehung,  Drehungspaar  und 
Windung  resp.  zwischen  mehreren  Windungen;  oder  man  setzt  voraus, 
die  untersuchten  Vectoren  seien  Kräfte,  dann  erhält  man  Beziehungen 
zwischen  Kraft,  Kräftepaar  und  Dyname  resp.  zwischen  mehreren 
Dynamen.  Dagegen  erhält  man  aus  ihnen  allein  noch  keine  Bezie- 
hung zwischen  Windung  und  Dyname.  Um  nun  die  geometrischen 
Grundlagen  der  Mechanik  starrer  Körper  vollständig  zu  machen,  muss 
noch  eine  geometrische  Beziehung  dieser  Art  gesucht  werden,  welche 
die  links  stehenden  Grössen  des  vorigen  Paragraphen  mit  den  rechts 
stehenden  verknüpft.    Diese  wird  vermittelt  durch  den  Begriff  Arbeit. 

Der  Körper  G  sei  in  einer  Windung  begriffen,  und  zugleich  sei 
an  ihm  eine  Dyname  thätig;  welche  Arbeit  leistet  die  Dyname,  wäh- 
rend sich  die  (unendlich  kleine)  Windung  vollzieht? 

Es  ist  zweckmässig,  sich  vorher  über  den  Begriff  „Arbeit  eines  Kräftepaares* 
klar  zu  werden.  Unter  Arbeit  eines  Kräftepaares  verstehen  wir  die  algebraische 
Summe  der  Arbeiten  seiner  heterap tischen  Coroponenten. 

a)  Verschiebt  sich  der  Körper  O,  an  dem  ein  Kräftepaar  P4-( — ^  angreift, 
so  legen  die  Angriffspunkte  beider  Kräfte  den  gleichen  Weg  s  zurück.  Ist  «i 
der  Winkel,  den  s  mit  P  macht,  so  macht  s  mit  — P  den  Winkel  it-|-a.  Die 
Arbeit  von  P  ist  P«cosa,  die  von  — P  ist  P«co8(a-|-7t)  oder  — P«cosa;   also 
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die  Arbeit  eines  Kräftepaares   bei  einer  beliebigen  Verschiebung 
ist  Null. 

b)  G  mache  eine  unendlich  kleine  Drehung  d%  um  eine  Axe,  welche  dem 
Moment  des  Kräftepaares  parallel  ist,  also  auf  der  Ebene  der  Paarkräfte  senk- 
recht steht.  Ist  m  das  Moment  des  Paares,  so  reducire  man  es  auf  den  Arm  l 
und  die  Kraft  m  und  lege  den  AngrilTspunkt  von  P  in  die  Axe  der  Drehung. 
Dann  beschreibt  der  Angriffspunkt  der  zweiten  Kraft,  die  in-  diesem  Falle  gleich 
m  ist,  den  Weg  \,d%,  und  dieser  föllt  in  die  Richtung  von  t».  Also  ist  die 
Arbeit  des  Paares  md%^  wenn  die  Drehungsaxe  parallel  m  ist. 

c)  G  mache  die  Drehung  cfd  um  eine  Axe  /,  welche  senkrecht  auf  dem  Mo- 
ment des  Paares  steht,  also  der  Ebene  der  Paarkräfte  parallel  ist.  Man  lege  das 
Paar  so,  dass  sein  Arm  parallel  /  ist;  dann  sieht  man  sofort,  dass  die  Angriffs- 
punkte beider  Kräfte  gleiche  Wege  beschreiben,  dass  also  die  Arbeit  der  Kraft 
—  P  entgegengesetzt  gleich  der  Arbeit  von  P  ist.  Die  Gesammtarbeit  des 
Paares  ist  also  Null,  wenn  die  Drehungsaxe  parallel  der  Paar- 
ebene ist. 

Wir  wollen  nun  zunächst  annehmen,  die  Windung  sei  in  Form 
einer  Schraubung,  die  Dyname  in  Form  eines  Winders  gegeben,  beide 
auf  ihre  Centralaxen  reducirt.  Die  Windung  sei  (fi,  S),  die  Dyname 
(^,  o);  die  Marke  0  an  iS  und  a  werde  fortgelassen.  Es  sei  d  der 
kürzeste  Abstand' beider  Centralaxen  und  a  der  Winkel,  den  sie  mit- 
einander machen.  Wir  wählen  die  Centralaxe  der  Windung  zur  Axe 
der  z  und  den  kürzesten  Abstand  ä  zur  Axe  der  x  in  einem  recht- 
winkligen Coordinatensystem.  Reducirt  man  die  Dyname  auf  den  An- 
fangspunkt des  Systems,  so  erhält  man  für  ihre  6  Coordinaten 

JS*  =  0,     H  =  ^sin  a,     Z  =  ^cosa, 
-^  =  0,     M  =  csina+^dcosa,     iV  =  acosa — ^dsincc. 

Dabei  besteht  die  Windung  aus  einer  Verschiebung  L  =  M=  0,  ^=  S, 
und  einer  Drehung  um  die  Axe  der  z^  für  welche  Y=X  =  0,  Z==  R 
und  R  =  d^.  Bei  der  Verschiebung  leistet  S,  H,  Z  die  Arbeit  ^cosa.S, 
und  ^,  3f,  JV  die  Arbeit  Null.  Bei  der  Drehung  leisten  S^  H^  Z  die 
Arbeit  Null,  und  da  die  Drehung  um  die  Axe  der  z  erfolgt,  leisten 
auch  M  und  ^  die  Arbeit  Null.  JV  aber  leistet  die  Arbeit  NR 
oder  (ccosa  — ^<Jsina)d^.    Man  erhält  also  für  die  Gesammtarbeit  A 

A  =  QCOsaS-+-(<^cosa — qS  sin  a^dd-. 

Setzt  man  noch  die  Parameter  -p-  oder  -rr;-  und  —  gleich  p  und  n^ 
so  lässt  sich  der  Ausdruck  schreiben 

(1)        A  =  Qdd^[(p-{-7i)cosa — Jsina]. 
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Ball  nennt  den  Factor  (jp+7t)cosa — dsina  den  virtuellen 
Coefficienten  der  Dyname  auf  die  Windung. 

Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Beantwortung  der  obigen  Frage, 
wenn  man  sich  Windung  und  Dyname  durch  ihre  Coordinaten  in 
einem  beliebigen  rechtwinkligen  System  gegeben  denkt..  Es  sei 
X,  7,  Z,  L,  3/,  A'  die  Windung  und  S,  H,  Z,  ^,  ilf,  N  die  Dyname, 
Dann  sind  L,  M,  N  die  drei  Componenten  der  in  der  Windung  ent- 
haltenen Verschiebung;  bei  ihnen  leisten  die  Kräftepaare  -^,  üf,  N  die 
Arbeit  Null,  und  S,  i/,  Z  leisten  die  Arbeit 

SL+HM-i-ZN, 

X,  y,  Z  sind  die  Componenten  der  in  der  Windung  enthaltenen 
Drehung.  Bei  dieser  leisten  3^  JFf,  Z,  da  sie  im  Coordinatenanfant;. 
also  auf  der  Drehungsaxe  angreifen,  die  Arbeit  Null.  Bei  der  Drehung 
X  leisten  nach  den  obigen  Sätzen  M  und  N  die  Arbeit  Null,  A  aber 
leistet  aX  (denn  X  ist  der  Drehungswinkel  um  die  Axe  der  x,  A  das 
Moment  des  Kräftepaars,  dessen  Paarebene  senkrecht  zur  Axe  der  j- 
steht);  ebenso  wird  bei  der  Drehung  Y  die  Arbeit  Jü Y,  bei  der 
Drehung  Zi  die  Arbeit  NZ  geleistet.     Die  Gesammtarbeit  ist  also 

(2)        A  =  SL'i-HM-i-ZN'+-AX-^-MY-^NZ. 

Damit  erhält  der  Ausdruck  SL-hHM  u.  s.  w.  seine  dritte,  die  wich- 
tigste geometrische  Bedeutung:  er  repräsentirt  die  Arbeit,  welche  die 
Dyname  S,  H,  Z,  A^  M,  N  bei  der  unendlich  kleinen  Windung 
X,  y,  Z,  L,  3/,  N  thut.  Und  darauf  beruht  in  letzter  Linie  seine 
Bedeutung  für  die  Mechanik,  so  wie  auch  die  Bedeutung  der  durch 
ihn  dargestellten  Tetraedersumme. 

Die  Ausdrücke  (1)  und  (2)  sind  symmetrisch  in  Bezug  auf  Win- 
dung und  Dyname;  ihre  Form  giebt  also  sofort  den  Satz:  Die  Arbeit 
einer  Dyname  bei  einer  Windung  bleibt  unverändert,  wenn  man  die 
(Centralaxen  und)  die  Coordinaten  beider  mit  einander  vertauscht. 

Gl.  (2)  liefert  unmittelbar  den  Satz:  Lässt  eine  Windung 
X,  y,  Z,  L,  3/,  N  sich  in  zwei  Componenten  X^,  y,  . . ,  N^  und 
X^...N^  zerlegen,  so  ist  die  Arbeit,  welche  irgend  eine 
Dyname  S,  H  . . .  N  an  der  resultirenden  Windung  thut, 
gleich  der  algebraischen  Summe  ihrer  Arbeiten  an  den  Com- 
ponenten. 

Und  umgekehrt:  Lässt  eine  Dyname  sich  in  zwei  Com- 
ponenten   zerlegen,    so    ist  ihre  Arbeit    auf   eine    beliebige 


Virtueller  Coefficient;  Reciprocalität.  639 

Windung  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Arbeiten 
ihrer  Componenten. 

Denn  ist  X  =  Xj-j-Xg,  so  ist  auch  XL  =  (XJj+XJJ)  u.  s.  w. 
Die  Sätze  gelten  offenbar  ohne  Weiteres  auch  dann,  wenn  Windung 
oder  Dyname  in  mehr  als  zwei  Componenten  zerlegt,  bzw.  aus  ihnen 
zusammengesetzt  werden. 

219.  Keciprocalltät.  Eine  Windung  und  eine  Dyname  helssen 
reciprocal,  (oder  ihre  Axen  heissen  reciprocal)  wenn  die  Arbeit  der 
Dyname  in  Bezug  auf  die  Windung  Null  ist.  Die  Bedingung  hierfür 
lautet  in  Ball'scher  Form 

I(p+7r)cosa  —  <Jsina  =  0    oder 

in  Plücker'schen  Coordinaten 

(2)        Xa-^  YM-hZN+LS-^MH+NZ  =  0. 

Der  Bairschen  GleichuDg  sieht  man  sofort  an,  dass  es  bei  der  Reciprocalität 
nicht  auf  die  absoluten  Grossen  von  8,  R,  p,  a,  sondern  bloss  auf  die  Verhältnisse 

-^,  —  ankommt;  Gl.  (2)  zeigt  dasselbe,  wenn  man  sie  durch  Rp  dividirt. 
Ji      p 

Die  weitere  Untersuchung  bezieht  sich  also  nicht  auf  die  absoluten  Grossen 
von  Windung  und  Dyname,  sondern  nur  auf  ihre  Parameter.  An  der  Spitze  steht 
der  Satz:  Ist  eine  Dyname  von  der  Axenrichtung  A  und  dem  Parameter  ic  reci- 
procal zu  einer  Windung  von  der  Axenrichtung  B  und  dem  Parameter/;,  so  ist 
auch  eine  Dyname  von  der  Axenrichtung  B  und  (lern  Parameter  p  reciprocal  zu 
einer  Windung  von  der  Axenrichtung  A  und  dem  Parameter  tt.  Derselbe  folgt 
unmittelbar  aus  der  Symmetrie  von  Gl.  (2)  und  aus  dem  symmetrischen  Vor- 
kommen von  p  und  iz  in  Gl.  (1). 

Es  bietet  sich  nun  naturgemäss  die  Frage  dar:  Wie  viele  und  welche  Dy- 
namen  sind  reciprocal  zu  einer,  zu  zwei,  zu  drei  etc.  gegebenen  Windungen?  Ist 
eine  Windung  gegeben,  so  sind  in  Gl.  (2)  die  Grossen  -X',   }',  Z,  L,  M,  N  be- 

>kannt;  die  unbekannten  sind  — ,  - — ,  — ,  — ,  -  ,  — ,   zwischen   denen   die 

P       P       P       P  P       P 

(3  \'     A  H  \'     /Z  \* 

~~/  "^  \ — /  ~*~  V — /   ^^  ^  besteht.  Es   sind  also  5  Unbekannte  zu 

bestimmen.  Hieraus  folgt,  dass  5  Gleichungen  von  der  Form  (1)  oder  (2)  sämmt- 
liche  Unbekannten  berechnen  lassen;  zu  5  gegebenen  Windungen  ist  also  nur 
eine  endliche,  vollkommen  bestimmte  Anzahl  von  Dynamen  reciprocal  (ob  eine 
oder  mehrere,  das  hängt  davon  ab,  ob  die  Bestimmung  ein-  oder  mehrdeutig  ist, 
und  wird  sich  später  ergeben).  Zu  4  gegebenen  Windungen  ist  eine  einfach  un- 
endliche Mannigfaltigkeit,  zu  dreien  eine  zweifach,  zu  zweien  eine  dreifach,  zu 
einer  eine  vierfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Dynamen  reciprocal. 

1)  Eine  vierfache  Unendlichkeit  metrisch  bestimmter  Grössen  haben  wir  früher 
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ein  Gomitium  genannt.  Das  Comitium  der  zu  einer  gegebenen  Windung  reci- 
procalen  Dynamen  ist  mit  61.  (1)  leicht  zu  bestimmen.  Betrachtet  man  die  Con- 
gruenz,  deren  Anheftungspunkte  auf  der  Axe  der  x  liegen,  so  geht  durch  den 
Punkt  X  =  X  ein  ebener  Büschel  von  Axen,  und  p  =  xtanga  —  r  ist  die  Polar- 
gleichung der  Limitante;  diese  Limitante  geht  durch  die  Axe  der  x  und  die 
Gerade  z  =  — tc  u.  s.  w.  Setzt  man  p  =  const.,  so  erhält  man  die  Mannigfaltig- 
keit aller  dem  Comitium  angehorigen  Axen  von  gleichem  Parameter;  diese  ge- 

const 
nügen  nach  (1)  der  Gleichung  tanga  =  — »~~~>  ^'  ^'  sie  bilden  einen  Complex 

ersten  Grades,  dessen  Gentralaxe  identisch  mit  der  Axe  der  gegebenen  Windung 
ist  und  den  Parameter  ja-hir  hat. 

2)  Ist  eine  Dyname  vom  Parameter«  recipocal  zu  zwei  Windun- 
gen der  Parameter  pi  und  p^,  so  ist  sie  reciprocal  zu  allen  Erzea- 
gungslinien  des  durch  pi  und  ^2  bestimmten  Cylindroids,  wobei  jede 
Erzeugungslinie  mit  dem  ihr  zukommenden  Parameter  pn  behaftet  ist  Denn  ist 
Pi  eine  dritte  Erzeugungslinie  des  Cylindroids,  so  lässt  sich  eine  Windung  um 
;>3  zerlegen  in  zwei  Windungen  um  pi  und  p^,  und  da  ti  an  diesen  beiden  die 
Arbeit  Null  leistet,  leistet  es  auch  die 'Arbeit  Null  an  p^. 

Die  Axe  ir  schneidet  das  Cylindroid,  da  es  eine  Fläche  dritten  Grades  ist, 
in  drei  Punkten,  schneidet  alsp  drei  Erzeugungslinien  desselben.  Für  diese  ist 
B  ==  0,  also  kann  Gl.  (1)  nur  bestehen,  wenn  entweder  p-hic  ^  0  oder  a  ein  rech- 
ter Winkel  ist.  Es  sind  immer  zwei  Axen  des  Cylindroids  mit  gleichem  Para- 
meter behaftet,  aber  nie  zwei  parallel,  also  ist  die  Bedingung  jj-hit  =  0  zweimal, 
die  Bedingung  a  =  90°  einmal  erfüllt.  Eine  Axe  r.,  welche  eine  Erzeugungslinie 
des  Cylindroids  rechtwinklig  schneidet,  schneidet  also  ausserdem  noch  zwei 
gleiche  Erzeugungslinien  desselben. 

3)  Aus  (2)  folgt:  Zu  fünf  gegebenen  Windungen  ist  nur  eine,  ein- 
deutig und  vollständig  bestimmte  Axe  reciprocal.  Denn  wäre  die  Be- 
stimmung mehrdeutig,  wären  etwa  zwei  Dynamen  tcj  und  7:2  reciprocal  zu  den 
fünf  Windungen,  so  wäre  das  ganze  durch  tT]  und  tcj  bestimmte  Cylindroid  re- 
ciprocal zu  ihnen ;  den  fünf  Windungen  wäre  also  eine  unendliche  Mannigfaltig- 
keit von  Axen  reciprocal,  was  nicht  angeht. 

4)  Die  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Axen,  welche 
zu  vier  gegebenen  Windungen  PiP^pzP^  reciprocal  ist,  bildet  ein 
metrisches  Cylindroid.  Denn  zwei  Glieder  der  Mannigfaltigkeit  bestimmen 
ein  Cylindroid,  dessen  sämmtliche  Axen  bestimmte  Parameter  haben  und  nach 
(2)  zu  PiP^PzPa  reciprocal  sind.  Gäbe  es  nun  ausserhalb  dieses  Cylindroids  noch 
eine  weitere  Axe  izn ,  die  zu  den  vier  Windungen  reciprocal  wäre,  so  würde  sie 
mit  jeder  Erzeugungslinie  des  Cylindroids  ein  neues  Cylindroid  bestimmen,  wel- 
ches die  gleiche  Eigenschaft  hätte;  man  erhielte  also  eine  unendliche  Mannig- 
faltigkeit von  Cylindroiden,  d.  h.  eine  zweifach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von 
Axen,  die  zu  Pip^psPi  reciprocal  wäre,  und  das  geht  nicht  an,  da  die  Mannig- 
faltigkeit nach  dem  Obigen  nur  einfach  unendlich  sein  kann. 

Das  zu  pi,  P2j  Pzi  Pi  reciprocale  Cylindroid  kann  wie  folgt,  constniirt  werden. 
Man  denke  sich,  die  4  Parameter  seien  der  Grösse  nach  geordnet,  so  dass 
Fl  >P8>;'3>P4  ist  Dann  bilde  man  die  Cylindroide  (pup^)  und  (jb»,  P4).  Ist 
nun  /  irgend  eine  Länge  zwischen  joa  und  ^3,  so  finden  sich  auf  jedem  der  beiden 
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Cylindroide  je  zwei  Parameter,  die  gleich  /  sind.  Die  Erzeugungslinien,  welche 
diese  4  gleichen  Parameter  haben,  schneide  man  durch  zwei  Transversalen  %  und 
9  und  gebe  jeder  von  diesen  Transversalen  den  Parameter  —l.  Dann  sind  8 
und  9  reciprocal  zu  den  4  Axen  l,  weil  die  Gleichung  (—-/+0<^osa+0.sina  =  O 
identisch  erfällt  ist,  also  sind  sie  reciprocal  zu  beiden  Gylindroiden,  also  zu 
PiiptiPi^PA'  D&s  gesuchte  Gylindroid  ist  also  dasjenige,  welches  durch  die  Axen 
%,  9  mit  den  Parametern  — /  bestimmt  wird. 

4}  Sind  drei  Axen  mit  den  Parametern  Pi,  psiPs  gegeben,  so  bildet 
die  zu  ihnen  reciprocale  zweifach  unendliche  Mannigfaltigkeit  eine  Schaar  von 
Cylindroiden.  Denn  man  kann  eine  vierte  Axe  p^  willkürlich  zu  ihnen  hinzu- 
nehmen und  jede  so  zugefügte  Axe  liefert  ein  reciprocales  Gylindroid.  Da  die 
Mannigfaltigkeit  der  zu  p^  p^,  p^  reciprocalen  Axen  eine  zweifach  unendliche, 
das  einzelne  Gylindroid  aber  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  ist,  kann 
die  Mannigfaltigkeit  der  Gylindroide  nur  eine  ein&ch  unendliche  Schaar  sein. 

Wählt  man  unter  den  Erganzungslinien  dieser  sämmtlichen  Gylindroide  die- 
jenigen aus,  welche  einen  bestimmten  Parameter  ti  haben,  so  bilden  diese  die 
eine  Schaar  der  Erzeugungslinien  eines  Hyperboloids.  Denn  da  alle  Axen  vom 
Parameter  iii,  welche  zu  pi  reciprocal  sind,  nach  No.  1  einen  Gomplex  ersten 
Grades  bilden,  ebenso  die,  welche  zu  pj,  und  die  welche  zu  p^  reciprocal  sind, 
so  bilden  die  Axen,  welche  gleichzeitig  zu  Pi,  Ps,  pi  reciprocal  sind,  den  Durch- 
schnitt dreier  Gomplexe  ersten  Grades;  der  ist  aber  ein  Hyperboloid. 

In  dem  besonderen  Falle ,  wo  pi  =  ps  =  ps  =  X;  ist,  sind  die  Reciprocalen 
vom  Parameter  —  k  die  zweite  Schaar  der  Erzeugungslinien  desjenigen  Hyperboloids, 
dem  pi,  p2,  ps  als  Erzeugende  der  ersten  Schaar  angehören.  Denn  jede  Linie 
der  zweiten  Schaar  schneidet  jede  der  ersten  und  erfüllt  die  Bedingung 

ic-f-p  =  — k-^-k  =  0. 
5)  Sind  zwei  Axen  mit  den  Parametern  pi,  pj  gegeben,  so  bildet 
die  dreifach  unendliche  Mannigfaltigkeit  der  zu  ihnen  reciprocalen 
Axen  einen  Gomplex  zweiten  Grades.  Jede  Axe  der  Mannigfaltigkeit 
muss  zu  döm  ganzen  Gylindroid  (pi,  ps)  reciprocal  sein.  Um  also  den  Satz  nach- 
zuweisen, muss  gezeigt  werden,  dass  diejenigen  Axen,  welche  durch  einen  festen, 
willkürlichen  Punkt  Ä  gehen  und  zu  einem  gegebenen  Gylindroid  reciprocal  sind, 
einen  Kegel  zweiten  Grades  bilden.  Fällt  man  von  A  ein  Perpendikel  auf  irgend 
eine  Erzeugungslinie  des  Gylindroids,  so  schneidet  dieses  Perpendikel  noch  zwei 
weitere  Erzeugungslinien,  die  denselben  Parameter  p  haben.  Giebt  man  dem 
Perpendikel  den  Parameter  — p,  so  ist  es  reciprocal  zum  Gylindroid.  Der  Kegel 
der  von  Ä  auf  das  Gylindroid  geföllten  Perpendikel  ist  also  p.      ^^a 

der  Kegel  der  von  A  ausgehenden  Reciprocalen.  Um  ihn 
zu  finden,  ziehe  man  von  A  aus  eine  Gerade  parallel  zur 
Directrix  des  Gylindroids.  Diese  Gerade  ist  senkrecht  zu 
allen  Erzeugungslinien,  schneidet  demnach  das  Gylindroid 
in  einem  einzigen  reellen  Punkt  T.  Es  giebt  auf  dem  Gy- 
lindroid eine  Erzeugungslinie  Lif,  die  denselben  Parameter 
hat  wie  die  durch  T  gehende.  Durch  T  und  LM  lege  man 
eine  Ebene;  dieselbe  schneidet  das  Gylindroid  erstens  in  der 
Geraden  LM,  zweitens  aber  noch  in  einer  Gurve  zweiter 
Ordnung,  da  ja  der  Gesammtdurchschnitt  eine  Gurve  dritter 

Bndda,  Mechanik.    IL 
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Ordnung  sein  muss.  Die  Curve  zweiter  Ordnung  ist  eine  Ellipse,  da  das  Gylin- 
droid  nach  der  Richtung  der  Directrix  begrenzt  ist,  und  die  so  gewonnene  El- 
lipse ist  die  Fusspunkteunre  der  von  Ä  auf  das  Cylindroid  gefällten  Perpendikel. 
Denn  irgend  eine  von  T  in  der  Ebene  der  Ellipse  gezogene  Gerade  TV  schneidet 
in  T  und  CT  zwei  Erzeugungslinien  gleichen  Parameters,  also  in  V  eine  dritte 
Erzeugungslinie  unter  rechtem  Winkel.  Die  durch  V  gehende  Erzeugungslinie 
ist  demnach  senkrecht  1)  zur  Directrix  des  Cylindroids,  also  zur  Geraden  AT, 
2)  zu  TF*,  also  ist  sie  senkrecht  zur  Ebene  ATV,  also  zu  AV,  d.  h.  die  Punkte 
V  sind  die  Fusspunkte  der  von  A  auf  das  Cylindroid  gefällten  Perpendikel. 

Die  in  No.  4  auftretende  Schaar  von  Cylindroiden  ist  demnach  zugleich  die- 
jenige Congruenz,  welche  aus  dem  Durchschnitt  der  beiden  zu  (p,,  p«)  und  (p^,  p^) 
reciprocalen  Gompiexe  zweiten  Grades  hervorgeht,  das  Cylindroid  in  No.  3  ist 
der  Durchschnitt  dreier  Complexe  zweiten  Grades. 

Sucht  man  unter  den  Axen  des  zu  pi  und  p^  reciprocalen  Complexes  die- 
jenigen heraus,  welche  einen  bestimmten  Parameter  iti  besitzen,  so  bilden  sie 
eine  Congnienz  ersten  Grades.  Denn  sie  bilden  den  Durchschnitt  des  zn  pi 
reciprocalen  Complexes  vom  ersten  Grade,  dessen  Linien  den  Parameter  ici  haben, 
mit  dem  zu  p^  reciprocalen. 

6)  Ist  eine  einzige  Axe  vom  Parameter  pi  gegeben,  so  ist  das  Er- 
forderliche oben  schon  gesagt.  Sämrotliche  Reciprocalen  bilden  ein  metrisches 
Comitium,  und  die  vom  Parameter  ici  bilden  einen  Complex  ersten  Grades.  Be- 
trachtet man  das  Comitium  ametrisch,  so  gehört  ihm  jede  beliebige  Gerade  des 
Raumes  an,  m.  a.  W.  jede  Gerade  des  Raumes  kann  zu  pi  reciprocal  sein ,  wenn 
man  ihr  einen  passenden  Parameter  ertheilt.  Denn  die  Lage  der  Geraden  be- 
stimmt in  Gl.  (1)  nur  a  und  S,  und  die  Gl.  (l)  kann  dann  als  Bestimmungsglei- 
chung für  IT  betrachtet  werden. 

7)  Jede  Axe  des  Raumes  mit  bestimmten  Parameter  ir  besitzt 
eine  Reciprocale  auf  einem  bestimmten  Cylindroid.  Denn  sind  X,  {i,  v,  p 
vier  zum  Cylindroid  reciprocale  Axen,  so  lässt  sich  zu  den  5  Axen  X,  (t,  v,  p,  i: 
eine  Reciprocale  bestimmen,  und  diese  liegt  auf  dem  Cylindroid,  «reil  sie  zu 
X,  \t,  V,  p  reciprocal  ist.  Im  allgemeinen  giebt  es  auch  nur  eine  Erzeugungslinie 
des  Cylindroids,  die  zu  der  Axe  ti  reciprocal  ist;  denn  giebt  es  zwei,  so  muss 
7c  dem  Complex  zweiten  Grades  der  No.  5  angehören,  was  im  Allgemeinen  nicht 
der  Fall  ist. 

8)  Man  kann  die  Reciprocalitätsbeziehungen  noch  von  einem  andern  Gesichts- 
punkt auffassen.  Man  denke  sich  n  Axen  von  bestimmtem  Parameter  gegeben. 
Einem  gegebenen  Körper  G  kann  man  um  jede  dieser  Axen  eine  Windung  von 
unendlich  kleiner,  übrigens  willkürlicher  Amplitude  ertheilen.  Heisst  z.  B.  der 
Parameter  der  ersten  Axe  pi  und  die  ertheilte  Amplitude  aj,  so  legt  O  um 
die  erste  Axe  den  unendlich  kleinen  Drehungswinkel  a,  und  längs  derselben  die 
Verschiebung  p^aj  zurück.  Entsprechendes  findet  statt,  wenn  die  zweite  Axe 
den  Parameter  p^  und  die  Amplitude  o^  erhält  u.  s.  w.  Man  denke  sich  nun  die 
n  Axen  und  ihre  Parameter  Pup2  *  "  pn  fest  bestimmt,  die  Amplituden  oi,  og  . . .  o« 
aber  willkürlich  gelassen.    Irgend  welche  Werthe  der  a  z.  B.  o^,  a^, . . .  aj^,  nehme 

man  willkürlich  an,  dann  lassen  sich  die  n  Windungen  der  Amplituden  aj^,a^  ...  a' 

um  die  n  Axen  pi, p^  >  *  »p^  zu  einer  einzigen  Windung  um  irgend   eine  neue 
Axe  P  zusammensetzen.     Der  Parameter  dieser  neuen  Windung  ist  offenbar  be- 
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stimmt.    Wählt  man  n  andere  AmpHtuden  a^',  a^' . . .  aj^',  so  erh&lt  man  eine  neue 

Axe  P"  für  die  resultirende  Windung  u.  s.  w.  Jeder  möglichen  Wahl  der  a  ent- 
spricht ein  bestimmtes  P.  Die  sämmtlichen  P,  welche  man  auf  diese  Weise,  von 
den  n  festen  Axen  ausgehend  erhält,  bilden  ein  Axensystem  ntergtufe  (Ball 
nennt  sie  einen  „Complex^  nt«r  Stufe ,  während  wir  nach  Pluckers  Vorgang  das 
Wort  Complex  ausschliesslich  für  eine  dreifach  unendliche  Mannigfaltigkeit  ge- 
brauchen.)   Es  gelten  die  Sätze: 

a)  Statt  jeder  der  anfänglich  angenommenen  n  Axen  pi  .  •  •  p„  kann  man  eine 

beliebige  Axe  Px  des  Systems  eintreten  lassen,  ohne  die  Bestimmung  des  Systems 
zu  ändern.  Denn  bezeichnen  wir  eine  Windung  Ton  der  Amplitude  a  um  die 
Axe  p  kurz  mit  a  ,p,  so  ist  die  Bestimmung  von  Pn  gegeben  durch  die  Gleichung 

wo  Äx  die  Amplitude  der  resultirenden  Windung  bezeichnet.  Dieselbe  Gleichung 
liefert  aber 

f^\P\'^<hf%A-'-*A'^ — Äx)»Px  =  — Onpn* 

Die  Axe  p^  findet  sich  also  in  dem  Axensystem  nter  Stufe,  welches  durch  P^^ 
Pu  Pii  •••»  Pn— i  bestimmt  wird,  und  wenn  eine  Windung  um  P«  von  der  Am- 
plitude 6  gegeben  ist,  lässt  sie  sich  immer  in  Windungen  um  p\*'*p^  zerlegen, 
fuhrt  also  stets  nur  auf  Axen  P,  die  schon  durch  Pi*>.p^  bestimmt  sind.  Hieraus 
folgt  offenbar  weiter,  da  man  alle  p„  der  Reihe  nach  durch  Pn  ersetzen  kann, 

b)  Irgend  n  Axen  eines  Systems  nter  Stufe  bestimmen  eindeutig  das  ganze 
System, 

c)  Ist  eine  Axe  zu  n  Axen  eines  Systems  nter  Stufe  reciprocal,  so  ist  sie 
zu  allen  Axen  desselben  reciprocal. 

Denn  ist  P  irgend  eine  Axe  des  Systems,  so  lässt  sich  eine  Windung  um 
P  stets  in  n  Windungen  um  jene  n  Axen  zerlegen;  wird  an  diesen  von  einer 
Dyname  die  Arbeit  Null  geleistet,  so  wird  auch  an  P  die  Arbeit  Null  geleistet. 

d)  Reciprocal  zu  einem  Axensystem  nter  Stufe  ist  ein  Axensystem  (6 — n)ter 

Stufe.    Denn  die  Axen,  welche  zu  einem  System  nter  Stufe  reciprocal  sein  sollen, 

müssen  zu  n  Gliedern  desselben  reciprocal  sein.    Sie  müssen  also  n  Gleichungen 

der  Form  (2)  erfüllen.    Da  diese  5  Unbekannte  enthalten,  bleiben  5 — n  von  den 

3      H 
Unbekannten  — ,  —  u.  s.  w.  willkürlich  wählbar.    Ist  nun  von  den  Bestimmungs- 

P       P 

stücken  einer  Geraden  kein  einziges  willkürlich  wählbar  (n  =  5),  so  ist  sie  eine 

einzige,  vollkommen  bestimmte  Gerade,  also  ein  Axensystem  erster  Stufe.  Ist 
Eins  der  Bestimmungsstücke  wählbar,  (n=:4),  so  genügt  eine  einfach  unendliche 
Mannigfaltigkeit  von  Geraden  den  Bedingungen,  und  da  diese  derart  sind,  dass 
sie  den  4  gegebenen  Axen  reciprocal  sein  muss,  ist  die  Mannigfaltigkeit  ein  Cy- 
lindroid,  und  ist  demnach  durch  2  Axen  bestimmt.  Sind  zwei  der  Bestimmungs- 
stücke wählbar  (n  =  3),  so  ist  die  Mannigfaltigkeit  eine  Schaar  von  Cylindroiden, 
welche  durch  3  Axen  bestimmt  wird  u.  s.  w.  Wir  finden  hier  die  in  Nr.  3  bis 
G  auftretenden  Mannigfaltigkeiten  wieder,  aber  mit  wichtigen  Zusätzen: 

Einer  einzelnen  Axe  entspricht  als  reciprocale  Mannigfaltigkeit  ein  Comitium. 
Zwei  Axen  entspricht  ein  Complex  zweiten  Grades;  es  ist  dann  aber  auch  das 
ganze  durch  die  beiden  Axen  bestimmte  Cylindroid  dem  Complex  reciprocal. 
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Drei  Axen  entspricht  eine  Gongruenz  (Schaar  Ton  Gylindroiden);  dieser  Con- 
gruenz  ist  dann  aber  auch  die  ganze  Congruenz  reciprocal,  deren  Glieder  jene 
drei  Axen  sind.  Vier  Axen  gehören  einem  Complex  zweiten  Grades  an;  der 
ganze  Complex  ist  einem  Cylindroid  reciprocal.  Der  Satz  ist  mit  dem  rückwärts 
gelesenen  zweiten  dieser  Sätze  identisch. 

Fünf  Axen  gehören  einem  Comitium  an;  sie  und  das  ganze  Comitiam  sind 
einer  einzigen  Axe  reciprocal. 

Ein  bereits  berührter  Specialfall  des  dritten  von  diesen  Sätzen  war  die  Re- 
ciprocalität  der  beiden  Schaaren  von  Erzeugungslinien  desselben  Hyperboloids  in 
Nr.  4;  ebenso  ist  der  zu  Grunde  gelegte  Satz  Nr.  2  im  zweiten  dieser  Sätze  ent- 
halten. 

Endlich  ersieht  man  noch:  die  Mannigfaltigkeiten,  welche  sich  bei  Betrach- 
tung der  Reciprocalität  ergeben,  sind  dieselben,  die  bei  der  Zerlegung  und  Zu- 
sammensetzung von  Schrauben  eine  Rolle  spielen:  n  Schrauben,  um  n  Axen  mit 
beliebigen  Amplituden  zusammengesetzt,  liefern  dasselbe  Axensystem  nter  Stufe, 
welches  6 — n  Axen  reciprocal  ist. 


C.  Die  willkürliche  Ansdehniiiig  der  heteraptischen  Sammatioii 
auf  beliebige  Yectoren  am  starren  Körper;  das  Bewegnngs- 

gesetz  des  freien  starren  Korpers. 

220.  Nachdem  der  Begriff  der  heteraptischen  Stimmation  einmal 
festgestellt  ist,  könDen  wir  denselben  willkBrlich  auf  beliebige  Vecto- 
ren  anwenden,  die  an  einem  starren  Körper  gegeben  sind.  Greifen 
an  irgend  welchen  Punkten  des  Körpers  G  Vectoren  t?,,  t?,,  t?,,  . . . 
an,  so  können  wir  sie  schablonenmässig  nach  den  bisher  für  Kräfte 
und  unendlichkleine  Drehungen  angegebenen  Regeln  zusammensetzen 
und  das  so  erhaltene  System  ihre  heteraptische  Resultante  nennen. 
Besitzen  v,,  v,,  f„  u.  s.  w.  der  Reihe  nach  die  Componenten  Xj,  X,, 
X,,  . . .,  y,,  y,,  y,,  . . .,  ^,,  Z^^  Z^^  . .  .  und  die  Momente  Z/,,  Z/j, 
L,,  . . .,  A/p  M^^  M^^  . . .,  iVp  iV,,  iVj,  . . .,  so  hat  ihre  heteraptische 
Resultante  die  Coordinatcn 

2X,    2Y,    2Z,    2L,    2M,    2N, 

und  besitzt  auf  Grund  ihrer  willkürlichen  Definition  die  Eigenschaften, 
welche  eine  in  dieser  Art  gebildete  Grösse  hat,  d.  h.  sie  besitzt  die 
geometrischen  Eigenschaften  einer  Dyoame  oder  Windung.  Ob  sie 
eine  praktische  Bedeutung  hat,  das  hängt  davon  ab,  welcher  Art  die 
Vectoren  v  sind.    Wir  betrachten  zwei  solche  Resultanten. 

221.  Bewegrnngs-  und  Beschleunig^ngsmeiige.    1)  Es  sei  fi 

eins  der  Theilchen,  aus  welchen  sich  das  starre  Gebilde  G  zusammen- 
setzt. Ist  G  in  Bewegung,  so  hat  fj,  eine  gewisse  Geschwindigkeit  t?, 
und  eine  entsprechende  Bewegungsmenge  juv.  Diese  ist  ein  an  fi 
gegebener  Vector,  und  wenn  a,  y,  z  die  Coordinaten  von  fi  sind,  so 
hat  der  Vector  „Bewegimgsmenge  von  jtt"  die  6  Coordinaten  (von 
denen  eine  überzählig  ist): 

fiv^,    fiVy,    fiv,,     li(n'0,—Z0y),     li(zO:^—am»),    fi(a!v,j—yv^). 

Dieselben  Grössen  denken  wir  uns  für  alle  Theilchen  fi  gebildet,  aus 
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denen  G  besteht,  und  über  alle  diese  Theilchen  summirt.  Dann  er- 
halten wir  6  Coordinaten 

Die  sechs  Grössen  X,  Y,  Z,  L,  M^  N  sind  Coordinaten  eines  Vectoren- 
systems  F,  und  dieses  V  nennen  wir  willkürlich  die  Bewegungs- 
menge  von  Cr.  Wir  definiren  also  die  Bewegungsmenge  von  G  als 
die  heteraptische  Summe  der  Bewegungsmengen  aller  seiner  Ele- 
mentartheile. 

2)  Die  Theilchen  können  eine  Beschleunigung  A  besitzen.  Mit 
dieser  verfahren  wir  ebenso,  wie  mit  der  Geschwindigkeit;  wir  bilden 
die  Summen 

L!  =  2iu(yü,— 2üy),     Af  =  2fji(zuy—j:ny),    N'  =  Sfji(xty—ifn^), 

ausgedehnt  über  alle  Elementartheilchen  fi  des  Gebildes  6,  und  nennen 

die  Grösse  [7,  deren  Coordinaten  X',  Y\  Z\  L\  M\  JV'  sind,  „die 
Beschleunigungsmenge  von  G."  Wir  definiren  also  die  Be- 
schleunigungsmenge von  G  als  die  heteraptische  Summe  der  Vectoren 
juü,  genommen  über  das  ganze  Gebilde  G. 

222.  Das  Gesetz  fBr  die  Bewegrnng  eines  freien  starren 
Korpers  unter  dem  Einflnss  einer  Dyname.  G  sei  ein  freier 
starrer  Körper;  die  Starrheit  an  sich  unterwirft  die  Theilchen  /i,  aus 
denen  er  besteht,  der  Bedingung,  dass  ihre  Abstände  voneinander 
constant  seien,  also,  da  ein  starrer  Körper  im  AUgemeinen  aus  un- 
endlich vielen  Elementartheilchen  fi  bestehen  kann,  reprasentirt  die 
Starrheit  unendlich  viele  Bedingungen  für  die  Theilchen  ju.  Es  findet 
demnach  auf  sie  das  d'Alembert^sche  Princip  Anwendung 

Darin  sind  X,  Y,  Z  die  Componenten  der  an  jU  angreifenden  expli- 
citen  Kraft,  rf*r,  rfy,  Sz  die  Componenten  einer  Verrückung,  welche 
sich  mit  der  Starrheit  verträgt.  An  G  sei  nun  eine  Dyname  S*,  fl, 
Z,  A^  M,  N  thätig.  Eben  mit  Rücksicht  auf  die  Starrheit  können 
wir  diese  Dyname  in  Einzelkräfte  X,  F,  Z  zerlegen,  welche  an  Punk- 
ten «,  y,  z  des  Körpers  angreifen,  und  jede  derartige  Zerlegung  ist 
richtig,  welche  die  Bedingung  erfüllt,  dass 
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Wir  wollen  uns  nun  diese  Zerlegung  so  vorgenommen  denken,  dass 
die  einzelne  Kraft  X,  7,  Z  an  dem  einzelnen  Theilchen  fi  der  61.  (1) 
angreift.  61.  (1)  ist  dann  identisch  erfüllt,  wenn  wir  für  jedes  Theil- 
chen II  setzen 

(3)     x=^^,   y=Ai^,   ^=^dF- 

Zugleich  ist  61.  (2)  erfüllt,  wenn  wir  das  X,  7,  Z  der  61.  (3) 
identisch  mit  dem  der  61.  (2)  nehmen,  also  sind  (1)  und  (2)  zusammen 
erfüllt,  wenn 

_,    (Vx        ^     _,    d'v        „      ^    dh        „ 


(4) 


^   (   dhf         d*x\ 


ist.  Die  61.  (4)  enthalten  also  die  Bedingungen,  unter  denen  das 
d'Alembert'sche  Princip  erfüllt  ist,  wenn  auf  den  freien  starren  Kör- 
per G  die  Dyname  J?,  H,  Z,  ^,  üf,  iV  wirkt,  d.  h.  sie  sprechen  das 
Gesetz  seiner  Bewegung  aus.    Die  Grössen,  welche  in  ihnen  auf  der 

(Px 
linken  Seite  stehen,  sind  aber,  da  — tts-  =  ^x  u.  s.  w.,  die  6  Coordi- 

naten  der  Beschleunigungsmenge  aus  dem  vorigen  Paragraphen.  Die 
vorstehenden  61eichungen  sagen  also  aus:  Bewegt  sich  ein  freier 
starrerKörper  unter  dem  Einfluss  einer  Dyname,  so  ist  jede 
Coordinate  seiner  Beschleunigungsmenge  gleich  der  ent- 
sprechenden Coordinate  der  Dyname. 

Dies  ist  das  allgemeine  6esetz  für  die  Bewegung  eines  freien 
starren  Körpei*s.  Dasselbe  6esetz  ergiebt  sich  aus  dem  Hamilton'schen 
Princip  bezw.  aus  den  verallgemeinerten  Bewegungsgleichungen;  da 
wir  aber  noch  keine  bestimmte  Coordinatenwahl  getroffen  und  keine 
lebendigen  Kräfte  betrachtet  haben,  liegt  hier  noch  keine  Veranlassung 
vor,  die  zweite  Ableitung  vorzunehmen;   sie  wird  sich  später  finden. 

223.  Das  Gesetz  für  Impnlsdynamen.  Wirkt  eine  Dyname 
von  grosser  Intensität  während  der  sehr  kurzen  Zeit  r,  so  kann  man 
annehmen,  dass  die  Coordinaten  der  Punkte  /u  sich  während  dieser 
Zeit  nicht  merklich  ändern.    Dann  lassen  sich  die  61eichungen  (4) 
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des  vorigen  Paragraphen  nach  Multiplicaton  mit  dt  ohne  weiteres  von 
0  bis  T  integriren,  da  in  den  drei  letzten  x^yyZ  ab  constant  anzu- 
sehen  sind;  man  erhält  z.  B.  in  x 


H^Am-f'- 


(1) 


0 


0 

und  ähnlich  in  y  und  z;  die  Marke  Null  bezeichnet  den  Anfangszu- 
stand.  Links  stehen  die  aus  dem  vorigen  Paragraphen  bekannten 
Coordinaten  der  Bewegungsmenge  von  G\  rechts  setzen  wir  abkürzend 

r  Sdt  =  ]c,    1   Ydt  =  ^  u.  s.  w.  und  nennen  die  6Grö8sen  jr,  9,  J,  l,  m,  n 

0  u 

die  Coordinaten  der  „Impulsdyname**.  Die  Gleichungen  (1) 
lauten  dann,  wenn  wir  die  Coordinaten  der  Bewegungsmenge  von  G 
wieder  X,  Y,  Z,  L,  A/,  N  schreiben, 

(x-x,  =  y,  F-yo  =  9,    z-z,^i 

In  Worten:  Wirkt  auf  einen  freien  starren  Körper  eine  Im- 
pulsdyname,  so  ist  die  Zunahme,  welche  irgend  eine  Coor- 
dinate  seiner  Bewegungsmenge  erfährt,  gleich  der  ent- 
sprechenden Coordinate  der  Impulsdyname. 

Hiermit  ist  das  allgemeine  Gesetz  für  die  Wirkung  yon  Impulsdynamen  her- 
gestellt. Aus  den  Gesetzen  222  und  228  ergiebt  sich  nun,  was  noch  för  die 
Durchführung  der  Untersuchung  zu  thun  ist:  es  muss  für  den  starren  Korper 
eine  passende  Coordinatenzahl  und  eine  auf  sie  gegründete  bequeme  Methode 
der  Darstellung  von  Bewegungs-  und  Beschleunigungsmengen  gefunden  werden. 
Ferner  sind,  wenn  der  starre  Körper  ausser  der  Starrheit  noch  anderen  Bedingun- 
gen unterworfen  ist,  die  aus  diesen  Bedingungen  hervorgehenden  Kräfte  zu  eruiren. 
Gewisse  ein&che  Bedingungen  liefern  besonders  einfache  Ausdrücke  für  die  Be- 
wegungs-  und  Beschleunigungsmenge;  ihre  Betrachtung  bereitet  daher  die  all- 
gemeine Untersuchung  vor  und  soll  zuerst  vorgenommen  werden. 
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224.  Wenn  man  einen  bewegten  Körper  untei-sucht,  so  ist  zu- 
nächst zu  bemerken,  dass  man  entweder  den  Körper  als  Ganzes  oder 
seine  einzelnen  Punkte  der  Betrachtung  unterwerfen  kann.  Der  ein- 
zelne Punkt  desselben  hat  zur  Zeit  t  eine  bestimmte  Geschwindigkeit, 
Beschleunigung  etc.;  der  ganze  Körper  dagegen  besitzt  nicht  eine  Ge- 
schwindigkeit, denn  wir  haben  keine  Definition  für  die  „Geschwin- 
digkeit eines  Körpers^,  sondern  einen  Geschwindigkeitszustand, 
d.  h.  er  ist  in  einem  Zustande,  welcher  von  den  Geschwindigkeiten 
seiner  Punkte  bestimmt  ist;  ebenso  besitzt  er  einen  Beschleuni- 
gungszustand. Da  der  starre  Körper  n  Coordinaten  hat,  wo  w^6 
ist,  kann  der  Körper  als  Ganzes  untersucht  werden,  indem  man  die 

Werthe  g>  dieser  Coordinaten,   ihre  Differentialquotienten  -~-  und 

, ,    betrachtet  und  sie  als  Functionen  darzustellen  sucht:   anderer- 
seits  kann  man  für  die  einzelnen  Punkte  des  Körpers  die  Grössen 

Xy  —T- ,  , ,  u.  s.  w.  herstellen,  kann  damit  deren  Bewegungen  un- 
tersuchen, ausgezeichnete  Punkte  finden  u.  s.  w.  Die  erste  Art  der 
Behandlung  führt  direct  auf  das  practische  Grundproblem,  die  Be- 
wegung des  gegebenen  Körpers  unter  dem  Einfluss  einer  gegebenen 
Dyname  zu  bestimmen,  die  zweite  macht  die  Bewegungen  anschau- 
lich und  liefert  Fingerzeige  für  die  beste  Wahl  der  n  Coordinaten, 
welche  bei  der  ersten  zu  verwenden  sind. 

Die  einfachste  Behandlung  gestattet  ein  Körper,  der  eine  feste 
Axe  besitzt;  die  Untersuchung  beginnt  daher  mit  ihm;  im  vorliegen- 
den Abschnitt  ist  unter  „Körper^  immer  ein  Körper  mit  fester  Axe 
verstanden. 

225.  Die  Lage  des  Korpers.  Die  Lage  eines  Körpers,  der 
eine  feste  Axe  besitzt,   ist  offenbar  bestimmt,   wenn  man  die  Lage 
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eines  einzigen  seiner  Punkte  ausserhalb  der  Axe  kennt;  deun  wenn 
das  der  Fall  ist,  kennt  man  die  Lage  von  dreien  seiner  Punkte,  die 
nicht  in  gerader  Linie  liegen  (zwei  können  auf  der  Axe  beliebig  aus- 
gewählt werden),  also  nach  191  die  Lage  des  ganzen  Körpers.  Es 
sei  n  ein  markirter  Punkt  des  Körpers,  der  nicht  in  der  Axe  li^; 
legt  man  eine  Ebene  U  durch  n  und  die  Axe,  und  legt  zugleich  durch 
die  Axe  im  ruhenden  Raum  eine  feste  Ebene  P,  so  macht  n  mit  P 
einen  Winkel  <;p,  und  man  kennt  die  Lage  von  n  offenbar,  wenn  der 
Winkel  q>  bekannt  ist.  Also  genügt  die  Angabe  des  Winkels  <2p,  um 
die  Lage  des  Körpers  G  zu  bestimmen. 

Arbeitet  man  mit  cartesischen  Coordinaten,  so  hat  man  ein 
ruhendes  Coordinatensystem  der  ^,  y,  2:,  im  ruhenden  Raum,  und  ein 
bewegliches  der  J,  ij,  f  im  Körper  G  festzulegen.  Offenbar  wird  es 
am  bequemsten  sein,  zwei  gleichnamige  Axen  beider  Systeme,  etwa 
die  Axen  der  z  und  der  C  in  die  gegebene  feste  Axe  zu  legen.  Die 
Ebene  der  ^5  macht  dann  mit  der  Ebene  der  zx  einen  Winkel  y, 
und  wenn  dieser  bekannt  ist,  ist  die  Lage  des  ganzen  Systems  der 
$,  );,  C  bekannt,  also  auch  die  des  Körpers  G.  Demnach  ist  g> 
schlechthin  die  Coordinate  des  Körpers  G. 

Dass  Q  nur  eine  Coordinate  haben  kann,  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  Q 
durch  einen  Punkt  n  bestimmt  ist.  Denn  zwischen  den  drei  Coordinaten  r,  jr,  z 
des  Punktes  bestehen  zwei  Gleichungen,  welche  ausdrucken,  dass  n  von  irgend 
zwei  Punkten  der  Axe  stets  gleiche  Entfernung  behält.  Es  ist  also  nur  eine 
derselben  frei. 

226.  Der  Geschwindlgkeitszustand.  Bewegt  sich  der  Körper 
G,  so  ändert  sich  der  Winkel  q>  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  um 

die  Grösse  dq>.  Die  Grösse  — ^  heisst  die  Winkelgeschwindig- 
keit des  Körpers  G, 

Da  die  Bewegung  von  G  die  feste  Axe  in  Ruhe  lassen  muss,  ist 
sie  eine  Drehung  um  diese.  Alle  Punkte  von  G  beschreiben  also  in 
der  Zeit  dt  unendlich  kleine  Kreisbogen  um  die  feste  Axe,  und  aas 
225  folgt  leicht,  dass  alle  Punkte  von  G  die  W^inkelgeschwindigkeit 

-^  um  diese  Axe  haben.    Die  Winkelgeschwindigkeit  eines  Körpers 

mit  fester  Axe  ist  also  zugleich  die  Winkelgeschwindigkeit  seiner 
sämmtlichen  Punkte. 

Hat  ein  Punkt  n(a^  y,  z)  des  Körpers  von  der  festen  Axe  den 
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Abstand  r,  so  hat  er  demgemäss  die  Geschwindigkeit  *^  =  ''~;^* 
Dieselbe  steht  senkrecht  auf  r, 

Ist  die  feste  Axe  zur  Axe  der  z  genommen,  so  macht  r  mit  den 

Axen  der  o?,  y,  z  die  Richtungscosinas  — ,  -^,  0;  die  Geschwindig- 
keit ^— ^  steht  senkrecht  auf  r,  bei  positivem  — ^  im  Sinne  einer 
Bewegung  von  -\-x  nach  +y  Jiin;  also  macht  sie  mit  den  Axen  die 

Richtungscosinus  — ^(mit  der  Axe  der  x\  +— (mit  y),  0(mit  z), 
Sie  zerfällt  also  in  die  Componenten 

rx  =  -y-^,      ^y  =  ^^.     t,.=0 

und  ihre  Axenmomente  sind 

d(p  äff  /  1  ,     8N  ^ 

w,  =  yv,—2Vy  =  —zx-^,    my  =  —y^-^y     ^*  =  (^  "^2/  )"^" 

Weiteres  Yon  Erheblichkeit  ist  über  die  Geschwindigkeit  der  einzelnen  Punkte 
Dicht  zu  sagen,  so  dass  also  die  oben  angekündigte  Untersuchung  übi^r  das  Ver- 
halten der  einzelnen  Theile  yon  0  sich  in  diesem  Specialfall  sehr  kurz  gestaltet. 

227.  Lebendige  Kraft.  Die  lebendige  Kraft  des  Körpers  G  ist 
die  algebraische  Summe  der  lebendigen  Kräfte  seiner  sämmtlichen 
Elemente.  Ist  dG  eines  der  Elemente,  welches  den  Abstand  r  von 
der  Axe  hat,   und  bezeichnet  dG  zugleich   seine  Masse,   so  ist  die 

lebendige  Kraft  dieses  dG  gleich  ^v^dG=  J^^'l"^")  ^^^5  die  leben- 
dige Kraft  des  ganzen  Körpers  ist  also  ^( -^  I  ^r'rfG,  undda^r'dG, 

genommen  über  alle  Elemente  von  G  (eventuell  durch  Integration) 
das  Trägheitsmoment  K  unseres  Körpers  in  Bezug  auf  die  feste  Axe 
ist,  80  ist  die  lebendige  Kraft  desselben 


«  T=iKm'. 


Die  Analogie  des  Ausdrucks  mit  ifAv'  ist  nicht  zu  verkennen;  in  (1)  spielt 
K  die  Rolle  der  Masse  und  --j-  die  der  Geschwindigkeit. 

228.    Bewegnngsnienge.     Die  Bewegungsmenge  des  Elements 
dG  ist  vdG  oder  —^'fdG]  sie  hat  die  Richtung  der  Geschwindigkeit 
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r— ^,  macht  also  mit  den  Axen  die  Winkel,  deren  Cosinns  sind 
— —y    — ,    0.      Ihre     Componenten     sind    demnach    — ^ry^^t 

TT  dt 

-~-xdQ  und  Null.    Nach  223  verstehen  wir  unter  Bewegnngsmenge 

eines  starren  Körpers  die  heteraptische  Summe  der  Bewegungs- 
mengen  seiner  sämmtlichen  Elemente.  Die  Bew^ungsmenge  von  G 
ist  demnach 

dt 

und  die  Summe  2  ist  nach  den  für  heteraptische  SummatioD  im 
Abschnitt  B  gegebenen  Regeln  herzustellen.  Es  hat  nun  die  Bewe- 
gungsmenge von  dG  die  Coordinaten 

^^dG  =  '-^ydG,    VydG  =  ~^'xdG,    Mö  =  0, 

m^sdG  =  —-^zxdG,  m,jdG  =  —-^yzdG,  m,dG  =  -~(x^'i'y^)dG. 
Also  hat  die  Bewegungsmenge  von  G  die  6  Coordinaten 

wobei  die  Summationen  über  alle  dG  auszudehnen  und  bei  continuir- 
liehen  Gebilden  durch  Integration  herzustellen  sind.  Wenn  man  nun 
aber  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  von  G  mit  ^,,  y,,  2,  bezeichnet, 
so  ist  SydG  =  3/,  6,  wo  G  die  Gesammtmasse  des  untersuchten  starren 
Gebildes;  ebenso  ist  2xdG  ^=  x^G^  ferner  ist  (Ä'-hy')dff  das  Träg- 
heitsmoment K^  also  sind  die  6  Coordinaten  der  Bewegungsmenge  von 
G  einfacher 


(1) 


— y\^~^  ^'i^   ^i^Tt"  ®^^    ^^®    Componenten    der    Bewegungs- 
menge, welche  der  Schwerpunkt  von  G  haben  würde,  wenn  er  die 
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Masse  G  enthielte.  Der  resultirende  Yector  der  Bewegungsmenge  von 
G  ist  also  identisch  mit  der  Bewegungsmenge  des  Schwerpunkts. 

Auch  die  beiden  Summen  2zadG  und  2yzdG  kommen  bereits  in 
der  Theorie  der  Trägheitsmomente  als  Rankine'sche  Deviationsmomente 
vor.  Wir  bemerken  hier  nur,  dass  sie  Null  sind,  wenn  die  feste  Axe 
eine  Hauptträgheitsaxe  für  den  Coordinatenanfang,  also,  da  wir  diasen 
noch  willkürlich  gelassen  haben,  für  irgend  einen  ihrer  Punkte  ist,  der 
zum  Coordinatenanfang  gewählt  wird. 

229.    Der  Beschleanlgrnngszustand.    -^   kann    im   Allge- 

meinen  mit  der  Zeit  variabel  sein;      , ,      heisst    die    Winkelbe- 

dv 

schleunigung  des  Körpers  G. 

r--^  ist  zugleich  die  Tangentialbeschleunigung  eines  Punktes  tt, 

der  von  der  Axe  den  ^Abstand  r  hat;  sie  hat  die  Richtung  der  Tan- 
gente an  den  von  n  beschriebenen  Ereis^  d.  h.  die  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit *'— ^)  sie  hat  also  die  Richtungscosinus  — ^,  — ,  0. 
Die  Gesammtbeschleunigung  von  n  besteht  aus  1)  der  Tangentialbe- 
schleunigung,  2)  der  Normalbeschleunigung;  letztereist  — ,  nach  der 

Axe  hin  gerichtet,   also,  da   t?  =  r  — ^ ,    ist   ihr    absoluter    Betrag 

rl-^j,  ihre  Richtungscosinus  sind und  — —  •  Die  Ge- 
sammtbeschleunigung von  n  ist  hiernach  die  geometrische  Summe  aus 

r  J\    tangential  und  *'l— ^)    normal  nach  innen. 

Oder,  wenn  man  nach  den  Axen  zerlegt,  sind  die  Coordinaten  der 
Beschleunigung  von  n 


(1) 


d'9  _^     (d9\ 
230.     Besehlennig^migsinenge.     Unter   der  Beschleunigungs- 
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menge  eines  starren  Körpers  verstehen  wir  nach  221  die  heteraptische 
Summe  der  Beschleunigungsmengen  seiner  sämmtlichen  Elemente,  und 
unter  der  Beschlennigungsmenge  eines  Elements  das  Product  aus  seiner 
Masse  in  seine  Beschleunigung.  Für  den  einzelnen  Punkt  erhalten 
wir  die  Coordinaten  von  üdG,  wenn  wir  die  Ausdrücke  (1)  des  vorigen 
Paragraphen  mit  d&  multipliciren;  summiren  wir  gleich  übersammt- 
liehe  dff,  so  sind 

Sii,dG  =  0, 
S,h,dG^—^Sza!dG+[^JsyzdG, 

Sn^dG  =-^fSyzdG-[^ySz.dG, 

Srii,dG=^^2Qc*+y^dG 

die  6  Coordinaten  der  Beschleunigungsmenge  von  G.  Dieselben  ver- 
einfachen sich  mit  Hülfe  der  Coordinaten  des  Schwerpunkts  zu 


-^^"«^ 


(*)v^e, 


231.  Die  Kräfte.  Am  starren  Körper  G  seien  beliebige  ex- 
plicite  Kräfte  mit  bestimmten  Angriffslinien  gegeben.  Jede  Kraft  ist 
dann  durch  ihre  Coordinaten  gegeben,  bezw.  leicht  in  Coordinatenform 
zu  bringen;  die  einzelne  Kraft  sei  X„,  Y«,  Z»,  L„,  Mny(Nn).  Wählt 
man  den  Anfangspunkt  beliebig  auf  der  ;z-Axe,  so  hat  die  Dyname, 
welche  aus  der  Zusammensetzung  aller  Kräfte  entsteht,  die  Coor- 
dinaten 

L  =  SLn,    M=2M^,    N=SNn=S(x,Y,—y,Xn'). 
Die  Grösse  N  lässt  sich  auf  eine  andere,  sehr  brauchbare  Form 
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bnDgen.  Wenn  nämlich  der  Punkt  5«,  rjny  tn  sich  durch  eine  Aen- 
derung  dg)  von  y  bewegt,  so  beschreibt  er  ein  Kreiselement  vom  Be- 
trage ds  =  Tnd^.    Dies  ds  macht  mit  den  Axen  die  Richtungscosinus 

—  ^,    — ,  0.    ds  zerfällt  also  in  die  Componenten 

7*  T 

dxn  =  —ds^  =  —yndif,    dyn  =  a!nd(p,    dzn  =  0; 
oder  es  ist 


d^~      ^"'        öy  "'     öy 


Damit  wird 


Das  ist  genau  die  Summe,  welche  in  der  zweiten  Lagrange'schen  Form 
der  Bewegungsgleichungen  vorkommt,  und  wenn  eine  Kräftefunction 
ü  vorhanden  ist,  so  ist 

dip 

Das  Moment  der  thätigen  Dyname  in  Bezug  auf  die  feste  Axe  ist 
hiernach  identisch  mit  der  Action  der  Dyname  auf  die  Coordinate  <p. 

232.  Die  Dlfferentialgleichiuig  des  Korpers  mit  fester  Axe. 

1)  An  dem  Körper  sei  eine  explicite  Dyname  thätig,  deren  Coor- 
dinaten  X,  7,  Z,  L,  Af,  N  sind.  Die  feste  Axe  liefert  ausserdem  irgend 
welche  Zwangskräfte,  die  sich  zu  einer  Zwangsdyname  zusammen- 
setzen. Was  die  Coordinaten  der  Zwangsdyname  angeht,  so  wissen 
wir,  dass  die  Zwangskräfte,  welche  von  der  Axe  ausgehen,  nothwen- 
dig  die  Axe  schneiden;  ihr  Moment  in  Bezug  auf  die  2:-Axe  ist  also 
Null;  bezüglich  der  übrigen  5  Coordinaten  lässt  sich  von  vorn  herein 
nichts  angeben.  Bezeichnen  wir  also  die  Coordinaten  der  Zwangs- 
dyname mit  deutschen  Buchstaben,  so  sind  sie  X,  ^,  3,  8,  9R,  0.  Ad- 
dirt  man  diese  6  Grössen  zu  den  entsprechenden  Coordinaten  der  ex- 
pliciten  Dyname,  so  sind  X+X,  y-hg),  Z+S,  L-hS,  Jlf-i-SR,  A' 
die  sechs  Coordinaten  der  Gesammtdyname,  welche  an  G  thätig  ist. 
Dieser  gegenüber  ist  G  frei;  es  gilt  also  das  Gesetz  des  §  222 ,  wo- 
nach jede  Coordinate  der  Beschleunigungsmenge  gleich  der  entsprechen- 
den von  den  vorstehenden  6  Grössen  sein  muss.  Entnehmen  wir  die 
Ausdrücke  für  die  Beschleunigungsmenge  aus  230,  so  ergiebt  sich 
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dt' 


Die  letzte  von  diesen  Gleichungen, 


(2) 


^  =  -^,  wo  iV=  -S(^.n-y,X.), 


K 


ist  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  von  G;  sie  wird  integrir- 
bar,  wenn  N  als  Function  von  t  oder  y  gegeben  ist.  Die  fünf  vor- 
angehenden dienen  zur  Bestimmung  von  3£,  2),  3»  S»  3R. 

2)  Die  Gl.  (2)  lässt  sich  auch  sehr  einfach  aus  der  «weiten  La- 
grange'schen  Form  ableiten.  Wir  haben  für  die  lebendige  Kraft  den 
Ausdruck 


Ferner  fand  sich  in  231 


woraus 


^(if)=-#-- 


dT 

dtp 


=  0. 


dU 


5 —  =  iV;    also  ist 


d^) 


(2) 


K^  =  N 


die  Gleichung  der  Bewegung  von  ff. 

233.  Die  Zwangsdyname  der  festen  Axe.  Der  erste  Weg, 
auf  dem  wir  Gl.  (2)  abgeleitet  haben,  ist,  wie  immer,  weniger  einfach 
als  das  Lagrange'sche  Verfahren;  dafür  liefert  er  aber  die  von  der 
Axe  ausgehenden  Zwangskräfte.  Da  nämlich  die  Gl.  (2)  alle  6  er- 
füllt sein  müssen,  liefern  die  5  ersten  derselben  die  Werthe  von 
3E,  %  3,  S,  SW;  es  ist 


(1) 


3R 
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=  —M^^2yzdG-(^\2zxdG,    91  =  0. 

Die  vorstehenden  6  Gleichungen  geben  die  Coordinaten  der  Zwangs- 
dyname  an,  welche  von  der  Axenbefestigung  geliefert  wird.  Dieselbe 
Grösse,  negativ  genommen,  also  — 3£,  — %  — 3>  — S,  — 2W,  0  sind 
die  Coordinaten  der  Dyname,  mit  welcher  der  Körper  G  auf  die  Axe 
wirkt;  sie  bilden  die  „Druckdyname". 

Sind  X,   F,  Z,  L,  M^  N  gleich  Null,  ist  also  G  keiner  Kraft  ausgesetzt,  und 

somit  auch  --7^  Null,  so  behalten  3E,  S),  S,  SW  im  Allgemeinen  doch  noch  end- 
liche Werthe;  es  ist  dann  nämlich 

-^='.«(^)'        -s=*.«(^)'      3  =  0. 

—  3i  und  — S  sind  offenbar  die  Gomponenten  der  Centrifugalkraft  des  Schwer- 
punktes; sie  ziehen  am  Goordinatenanfang  und  werden  Null  nur  dann,  wenn  die 
feste  Axe  der  s  durch  den  Schwerpunkt  geht.  — 8  und  —  SW  sind  die  Gompo- 
nenten des  Momentes,  welches  die  Axe  zu  drehen  strebt.  Sie  werden  Null,  wenn 
lyzdO  =sI,zxdQ  =  0^  d.  h.  wenn  die  feste  Axe  der  z  eine  Haupttragheitsaxe 
für  den  Goordinatenanfang  ist  In  diesem  Fall  bleibt  die  Axe  der  Drehung  in 
Ruhe,  wenn  nur  der  Goordinatenanfang  und  kein  weiterer  Punkt  der  Axe  be- 
festigt ist;  dreht  sich  also  ein  Korper  O  ohne  Kräfte  um  eine  seiner  Hauptträg- 
heitsaxen,  die  in  demjenigen  Punkt,  für  welchen  sie  Hauptaxe  ist,  befestigt  wird, 
so  hat  diese  Axe  kein  Bestreben,  ihre  Richtung  itd  ruhenden  Raum  zu  ändern. 
Ist  die  fragliche  Haupttragheitsaxe  ausserdem  eine  Schwerpunktsaxe,  so  ist  wegen 
^1  =  yi  =  0  auch  3E  =  ?)  =  0.  Dann  erfilhrt  die  Befestigung  überhaupt  keine 
Kräfte;  die  Bewegung  würde  also  dieselbe  bleiben,  wenn  gar  keine  Befestigung 
Yorhanden  wäre.  „ Dreht  sich  ein  freier  starrer  Körper  ohne  Kräfte  um  eine 
seiner  Hauptcentralaxen,  so  behält  diese  Axe  ihre  Lage  im  Raum  permanent  bei.*' 
Dieselben  Sätze  werden  uns  später  wieder  begegnen.  Wir  erhalten  hier  die 
mechanische  Deutung  der  Rankine^schen  Deviationsmomente;  sie  sind  die  Mo- 
mente, welche  die  Axe  zu  yerändem  streben,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit 
Eins,  und  wenn  der  Körper  G  sich  selbst  überlassen  ist. 

Im  Allgemeinen  erleidet  die  physische  Axe  des  starren  Körpers 
durch  die  Druckdyname  eine  Deformation,  die  sich  natürlich  erst  auf  dem 
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Boden  der  Deformationslehre  bestimmen  lässt.  In  vielen  Fällen  kann 
man  die  Befestigung  annähenid  so  betrachten,  als  sei  die  physische 
Axe  der  C  absolut  unnachgiebig  und  sei  befestigt  in  zwei  Punkten  z* 
und  s".  Die  Druckdyname,  d.  h.  die  negativ  genommene  Zwangs- 
dyname  lässt  sich  dann  ersetzen  durch  zwei  in  2'  und  c"  angreifende 
Kräfte,  deren  Coordinaten  seien  {x\y\x^\'if*  sind  Null) 

S\,     n\     Z\     A'  =y'Z'—z'H'  =  —z'H\    M' =  z' S\     JV'  =  0, 

S'\    fl",    Z",    A"=-z''H'\  M''  =  z"B"\    JV"  =  0. 

Diese  beiden  Kräfte  müssen  zusammen  eine  Dyname  bilden,  welche 
identisch  mit  der  Druckdyname  ist;  also  muss  sein 

S'-hZ'  =  -3t,     H'-hH"  =  —%    yi'-hA"  =  —L  u.  s.  w. 
oder  nach  Gl.  (1) 

(2)        Z'-+-Z"  =  Z, 


(3) 


■4t)' 


z'ff^z"ff^  =    M  + 


Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  sind  S\  ff,  Z'  und  ff'ff'Z"  die 
Componenten  der  Kräfte,  mit  welchen  G  auf  die  beiden  Befestigungs- 
punkte wirkt. 

Gl.  (2)  ist  die  einzige,  in  der  Z*  und  Z"  vorkommen;  die  bei- 
den nach  der  Axe  gerichteten  Druckkräfte  lassen  sich  also 
nicht  einzeln  bestimmen;  man  kennt  nur  ihre  Summe. 

Das  hat  seine  physikalische  Begründung  in  folgendem :  Man  denke  sich  eine 
gerade  Linie  AB,  die  in  den  beiden  Punkton  A  und  B  physisch  befestigt  ist; 
es  wirke  längs  AB  eine  Kräfte.  Thatsächlich,  physikalisch,  ist  die  Befestigung 
immer  eine  elastische;  wird  auf  den  Punkt  A  eine  Kraft  Za  geübt,  so  giebt  er 
nach,  bis  sich  aus  der  Elasticität  der  Befestigung  eine  Gegenkraft  entwickelt,  die 
gleich  — Za  ist.  Aehnlich  giebt  B  nach,  bis  eine  Gegenkraft  — Zb  sich  ent- 
wickelt. Kennt  man  nun  die  Elasticitätverhältuisse  der  beiden  Befestigungen,  so 
weiss  man,  dass,  wenn  A  und  B  gleich  grosse  Verräckungen  in  der  Richtung 
AB  erfahren,  die  Gegenkraft  von  A  emal  so  gross  ist,  wie  die  von  ß,  wo  c 
irgend  eine  Grösse.  Dann  hat  man  also,  um  die  an  A  und  B  auftretenden 
Druckkräfte  Za  und  Zo  zu  bestimmen,  die  beiden  Gleichungen 
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Z. 


Za-{-Zb 

Za  =  eiTö, 

und  diese  reichen  aus,  um  Za  nebst  ^6  zu  bestimmen.  Statuirt  man  aber  in 
abstracto  den  Grenzfall,  dass  beide  Punkte  A  und  B  absolut  starr  befestigt  sind, 
80  berücksichtigt  man  die  Elasticität  der  Befestigung  nicht  mehr;  die  Möglichkeit, 
e  zu  bestimmen,  und  damit  die  zweite  der  vorstehenden  Gleichungen  fallt  fort, 
und  dadurch  werden  Za  und  Zi^  untrennbar.  Kann  man  im  concreten  Fall  an- 
nehmen, dass  beide  Befestigungen  gleiche  Elasticität  haben,  so  darf  man  e  =  1 

und  damit  Ai  =s  z^  =  — -  setzen ;  weiss  man  nichts  derartiges ,  so  sind  Kräfte, 

die  längs  AB  wirken,  überhaupt  nicht  einzeln,  sondern  nur  als  Summe  bestimmbar. 

Die  Gleichungen  (3)  liefern  die  Werthe  von  fi",  S\  H*  und  H". 

Als  ein  Beispiel  für  die  Verwendung  der  Gleichungen,  welche  die  Zwangs- 
dyname  bestimmen,  mag  folgende  Aufgabe  betrachtet  werden:  „Eine  homogene 
elliptische  Scheibe,  deren  Ebene  vertical  liegt,  ist  mit  zwei  horizontalen  Steck- 
nadeln an  einer  verticalen  Wand  befestigt,  und  zwar  so,  dass  ihre  grosse  Axe 
horizontal  liegt,  und  dass  die  Stecknadeln  durch  die  Brennpunkte  gehen.  Zur 
Zeit  <]  wird  die  eine  der  Stecknadeln  plötzlich  entfernt;  wie  muss  die  Ellipse 
beschaffen  sein,  wenn  die  andere  Stecknadel  in  diesem  Augenblick  keine  plötz- 
liche Vermehrung  oder  Verminderung  des  auf  ihr  lastenden  Drucks  erfährt?'' 

Ist  O  die  Masse  der  Scheibe,  so  ist  gG  ihr  Gewicht,  und  in  der  Ruhe  hat 
offenbar  jede  Stecknadel  den  Druck  \gG  auszuhalten.  In  dem  Augenblick,  wo 
die  eine  Stecknadel  entfernt  wird,  ist  die  andere  Drehungsaxe  der  2,  und  Gl.  (1) 
findet  Anwendung.  Nehmen  wir  die  Axe  der  z  senkrecht  abwärts,  so  ist  X  ='pO, 
y  =  0,  N=s  — yigO;  femer  ist  in  dem  Augenblick,  wo  die  Bewegung  beginnt, 

-^  =  0;  endlich  ist  yi,  der  Abstand  des  Schwerpunkt  von  der  Drehungsaxe, 

gleich  Ya^ — 6',  wenn  a  und  b  die  Halbaxen  sind;  das  x^  des  Schwerpunkts  ist 
Null.    Gl.  (1)  liefert  also 

X^^,gG^y,G^,    9  =  0. 

Dabei  ist 

A>  K 

Das  Trägheitmoment  der  Ellipse  für  eine  Axe,  die  durch  ihren  Mittelpunkt  geht 

und  senkrecht  auf  ihre  Ebene  steht  ist  Kq=: — (?,   also  ist  es  für   den 

4 

Brennpunkt  — j — G-\-y\G.    Somit  wird 


4y?Ö-|-(a»-|-6»)ö 

Soll  keine  Druckänderung  eintreten,   so  muss  diese  Grösse,  negativ  genommen, 
gleich  igGj  oder,  nach  Einführung  von  Vd*—b^  für  yi, 

4a'—  46» 


*         5a»  — 36'^ 


42 
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sein.    Das  giebt 

56'  =  3a*  oder  die  numerische  Excentricität  der  Ellipse  muss  K|  sein. 

234.    Der  Specialfall  des  Gleichgewichts  tritt  ein,   wenn 
X    zugleich  mit  -^  Null  ist.    Also  ist  die  Gleichgewichtsbedin- 
gung  einfach 


dt 


(1)        N  =  0    oder    2(xY—yX)  =  Q    oder 


und  das  Gleichgewicht  ist  stabil,  wenn 


dU 


=  0 


0  ist. 


Die  von  der  Axc  erlittene  Dyname  hat  die  Coordinaten 

X,  Y,  Z,  L,  M,  0, 

da  ihre  übrigen  Bestandtheile  zu  Null  werden. 

Ist  die  Axe  in  den  beiden  Punkten  z'  und  z"  befestigt,  so  redu- 
ciren  sich  hiemach  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  des  vorigen  Para- 
graphen auf 

(2)        Z'+Z"  =  Z, 

S'-hS"  =  X 
H'+H"  =  Y 

z'H'-{-z"H"  =  —L 
\z'S'-hz"S"  =  M, 


(3) 


oder 


(4) 


Z'-i-Z"  =  z 


S"  = 


H"  = 


z'X—M 
z'—z"    ' 

z>—z"   ' 


8'  = 


H  = 


z>'X—M 

z'''—z'    ' 

z"Y-\-L 


336.  Die  allgemeine  Integration  der  Bewegangsgleichimg. 

Für  diese  ist  vorauszusetzen,  dass  die  Kräftefunction  ü  oder  die  Summe 
2(xY — yX')  als  Function  von  9>  bestimmt  sei.  Kennt  man  diese 
Grössen  als  blosse  Functionen  von  irgend  welchen  Ponktcoordinaten 
X,  y,  z,  so  sind  sie  immer  Idcht  in  g>  auszudrücken;  man  braucht  nur  die 
Polarcoordinaten  r,  ^,  g>  einzuführen,  wo  2  =  rcos^,  a  =  rsin^cosgp, 
y  =  rsin^sin^)  ist.  Versteht  man  also  unter  #  irgend  eine  Function 
von  9>,  so  hat  dann  die  Gleichung  der  Bewegung  des  starren  Körpers 
mit  fester  Axe  die  Form 
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Multiplicirt  man  sie  mit  -^dt  und  integrirt  zwischen  den  Grenzen 
t^  und  t^  so  hat  man 

«  i(4)-*{^)"=/'** 


-^  die  anfangliche  Winkelgeschwindigkeit  ist.    Das  giebt 


(3)        dt  = 


H'^^H^y 


Vi 

Die  Integration  ist  damit  auf  eine  Quadratur  zurückgeführt;  sie 
liefert  t  als  Function  von  (p.  Die  zweite  Integrationsconstanto  ergiebt 
sich  aus  der  Bemerkung,  dass  für  t  =  t^  auch  g>  =  (p^  sein  muss. 
Haben  die  gegebenen  Kräfte  eine  Kräftefunction  J7,  so  ist  ^d(p  =  — dJJ, 
also 


(5)        dt  = 


M-^~^{¥)' 


Bei  voller  Allgemeinheit  wäre  auch  die  Möglichkeit  zu  berück- 
sichtigen, dass  die  thätigen  Kräfte  Diiferentialquotienten  nach  der  Zeit 
enthalten.  Derselbe  hat  praktische  Bedeutung  für  den  Fall,  wo  der 
Körper  G  bei  seiner  Bewegung  einen  Widerstand,  etwa  den  der  Luft, 
zu  überwinden  hat,  welcher  von  der  Geschwindigkeit  abhängt.  Wir 
werden  denselben  nur  in  Specialfällen  berücksichtigen. 

236«  Momentane  Impulse.  Während  der  sehr  kurzen  Zeit  t 
wirke  die  sehr  intensive  explicite  Dyname  X,  Y,  Z,  L,  Af,  N  auf  den 

Körper  6.   Wir  setzen  abkürzend  f  Xdt  =  j:,    jYdt  ^  ^,   fZdt  =  j, 

jLdt  =  I,    JMdt  =  m,    JNdt  =  n,  und  nennen  f,  9,  l  u.  s.  w.  die 

6  Coordinaten   der   Impulsdyname.     W^ährend   der  Zeit  r  entwickelt 
gleichzeitig  die  feste  Axe  irgend  welche  Zwangskräfte,  die  zusammen. 

die  Dyname  J,  ?),  3»  2,  3K,  91  bilden  und  wir  setzen    j    3ult  =  r„ 
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j^dt  =  Ty,  ßdt  =  r„  fedt  =  ö„  jWdt  =  «^,  j^dt  =  §,.  Be- 
züglich der  letzteren  ist  bekannt,  dass  die  Zwangskräfte  in  jedem 
Augenblick  des  Zeitraums  r  durch  die  Axe  der  z  gehen,  dass  also 
%  =  0  und  damit  auch  S,  =  0  ist.  Die  Gesammtimpulsdyname,  welche 
auf  G  wirkt,  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Zwangsimpulse  zur  expli- 
citen  Dyname  hinzufügen;  dieselbe  hat  also  die  Coordinaten 

f+tx,    t)+^y»    S+^a»    l+^x,    m+Sy,    n. 
Diese  müssen   nach  323  gleich  den  entsprechenden  Coordinaten  der 
Zunahme  der  ßewegungsmenge  von  G  sein;  entnimmt  man  die  letz- 
teren aus  228^  so  findet  sich 


(1) 


^*  =  — i 


^•=-'-[(t).-(^)j-^"'«'' 

».=-"-[(4f) -(4).] -'»'■«'■ 


Die  letzte  von  diesen  Gleichungen  ist  die  Gleichung  der  Geschwindig- 
keitszunahme von  G;  die  5  andern  liefern  die  Coordinaten  für  den 
Zwangsimpuls  der  Axe.  XxyXy.,.^,j  negativ  genommen  sind  die 
Coordinaten  des  von  der  Axe  erlittenen  Impulses. 

Die  letzte  Gleichung  (1)  lässt  sich  auch  sehr  einfach  durch  In- 
tegration der  Gl.  (2)  von  §  232  herstellen. 

Der  Impuls  lässt  sich  so  einrichten,  dass  die  Axe  keine  Wirkung 
erleidet.  Um  die  Bedingung  hierfür  zu  eruiren,  wollen  wir  annehmen, 
die  Ebene  der  az  sei  durch  den  Schwerpunkt  von  G  gelegt,  also 
y^  =  0.    Dann  muss  r^  =  r^  =  tg  =  ö,  =  Sy  =  0  sein,  also,  wenn 

wir  abkürzend  co  für  \—^ ?.-)  schreiben,  zunächst 

l  =  -^wSzadGj    m  =  — (olyzdG^    n  willkürlich. 
Die  drei  ersten  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Centralaxe  der  fraglichen 


(2) 
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Impulädyname  parallel  der  y-Axe  ist,  also  senkrecht  auf  der  Ebene  steht, 
welche  durch  die  feste  Axe  und  den  Schwerpunkt  geht.  Ihren  Schnitt- 
punkt mit  der  xz-Ebene  erhält  man,  wenn  man  in  der  Gleichung  der 
Centralaxe  (die  laufenden  Coordinaten  der  letzteren  seien  |,  rj^  ^) 

7j  =  0  nimmt.    Das  giebt  wegen  y  ==  g  =  0 

I-f-Cg  =  0,    n— 59  =  0,    also 

^      SzxdG       ^        n  K(j)  K 

(3)        ^=—rn-^    ?  = 


Die  Lage  der  Centralaxe  ist  hiernach  unabhängig  von  co;  sie  ist  durch 
die  feste  Axe  und  die  Gestalt  des  Gebildes  G  aliein  bestimmt.  Sie 
könnte  passend  die  „Mittelaxe  des  Stosses''  genannt  werden.    Ihr 

Parameter  ist  — —^  also,  da  r  =  Q,  ist  er  — lü^St/zdG. 

Bückt  man  auf  die  in  228  gegebenen  Coordinaten  der  Bewegungs- 
menge und  setzt  in  diesen  ^i  =0,  so  erkennt  man  leicht,  dass  die 
Mittelaxe  des  Stosses  nichts  anderes  ist,  als  die  Centralaxe  der 
Bewegungsmenge  von  G,  und  damit  tritt  die  eigentliche  Bedeu- 
tung der  voratehenden  Bemerkung  zu  Tage:  Eine  Impulsdyname 
hat  keine  Wirkung  auf  die  feste  Axe,  wenn  ihre  Centralaxe 
in  die  Centralaxe  der  Bewegungsmenge  von  G  fällt;  die  letz- 
tere ist  für  alle  möglichen  Bewegungen  von  G  durch  die  gegebene 
Form  und  Befestigung  von  G  vorgeschrieben. 

Praktisch  hat  man  besonders  häufig  mit  dem  Fall  zu  thun,  dass  eine  Impuls- 
dyname hervorgebracht  ^ird  durch  den  Anprall  eines  kleinen  bewegten  Korpers 
an  G.  Eann  der  kleine  Korper  als  Punkt  behandelt  werden,  so  reducirt  sich  die 
Dyname  Xy  F,  Z,  X,  M,  N  während  der  Zeit  x  auf  eine  Einzelkraft,  die  Impuls- 
dyname auf  einen  „ Einzelimpuls'',  den  wir  kürzer  als  „Stoss''  bezeichnen.  Wir 
wollen  untersuchen,  wie  ein  solcher  Stoss  beschaffen  sein  muss,  damit  er  keine 
Wirkung  auf  die  feste  Axe  habe.  Da  er  sich  auf  einen  Einzelvector  reduciren 
soll,  muss  er  ausser  (2)  die  allgemeine  Bedingung  der  EinzeWectoren  erfüllen, 
d.  b.  es  muss 

(4)      Jl-^^m-^an  =  o 

sein.  Nach  Gl.  (2)  kann  das  nur  geschehen,  wenn  xiGm^lifzdG  =  0  ist.  Dies 
kann  zu  Null  werden,  wenn  entweder  jti  =  0  oder  l*yzdG  =  0  ist.  Ist  aber 
oTi  =  0,  so  ist  s  ==:  4  <=  3  =s  0,  die  Impulsdyname  reducirt  sich  also  überhaupt 
nicht  auf  einen  Stoss,  sondern  auf  ein  Moment;  geht  demnach  die  feste  Axe 
durch  den  Schwerpunkt  von  G,  so  kann  sie  nur  dann  unbehelligt  bleiben,  wenn 
die  ganze  Impulsdyname  sich  auf  ein  Moment  reducirt    Der  Fall  ist  somit  aus- 
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zuschliessen  und  die  zweite  Bedingung 

(5)        "lyzdQ  =  0 

ist  allein  zulässig,  wenn  ein  Stoss  möglich  sein  soll,  der  die  feste  Axe  nicht 
afiicirt.  Gl.  (5)  kann  erfällt  sein,  ohne  dass  ^xzdG  =  0  ist.  Sie  ist  sicher  er- 
füllt, wenn  die  feste  Axe  Hauptträgheitsaxe  für  einen  ihrer  Punkte  ist;  dieser 
ist  dann  als  Coordinatenanfang  anzusehen.  Folglich  ist  dann  Y,xzdG  =  0,  also 
1  =  0,  und,  wenn  (,  t],  C  die  Goordinaten  des  Punktes  sind,  in  welchem  der  Stoss 

♦  K 

angreift,   ist  n  =  5Q— 7]5  =  Eq,   also  ^xiOm  =  Kta  oder   E  =  — —  und,   da 

l  =  1ä~C^  =  C9  =  0  ist,  ist  C  =  0.    Ist  X  der  Trägheitsradius  von  G  in  Be- 

x' 

zug  auf  die  feste  Axe,  so  ist  5  =  — •    Der  Stoss,  welcher  die  vorgedachte  Be- 
ar, 

dingung  erfüllen  soll,  muss  also  folgende  Eigenschaften  haben:  1)  er  ist  senk- 
recht zur  festen  Axe  und  zu  der  Ebene  durch  Axe  und  Schwerpunkt;  2)  seine 
Angriffslinie  schneidet  diese  Ebene  in  gleicher  Höhe  mit  demjenigen  Punkt,  für 
welchen  die  Axe  Hauptaxe  der  Trägheit  ist ;  3)  er  hat  von  der  Axe  den  Abstand 

-r-,  wo  8  der  Axenabstand  des  Schwerpunkts  ist.    Er  heisst  der  Mittelpunkt 

des  Stosses.  Selbstverständlich  ist  die  Angriffslinie  des  Stosses  nichts  anderes 
als  die  oben  bestimmte  Mittelaxe  des  Stosses,  mit  der  Specialbedingung,  dass 
ihr  Parameter  Null  sei.  Der  Werth  von  6  ist  in  der  That  hier  derselbe  wie  in 
Gl.  (3). 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeineren  Fall,  wo  die  Axe  der  z  nicht  Haupt- 
axe für  einen  ihrer  Punkte  ist  Es  existirt  dann  jederzeit  ein  Punkt  auf  ihr, 
für  welchen  l^yzdG  =  0.  Denn  hat  lyzdG  für  irgend  einen  Coordinatenanfang 
den  bestimmten  Werth  Z),  so  kann  man  durch  Verschiebung  des  Goordinaten- 
anfangs  auf  der  z-Axe  jedem  z  den  Werth  «-ha  ertheilen,  wo  a  eine  beliebige 
Grösse.  Es  wird  dann  aus  der  vorstehenden  Summe  ^yzdG-\-aI,ydG  =  D-ha  Gy,. 
Wenn  nun  yi,  wie  vorausgesetzt,  nicht  Null  ist,  so  kann  man  durch  passende 
Wahl  von  o  dem  aGyi  jeden  beliebigen  Werth  ertheilen,  also  auch  den  Werth 

Null,  indem  man  a  =  — -= —  setzt   Den  so  bestimmten  Punkt  nennen  wir  nach 

Ghelini  und  Schell,  die  das  Wort  freilich  in  beschränkterem  Sinne  gebrauchen, 
den  Knotenpunkt  der  festen  Axe.    Ist  die  feste  Axe  nicht  Hauptaxe  für  ihren' 
Knotenpunkt,  so  hat  für  diesen  Punkt  als  Anfang  Y,xzdG  nicht  den  Werth  Null, 
sondern  einen  endlichen  Werth  E.     Wir  haben  dann  die  Bedingungen,  wenn  S, 
Tj,  C  der  Angriffspunkt  des  Stosses  ist 

Der  Stoss  steht  also  nach  wie  vor  senkrecht  auf  der  durch  Axe  und  Schwerpunkt 
gelangten  Ebene,  aber  sein  Angriffspunkt  liegt  nicht  in  der  Höhe  des  Knoten- 
punkts, sondern  in  der  Höhe 

Die  Gleichung  n  =  5^—7)5  =  ?^  =  S^iÖm  =  Km  bleibt  erhaften  und  damit 
auch  die  Folgerung 


X2 


^l 
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Der  Mittelpunkt  des  Stosses  liegt  also  in  allen  Fällen  gleich  weit  Ton  der  Axe; 
aber  in  dem  Fall,  wo  die  feste  Axe  keine  Hauptaxe  der  Trägheit  ist,  liegt  er  in 
Bezug  auf  den  Knotenpunkt  höher  oder  tiefer  als  in  dem  entgegengesetzten. 

(In  vielen  Lehrbüchern  wird  die  Behauptung  aufgestellt,  ein  Mittelpunkt  des 
Stosses  existire  überhaupt  nur  dann,  wenn  die  feste  Axe  Hauptträgheitsaxe  für 
ihren  Knotenpunkt  sei;  dieselbe  ist  unrichtig  und  wird  meistens  dadurch  begrün- 
det, dass  man  von  vorn  herein  1  =  0  oder  C  ==  0  nimmt.  Erforderlich  für  die 
Existenz  eines  Stossmittelpunkts  ist  nur  die  Bedingung,  dass  die  feste  Axe  nicht 
durch  den  Schwerpunkt  von  G  geht.) 

Anm.  Besitzt  der  stossende  kleine  Körper  vor  dem  Stoss  die  Bewegungs- 
menge  yo»  nachher  y,  so  ist  y-^yo  dor  Impuls,  den  er  während  des  Stosses  be- 
kommen hat.  Nach  dem  Reactionsprincip  ist  also  yo-^y  der  Impuls,  welchen  er 
dem  Körper  O  mittheilt 

S87«  BewegrniigBglelchiiiigen  eoncreter  Probleme«  1.  Schwerer  Kör- 
per, der  sich  um  eine  horizontale  Axe  drehen  kann.  Die  Drehungsaxe 
sei  Axe  der  2(0;  die  Axe  der  E  gehe  durch  den  Schwerpunkt  von  G',  und 
die  der  x  gehe  senkrecht  abwärts ;  h  sei  der  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der 
Drehungsaxe.  Die  Schwere  wirkt  auf  Q  gerade  so,  als  ob  ihre  sämmtlichen  Kräfte 
im  Schwerpunkt  angriffen,  der  Betrag  ihrer  Resultante  ist  mg,  wenn  g  die  Be- 
schleunigung der  Schwere,  m  die  Masse  von  G,  Demnach  ist  —  U=  mgxi  =  mgh  cos  9. 
Die  Gleichung  der  Bewegung  wird  also 

oder,  wenn  man  K  ==  x'm  setzt, 

(2)        ^^-^-sm^. 

Gleichgewicht  ist  vorhanden,  wenn  9  =  0  oder  7  =  ic;  im  ersten  Fall  ist  es 
stabil.     Die  Gleichung  (2)  stimmt  überein  mit  der  Gleichung   eines  einfachen 

Pendels  von  der  Länge  -y-;   also  bewegt  sich  der  fragliche  Körper  ganz  wie  ein 

solcher;  er  heisst  desswegen  ^physisches  Pendel^,  und  -r-  heisst  die   reducirte 

0 

Länge  oder  die  „Pendellänge*'  von  O. 

Nennt  man  Xq  ^^^  Trägheitsradius  des  Schwerpunkts  für  die  Richtung  parallel 

x' 
zur  Drehungsaxe,  so  ist  x2  =  xJ-4-8',  die  Pendellänge  kann  also  auch  5+-^ 

0 

geschrieben  werden.    Der  Punkt  der  x  Axe,  welcher  von  der  Drehungsaxe  den 

X» 

Abstand  /  =  -—  hat,  heisst  der  Schwingungsmittelpunkt;  sein  Axenabstand 

0 

ist  identisch  mit  dem  des  Stossmittelpunkts  —  Im  weitem  Sinne  nennt  man  auch 

alle  diejenigen  Punkte  Schwingungsmittelpunkte,  welche  den  Abstand  /  von  der 

Drehungsaxe  haben.    Schwingungsaxe  heisst  eine  Gerade,  welche  parallel  der 

Aufhängungsaxe  durch  den  Schwingungsmittelpunkt  gezogen  wird;  nennen  wir 

ihren  Abstand  vom  Schwerpunkt  8',  so  ist  8'  =  --- ;  zwischen  dem  Schwerpunkts- 
abstand  der  Aufhängungsaxe   und   dem   der  Schwingungsaxe    besteht  also   die 
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Gleichung 

(3)        W  ==  xj. 

Beide  liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Schwerpunktes,  ihre  Endpunkte 
sind  in  Inyolution,  und  da  Gl.  (3)  erfüllt  bleibt,  wenn  man  l  und  h'  miteinander 
vertauscht,  folgt:  Hängt  man  ein  physisches  Pendel  an  der  Schwingungsaxe  auf, 
so  wird  die  frühere  Aufbängungsaxe  zur  Schwingungsaxe.  (Eater's  Reversions- 
pendel.) 

/  hat  den  gleichen  Werth  für  alle  £rzeugungslinien  eines  Gylinders  vom 
Radius  d,  dessen  Axe  durch  den  Schwerpunkt  geht  und  der  Aufbängungsaxe 
parallel  ist;  es  hat  aber  auch  den  gleichen  Werth  für  alle  Erzeugungslinien  eines 
Gylinders  derselben  Axe  vom  Radius  S';  alle  Erzeugungslinien  beider  Gylinder 
liefern  also  die  gleiche  Pendellänge,  d.  h.  Schwingungen  von  gleicher  Periode. 
/  wird  bei  gegebener  Richtung  der  Aufbängungsaxe  ein  Minimum,  wenn  S+^' 
ein  Minimum  ist,  während  hh*  =  xj.  Die  Aufgabe,  dies  Minimum  zu  finden, 
läuft  also  darauf  hinaus,  unter  allen  Rechtecken  vom  Inhalt  xj  dasjenige  zu  finden, 
welches  den  kleinsten  Umfang  hat;  dasselbe  ist  das  Quadrat,  für  welches  h  =  V 
und  8  =  tcq.  Im  Falle  des  Minimums  fallen  also  die  beiden  vorerwähnten  Gy- 
linder zusammen,  und  die  Pendellänge  ist  2xo. 

Die  Trägheitsradien  des  Massenmittelpunkts,  welche  den  Werth  Xo  haben, 
bilden  eine  Kegelfläche  zweiten  Grades;  es  giebt  daher  eine  Schaar  von  Gylin- 
dern,  deren  Axen  den  Erzeugungslinien  dieses  Kegels  parallel  sind,  und  die  alle 
derselben  minimalen  Pendellänge  2xo  entsprechen.  Das  minimum  minimorum 
von  /  erhält  man,  wenn  Xo  das  kleinste  von  allen  existirenden  Trägheitsmomenten 
des  Schwerpunkts  ist,  d.  h.  wenn  die  Aufbängungsaxe  parallel  der  grössten  Haupt- 
centralaxe  von  G  ist.  Die  Aufhängungsaxen,  welche  für  den  Körper  G  die 
kleinste  Schwingungszeit  liefern,  liegen  hiernach  auf  einem  Gylinder,  dessen  Axe 
die  Hauptcentralaxe  des  kleinsten  Trägheitsmomentes,  und  dessen  Radius  der 
Trägheitsradius  des  letzteren  ist. 

2.  Physisches  Pendel  mit  Luftwiderstand.  Der  Widerstand  der 
Luft  entsteht  theils  dadurch,  dass  die  Luft  am  Pendel  adhärirt  und  dass  diese 
adhärirenden  Luftschichten  sich  an  den  benachbarten  Lufttheilen  reiben,  theils 
dadurch,  dass  die  um  das  Pendel  herumströmende  Luft  hinter  demselben  Wirbel 
bildet,  deren  lebei^dige  Kraft  der  des  Pendels  entnommen  wird.  Derselbe  ist  eine 
recht  verwickelte,  zur  Zeit  nicht  theoretisch  berechenbare  Function  der  Wirbel- 
geschwindigkeit. In  Ermangelung  genauerer  Kenntniss  kann  man  annehmen, 
dass  das  Moment  des  Widerstandes   sich  darstellen  lasse  durch  einige  Glieder 

der  Maclaurin'schen  Reihe  a-^±b(-^]  +c(-7^) -4-«  ••,  in  welcher  die  Coef- 

at  ^  dt  ^  ^  dt  ' 

ficienten  a,  6,  c  etc.  von  der  Form  und  Grösse  des  Körpers  G  abhängen.     Die 

Differentialgleichung  der  Bewegung  lautot  dann 

Setzt  man  <^ -j-^t^i-^-)  "+"<-'(-?')  •••  =  ^,  so  stimmt  die  Gleichung  mit  der 

des  einfachen  Pendels  in  der  Luft  überein,  kann  also  nach  §  69  behandelt  werden. 

Sind  die  Amplituden  der  Schwingungen  sehr  klein,  so  dass  auch  -^  nur 
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sehr  kleine  Werthe  annimmt,  so  kann  man  die  Glieder,  welche  höhere  Potenzen 
von  -—-  enthalten,  yeruachlässigen  und  gleichzeitig  sin 9  durch  ;p  ersetzen;  die 
vereinfachte  Gleichung  (4)  lautet  dann 

Ehe  wir  dieselbe  integriren,  sollen  noch  zwei  andere  Probleme  behandelt  werden^i 
die  auf  die  gleiche  Bewegungsgleichung  fuhren. 

3.    Magnet  im  homogenen  Felde.     Der  Magnet  sei  um  eine  verticale 
Axe  dr^bar;   es  leuchtet  dann  ein,   dass  die  Schwere  auf  ihn  keinen  Einfluss 

O  TJ 

hat,  weil  die  Hohe  seines  Schwerpunkts  sich  beim  drehen  nicht  ändert,  -^ —  also 

Null  ist  Die  physikalische  Erfahrung  zeigt,  daas  der  Magnet  trotzdem  eine 
Kräftefunction  besitzt,  die  von  der  Einwirkung  des  Erdmagnetismus  herrührt. 
Und  zwar  ist  der  Werth  dieser  Kräftefunction  bestimmt  durch  den  Satz:  „Der 
Magnet  verhält  sich  so,  als  gäbe  es  zwei  in  ihm  feste  Punkte  pi  und  pj,  die  so- 
genannten Pole,  von  denen  der  erste  mit  der  Kraft  HJ  nach  der  magnetischen 
Nordrichtung,  der  andere  mit  der  Kraft  Hf  nach  der  magnetischen  Südrichtung 
gezogen  würde''.    Dabei  ist  H  eine  Grösse,  die  vom  Zustande  der  Erde,  /  eine 

solche,  die  vom  Zustande  des  Magnets  abhängt;  der  Polabstand  pxp^  hängt  gleich- 
falls vom  Zustande  des  Magnetes  ab. 

Wir  denken  uns  die  Axe  der  x  nach  dem  magnetischen  Norden  hin  gerichtet 

und  legen  die  Axe  der  (  parallel  zu  der  Pollinie  piPs-  Da  die  Kräfte,  welche 
an  pi  und  p^  angreifen,  parallel  und  entgegengesetzt  gleich  sind,  bilden  sie  ein 
Paar,  und  da  dies  Paar  ein  freier  Vector  ist,  wird  die  Allgemeinheit  der  Unter- 
suchung nicht  beeinträchtigt,  wenn  man  annimmt,  die  Punkte  pi  und  p^  liegen 
auf  der  Axe  der  (  selbst,  in  entgegengesetzt  gleichen  Abständen  von  der  z  Axe.    Der 

Abstand  zwischen  pi  und  der  z  Axe  sei  /,  pip^  also  2/.  Die  Kraft  Hf  an  pi  ist 
stets  nach  x  gerichtet,  bezeichnet  man  also  das  x  von  pi  mit  x^,  so  ist  ihre  Kräfte- 
function offenbar  — Hfxx^  oder  dax)  ==  /cos 9,  ist  sie  — H/lcos^,  Ebenso  ist  die 
Xräftefunction  von  p^  durch  — Hfl  cos  tf  ausgedrückt,  da  die  an  pi  thätige  Kraft 

—  ff/  und  X9  =  — /coscp  ist.     Die  Gesammtkräftefunction  des  Magnetes  ist  also 

—  2jE".//.cos9,  oder,  wenn  man  2//=sm  setzt,  — ffmcos^.  Demnach  wird  die 
Gleichung  der  Bewegung  des  Magnets,  ohne  Rücksicht  auf  Luftwiderstand 

K^  =  —  Ämsincp. 

Das  ist  wieder  die  Pendelgleicbung  mit  der  Pendellänge  -^-  •    Der  schwingende 

Magnet  erfährt  nun  1)  Luftwiderstand,  2)  wenn  er  in  der  Nähe  metallischer 
Massen  schwingt,  einen  Widerstand  durch  Inductionsstrome,  die  er  in  jenen  erzeugt 
Der  zweite  Bestandtheil  des  Widerstandes  ist,  wenn  die  metallischen  Massen  um 

die  Drehungsaxe  centrisch  angeordnet  sind,  genau  proportional  mit  -—,  der  erste 

kann  bei  kleineren  ^ ,  wie  ad  (2),  angenähert  proportional  mit  -j^   genommen 

dt 

werden;  dann  ist  der  Gesammtwiderstand  gleich  a-^,  wo  a  eine  Gonstante,  und, 
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wenn  noch  ^  statt  sin  9  gesetzt  wird, 

d^m        Hm  dfp        ^ 

die  Differentialgleichung  des  „gedämpften*'  Magnets.  Sie  stimmt  in  der  Form 
mit  (5)  überein. 

4)  Torsionspendel.     Der  Körper  G   sei  vertical  an  einem  Draht  aufge- 
•hängt,  und  der  Draht  so  an  G  angesetzt,  dass  O  sich  frei  um  den  Ansatzpunkt 

drehen  kann;  dann  liegt  im  Ruhezustand  der  Schwerpunkt  von  G  auf  der  Ver- 
längerung der  Drahtaxe.  Wird  nun  der  Draht,  dessen  Axe  die  Axe  der  z(Q 
sei,  tordirt,  so  entwickelt  er  ein  Kräftepaar,  dessen  Moment  in  die  z  Axe  fallt 
und  welches  proportional  dem  Torsionswinkel  9  ist  So  weit  es  sich  bloss  um 
die  Wirkung  dieses  Moments  handelt,  könnte  die  Axe  der  C  ^uch  befestigt  wer- 
den, ohne  dass  die  Bewegung  sich  änderte;  ihre  Gleichung  ist  demnach  ohne 
Rucksicht  auf  Luftreibung 

^9 ?__ 

wo  e  eine  Constante,  nämlich  dasjenige  Moment  ist,  welches  der  Draht  fiir  <p  =  1 
entwickelt.     Wirkt   der  Luftwiderstand  auf  (?,   so   kann  derselbe  bei  nicht   zu 

grosser  Winkelgeschwindigkeit  wieder  gleich  a  -j-  gesetzt  werden,  und  die  Glei- 
chung der  Bewegung  ist  dann 

was  wieder  eine  Gleichung  Ton  der  Form  (5)  ist. 

5)  Integration  der  Gleichung  (5).  Die  Gleichung  einer  gedämpften 
Schwingung,  in  welcher  nur  die  erste  Potenz  der  Winkelgeschwindigkeit  berück- 
sichtigt wird,  hat  also  allgemein  die  Form, 

(5)        ^+„.,+24  =  0, 

WO  n'  zur  Abkürzung  für  den  (positiven)  Goefficienten  von  9,  und  — 2e  statt  a 

geschrieben  ist.  Setzt  man  abkürzend  j/e'— n'  =  r,  so  ist  das  vollständige  Inte- 
gral der  Gl.  (2) 

worin  A  und  B  die  Integrationsconstanten  sind.  Wir  bestimmen  dieselben  mit 
der  Annahme ,    dass  zur  Zeit  t  =  0  der  Körper  G  seine  Maximalelongation  ^o 

habe,  also  7  =  90  und  -^  =  0  sei.    Das  giebt  die  Bedingungen 

9o  =  2l-f.ß    und    0  =  — e(4-hB)— r{il— J5), 
A=f^^^,    5  =  90-^^-     Also  ist 
(5a)         <P  =  -^  e-*'[(r-|-e)  6r*-|-(r-  e)6-r<]. 

Ist  nun  zunächst  e  =  0,  die  Dämpfung  also  verschwindend,  so  ist  r  as  tn,  wo 

i  =  V-  1,  und  damit 

9  =  <poCOsn/, 
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was  sich  auch  in  bekannter  Weise  aus  der  ersten  Gleichung  Yon  Nr.  4   ergeben 
hätte.    Die  ganze  Schwingungszeit  (von  9  =  90  ^^s  ^  =  ^o)  ^^t  dann 

2ir 


(5b)         T== 


n 


Ist  e  kleiner  als  n,  die  Dämpfung  also  massig,  so  ist  r  =  l/g^ — n*  imaginär. 
Setzt  man  r  =  tp,  also  p  =  J/n'  —  e",  so  erhält  man  aus  Gl.  (5a) 

<p = «?.«-«[ — 2 — -^7  — 2? — J' 

d.  i. 

(5c)        9  =  9o*~"|  cosp^H sinpM. 

r 

VIT 

Für  /  =  —  wird  «  zu  Null,   wenn  v  eine  ganze  Zahl,   die  Bewegung  ist 
P 

also  eine  Schwingung,  deren  halbe  Periode  — ,  deren  ganze  Periode  Xi;  also 

P 

(5d)         T,=^ 

P 

ist     Aus  dem  Vergleich  mit  (5  b)  ergiebt  sich  Xi  == — x=:  x.    Die 

P  Yfi^^t^ 

Schwingungszeit  wird  also  durch   die  Dämpfung  im  Verhältniss  Ton  n :  Yn^  —  e' 

verlängert 

Bezeichnet  man  9  in  zwei  auf  einander  folgende  Ruhelagen,  die  um  —  zeit- 

P 
lieh  von  einander  abstehen,  mit  91  und  93,  so  ist,  wenn  v  für  91  eine  gerade 

Zahl  ist  und  gleich  2y  gesetzt  wird 

9i  =  ff^e-^i  I  cos  271c H sin  271c  1  ==  90  e—^h, 

<p,  =  9oe""*V'"^7)  [cos(2T+l)ic-h  — sin(2y-hl)it]  =  ~9o«~*V'"^7/. 

Also  ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

n  Ti 

9j=9i.«      ?  =9i«      ^ » 

(5e)        log<pi  — log<p2  ==  e-y-' 

Die  natürlichen  Logarithmen  der  Amplituden  nehmen  also  yon  einer  zur  anderen 

halben  Schwingung  um  -^Xj  ab.    Man  nennt  e-^  nach  Gauss  das  ^logarithmi- 

sche  Decrement"  der  Schwingungen.  Ist  dasselbe  durch  Messung  ermittelt,  so 
liefert  Gl.  (5e)  ein  einfaches  Mittel  zur  Bestimmung  von  e.  Wir  bezeichnen  es 
mit  X. 

Aus  den  Gleichungen  (5d},  (5  b)  und  (5e)  lassen  sich  e  und  n  eliminiren; 
man  findet 

X»  xj 
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als  die  Beziebung  zwischen  t,  ti  und  X,  welche  practisch  wichtig  ist,  weil  sie  zur 
Bestimmung  von  t  dient,  wenn  Ti  und  X  gegeben  sind. 

Ist  e  grösser  als  n,  die  Dämpfung  also  bedeudend,  so  ist  r  reell,  übrigens 
r<6.    Gl.  (5  a)  lässt  sich  dann  schreiben 

<p  =  -|^[(e-hr)«('— *)'—(«  — r)6-(r-HF)f]. 

LT 

7  lässt  sich  also  ansehen  als  die  Differenz  zweier  Ausschläge,  die  sich  mit  wach- 
sender Zeit,  weil  beide  Exponenten  (r — e)  und  —  (r-he)  negativ  sind,  der  Null 
nähern,  ohne  jemals  das  Zeichen  zu  wechseln.  G  nähert  sich  also  asymptotisch 
der  Nulllage;  seine  Bewegung  wird  aperiodisch.  Der  für  die  Theorie  der  gal- 
vanischen Messinstrumente  wichtige  Fall  ist  näher  untersucht  von  E.  Dnbois- 
Reymond  in  den  Monatsber.  der  Berl.  Acad.  1869  und  1870. 

Beim  Pendel  kommt  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  nur  der  Fall  e<n 
vor,  bei  Magneten  wird  der  Fall  c>n  vielfach  absichtlich  hergestellt. 

6)  Schräge  Fallthür,  Horizontalpendel.  Der  schwere  Körper  Q  sei 
an  einer  Axe  aufgehängt,  die  mit  der  Yerticalen  den  Winkel  a  macht.  Die  Axe 
der  X  liege  in  der  Ebene  des  Winkels  a;  die  der  E  gehe  durch  den  Schwerpunkt 
von  G,  und  der  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der  Axe  der  z(^  sei  S,  die  Axe 
der  z(0  nach  oben  positiv. 

Macht  die  Axe  der  S  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  7,  so  hat  der  Schwer- 
punkt von  G  im  System  der  x,  y,  z  die  (Koordinaten  (cos  9,  Ssin^,  0.  Man  lege 
nun  durch  den  Anfangspunkt  der  beiden  Coordinatensysteme,  des  ruhenden  und 
des  beweglichen,  ein  neues  Coordinatensystem  der  ;,  %  3,  dessen  3  Axe  vertical 
steht,  und  dessen  jr  Axe  in  der  Ebene  des  Winkels  a  liegt  Dann  macht  die 
Axe  der  3 

mit  X  den  Winkel  -^-|-a,    mit  y  den  Winkel  tc,    mit  z  den  Winkel  a. 

Also  ist  das  3  des  Schwerpunkts 

3j  =  Scos^cos  (-^  -haj+Ssin^cosTc-l-O.cosa  «=  — (cosipsina. 

Die  Potentialfunction  ü  der  Schwere  ist  aber  3^,  wenn  m  die  Masse  von  G,  also 

U= — ^»iBsinacos^, 

dU  ... 

^ —  =  — gm  0  sina  sin  ^. 

Folglich  die  Gleichung  der  Bewegung 

—-L-  -=s  — ^— -ösmosm®. 
dt^  K  ^ 

Das  ist  die  Gleichung  des  physischen  Pendels,  wenn  man  sich  die  Beschleunigung 
der  Schwere  im  Verhältniss  von  l:sina  verkleinert  denkt,  oder  die  Gleichung 

eines  Pendels  von  der  Länge  -5—; •      Ist   sina    sehr   klein,   so    werden    die 

°      osina 

Schwingungen  sehr  langsam;  der  Apparat  ist  dann  das  Zöllner'sche  Horizontal- 
pendel. 

7)  An  einem  verticalen  Faden,  dessen  Torsion  für  den  Ausschlagswinkel  1 
das  Moment  t  liefert,  ist  ein  kleiner  Balken,  dessen  Masse  vernachlässigt  werden 
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kann,  in  der  Mitte  aufgehängt.  An  jedem  Ende  trägt  derselbe  eine  homogene 
Kugel  Ton  der  Masse  91;  die  Länge  des  Balkens,  vom  Mittelpunkt  der  einen 
Kugel  bis  zu  dem  der  anderen  gerechnet,  ist  2^  Auf  der  Verlängerung  der  im 
Torsionsgleichgewicht  befindlichen  Balkenaxe,  im  Abstände  D  von  der  Balken- 
mitte liegt  der  Mittelpunkt  einer  schweren  homogenen  Kugel  von  der  Masse  (i. 
Zur  Zeit  Null  wird  dem  Balken  ein  Ausschlag  90  mitgetheilt  und  er  wird  in  der 
Lage  7o  ruhend  losgelassen;  welches  ist  die  Gleichung  seiner  Bewegung? 

288.  Oleichirewichtsprobleme.  1)  Schräge  Fallthür  unter  dem  Ein- 
fluss  der  Schwere  allein.  Es  leuchtet  ein  (siehe  2d7  No.  6),.  dass  die  Fall- 
thür im  Gleichgewicht  ist  für  sin 9  =  0,  also  wenn  ihr  Schwerpunkt  in  der  Ebene 

des  Winkels  a  liegt    Liegt  er  unter  der  Axe  (9  =  0),  so  ist  -^-^  positiv,  also 

das  Gleichgewicht  stabil,  liegt  er  über  der  Axe  (<p  =  n),  so  ist  das  Gegentheil 
der  Fall.  Zur  vollständigen  Discussion  ist  nun  noch  erforderlich,  die  Kräfte  fest- 
zustellen, denen  die  Angeln  ausgesetzt  sind. 

Für  9  =  0  macht  die  abwärts  gerichtete  Verticale  mit  den  Axen  die  Winkel 

(IC  \       w 

-9 «)i  -9"»  ^ — *•    "^Isö  ^^^^  ^i®  Kräfte,  mit  welchen  die  Schwere  am  Schwer- 
punkt von  O  angreift 

X  =  mpsina,     Y  =  0,    Z  ==■  —  mg  cos  a. 

Und  da  der  Schwerpunkt  auf  der  Axe  der  x  liegt,  sind  ihre  Momente  (xi  =  S, 
Vi  =  0,  r,  =  0) 

Z  =  0,     M  =  Sm^cosa,    iV  =  0. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  die  Angeln  in  zwei  Punkten  z*  =^  l  und  «"  =  --  / 
angebracht  sind,  welche  symmetrisch  gegen  den  Coordinatenanfang  liegen.  Nach 
284  Gl.  (4)  sind  dann  die  Kräfte,  welche  auf  die  Angeln  wirken,  bestimmt 
durch 

Z'-4-Z"  =  — m^coso, 

-,        /sin  a -1-8  cos  a           „„        /sin« — 8cosa 
2  = ^^ mg,      2    = ^^ mg. 

Die  Kraft  S\  welche  auf  die  obere  Angel  wirkt,  ist  in  x  immer  positiv,  zieht 
also  den  Kloben  aus  der  Wand,  S"  wechselt  sein  Zeichen,  je  nachdem  tanga  ^-r- 

ist.    Ist  tanga<  — ,  so  wird  der  untere  Kloben  in  die  Wand  hineingedruckt. 

8  nur 

Ist  insbesondere  0  =  0,  steht  also  die  Axe  senkrecht,  so  wird  S'  rs^  —^ , 

E"  = ^  die  beiden  Druckkräfte  sind  entgegengesetzt  gleich ;  die  obere  zieht 

den  Kloben  nach  aussen,  die  untere  druckt  ihn  herein. 

TC 

Für  a  =  -^,  horizontale  Axe,  wird  7J  =  Z"  =  0  und  jede  der  beiden  An- 

geln  hat  die  Hälfte  vom  Gewicht  der  Thür  zu  tragen. 

2)  Schräge  Fallthiir,  an  der  eine  fremde  Kraft  wirkt.  Eine  fremde 
Kraft  P  ziehe  an  der  Fallthür.     Damit  die  Rechnung  nicht  zu  weitläufig  werde, 
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nehmen  wir  an,  P  greife  auf  der  Axe  der  6  in  5  =  c  an  und  stehe  senkrecht 
auf  der  Ebene  der  K;  die  Bezeichnungen,  wie  im  vorigen  Beispiel.  P  zahlt  po- 
sitiv, wenn  es  in  der  Richtung  der  positiven  7  wirkt. 

Macht  die  Axe  der  6  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  <p,  so  macht  die  Axe 
der  72  mit  den  drei  Axen  der  x,  y,  z  die  Richtungscosinus 

—  sin<p,    cos^,    0, 
also  zerfallt  die  Kraft  P,  da  sie  nach  dem  Obigen  die  Richtung   der  ij  hat,   in 
die  drei  Gomponenten 

—  Psin<p,    Pcoscp,    0. 
Ihr  Angriffspunkt  ,hat  die  Coordinaten  E  =  c,  ij  =  0,  C  ==  0,  oder  x  =  ccostp, 
^  =  csin^,  2  =  0;  ihre  6  Coordinaten  sind  also 

—  Psin^,    Pcos^,  0, 

0,  0,         Pe  (cos«  9  -f-  sin»  9)  =  Pc 

Andererseits  greift  die  Schwere  im  Punkte  6  =  8,  ^  =  0,  C  =  0  oder 
:r  =  Bcos<p,  y  =  Jsin<p,  2  =  0  mit  der  Kraft  mg  an  und  macht  mit  den  Axen  der 
X,  ^,  z  die  Richtungscosinus 

•     sin  0,    0,    —  cos  a. 
Der  Gravitationsdruck  der  Thür  hat  also  die  Coordinaten 

mg  sin  a,  0,  —  mg  cos  a, 

—  Bm^cosasin^,     -I-Jmpcosacos^,    — Bw^sinasin^. 
Die  explicite  Dyname,  welche  an  der  Thür  gegeben  ist,  hat  also  die  Coordinaten 
X  =  »i^sina— Psintp,      Y  =  Pcos<p,  Z  =  — »i^cosa, 

L  =  —  8»n^cosasin<p,      M  =  Sm^cosacostp,    N  =■  Pc  — 8»»^  sin  a  sin  <p. 
Die  Gleichgewichtsbedingung  ist  hiernach 

(1)        iiw^sinasincp  =  Pe* 
Und  die  Angeln  erleiden  die  Kräfte 

Z'-hZ"  =  — mycosa, 
S'  =  ^>»ysina-P8iny)-f^myco8«cosy  _  j^(i^  lsin«9)sina-h Aeosacos^p}, 

S"  =  ifii^|(l sin«<p)sina ^cosacostpj, 

H'  =iw^|  —  sinocos<p-|--T-cosa>sin<p, 

H"  =  JfBp| — sinocos<p ^cosalsintp. 

Die  Werthe  von  H'  etc.  ergeben  sich  aus  284  Gl.  (4),  wenn  man  P  mit  Hülfe  von 

(1)  eliminirt. 

Das  Zöllner'sche  Horizontalpendel  ist  die  wesentlich  als  statischer  Apparat 
gedachte  schräge  Fallthür  mit  sehr  kleinem  Winkel  o:  aus  GL  (1)  folgt,  dass  bei 
kleinem  a  schon  ein  kleines  P  genügt,  um  dem  <p  einen  merklichen  Werth   zu 

ertheilen. 

3)  Zugbrücke.  Die  Axe  der  z{Q  liege  horizontal;  senkrecht  über  ihr,  im 
Punkte  ar  =  0,  j  =  0,  y  =  Ä  ist  ein  gewichtsloser  Faden  über  eine  (als  Punkt 


Gleichgewicht;  schräge  Fallthür  und  Zugbrücke.  g73 

A  betrachtete)  Rolle  gezogen,  an  dem  eine  Kraft  P  zieht;  der  Faden  ist  im 
Punkte  i  =  e^  ^  =  0,  C  =  0  am  Korper  der  Zugbrücke  G  befestigt;  die  Gleich- 
gewicbtsbedingung  soll  discutirt  werden. 

Liegt  die  Zugbrücke  auf,  so  liegt  die  Axe  der  E  horizontal  in  der  Axe  der 
x;  wir  rechnen  den  Winkel  <p  von  dieser  Lage  aus  nach  oben.  Ist  dann  m  die 
Masse  der  Zugbrücke,  5  der  Abstand  ihres  Schwerpunkts  Yon  der  z-Axq,  so  greift 
die  Schwere,  wenn  <p  irgend  einen  Werth  hat,  an  ihr  im  Punkt  x  =  Sco8(p, 
y  =  6sin<p,  z  =sO  an  mit  den  Gomponenten 

0,       .  —  mg,        0, 
und  mit  den  Momenten 

0,       0,       — myScoscp. 

Die  Kraft,  mit  welcher  der  Faden  an  der  Brücke  zieht,  hat  die  absolute  Grosse 
P;  sie  greift  an  im  Punkte  x  =  ccos^,  y  =  csincp,  z  =  0,  und  sie  ist  von  diesem 
Punkte  hingerichtet  nach  dem  Punkt  x  =  0,  y  =  h^  2  =  0.  Die  gerade  Linie, 
nach  welcher  diese  Kraft  gerichtet  ist,    liegt  also  in  der  xy-Ebene   und  hat  in 

d(eser  die  Gleichung  y  = x+ä,   d.  h.  sie  macht  mit  den  Axen  der 

°    ^  CCOSfip 

X,  yy  z  die  Richtungscosinus  . 

__  ccoso  __  csinop — Ä 

4- —  ,       H- —  =r  ,        ü. 

jrc'-f-A* — 2Äcsinfip  Kc*+A*  —  2Ac8in<p 

Die  negativen  Vorzeichen  sind  zu  wählen,  wie  sich  leicht  ergiebt,  wenn  man 
A  >  /  annimmt  und  die  Richtung  von  P  für  diesen  Fall  betrachtet  P  hat  also 
die  Coordinaten 

—  P(ßC08  9  — P(csin9 — h)  ^ 

j^c«-hÄ3  — 2Äc8intp'       yc2  +  Ä»— 2Äcsincp  ' 

P/ic  COS  9 


0,  0 


y/s+AS— 2Äcsin<p 

Folglich  ist  die  Gleichgewichtsbedingung  mit  Weglassung  des  Factors  cos(p 

Phc 


Kc»+A>— 2Acsintp 


—  mgh  =  0    oder 


hc 

Man  findet  leicht,  dass  V c' -f-A' — 2Acsin9  nichts  anderes  ist  als  die  Länge 
des  Fadens  zwischen  der  Stelle  x  =  0,  y  =  A,  «  =  0,  wo  er  über  die  Rolle  geht 
und  der  Stelle  x  =  ccos<p,  y  =  csin<p,  z  =  0,  wo  er  an  der  Brücke  befestigt  ist 
Setzt  man  diese  Länge  gleich  X,  so  lässt  sich  die  Gleich gewichtsbedingung  kürzer 
schreiben 

(1)      p=^x. 

nc 

Erzeugt  man  die  Kraft  P  dadurch ,  dass  man  am  freien  Ende  des  Fadens 
eine  schwere  Masse  Q  von  der  Rolle  herabhängen  lässt,  so  ist  das  Gleichgewicht 
stets  labil:  denn  P  ist  dann  ein  für  allemal  gleich  ^Q;  ist  nun  das  Gleichgewicht 
für  X  =  Xo  vorhanden,  also  hcgQ  =  mgh)^y  und  man  lässt  Xo  um  die  unendlich 
kleine  Grosse  <0^  abnehmen,  so  ist  nunmehr  hcgQ>  mgh(kQ — dk),  also  ist  Q  zu 
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schwer,  und  strebt  die  Abnahme  Yon  X  zu  yergrössern;  umgekehrt  strebt  X  sich 
zu  vergrössem,  wenn  man  Xo  um  ein  positives  dk  zunehmen  lässt. 

Will  man  das  Gleichgewicht  indifferent  machen,  so  bietet  sich  als  einfachster 
Weg  dar  die 

b)  Zugbrücke  mit  Tauchgewicht.  Man  kann  die  Kraft  P  dadurch 
variabel  machen,  dass  man  das  Gewicht  Q  beim  Sinken  in  eine  Flüssigkeit  tauchen 
lässt.  Taucht  das  Volumen  V  des  Körpers  Q  in  ein  Fluidum  von  der  Dichtig< 
keit  Z>,  so  wird  bekanntlich  durch  den  Auftrieb  der  Antheil  VDg  der  Kraft  Q^ 
annuiiirt.  Die  restirende  Kraft  ist  also  g{Q —  VD).  Nun  ist  V  eine  Funktion 
der  Tiefe  des  Eintauchens,  also,  wenn  Xo  diejenige  Länge  X  bezeichnet,  welche 
der  horizontalen  Lage  der  Brücke  entspricht,  ist  V  =  /(X^  —  X),  wo  /  irgend  eine 
Function  bezeichnet.  Soll  nun  die  Brücke  in  indifferentem  Gleichgewicht  sein, 
so  muss  die  restirende  Kraft  der  Bedingung  (1)  entsprechen,  d.  h.  es  muss  sein 

Q-Z)/(Xo-X)=     '"^ 


hc 
Diese  Gleichung  ist  zu  erfüllen,  wenn  wir  setzen 

und     /(Xo— X)«=- 


X. 


Q  =  ^Xo 


m( 


(Xo-X). 


hc   ^  "^^       '  Dhc 

Die  zweite  Gleichung  zeigt,  dass  F proportional  mit  Xo  — X  ist;  die  Masse  Q  muss 
also  die  Gestalt  eines  Cylinders  oder  Prismas  von  der  Länge  Xo  haben,  dessen 
untere  Endfläche  in  der  Horizontallage  der  Brücke  gerade  die  Flüssigkeitsober- 
fläche berührt  und  dessen  Länge  Xo  ist  Die  erste  giebt  das  Gewicht  von  Q;  der 
Querschnitt  des  Cylinders  muss  so  gewählt  sein,  dass  die  von  ihm  verdrängte 
Wassermasse  gerade  das  Gewicht  Q  hat 
4)  Feste  Rolle.    Rad  an  der  Welle. 

5)  Waagebalken.  Die  feste  Axe  £(0 
wird  dargestellt  durch  die  mittlere  Schneide 
A  des  Balkens.  Die  Ebene  der  jry  werde 
durch  den  Schwerpunkt  8  desselben  gelegt; 
sie  schneide  die  Endschneiden  in  B  und 
C,  und  es  sei  angenommen,  dass  die  Wag- 
schaalen  mit  ihren  Belastungen  in  B  und  C 
angreifen;  die  eine  Wagschaale  nebst  den 
aufgelegten  Gewichten  habe  die  Masse  /*, 
die  andere  entsprechend  Q.  Das  Gewicht 
des  Balkens  sei  O.  Das  Perpendikel  von 
A  auf  die  Gerade  CB  sei  AE  =  p ,  und 
EB  =  ky  EC^  /.  AS  mache  mit  AE  den 
Winkel  ^,  und  AS  mit  der  abwärts  ge- 
richteten Yerticalen  den  Winkel  cp.  Wie 
lautet  die  Gleichgewichtsbedingung  und 
wie  lassen  sich  die  Grössen  f,  ^,  so  wie 
die  Beziehung  zwischen  /  und  k  durch  Wägung  ermitteln,  insbesondere,  wenn 
angenommen  wird,  dass  p,  ^  und  / — k  sehr  kleine  Grössen  sind? 

289«   Impukprobleme.   1)  Ein  rechteckiges  Brett  von  der  Höhe  2a,  Breite  26, 
Dicke  2c,  Dichtigkeit  D  ist  um  eine  verticale  Axe   drehbar,   welche  durch  die 
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Mitte  seiner  schmal-langen  Seitenfläche  verläuft.  Senkrecht  gegen  die  Mittelebene 
des  Bretts  (Ebene  der  xz)  wird  eine  Flintenkugel  von  der  Masse  m  geschossen; 
dieselbe  kommt  bei  der  ruhenden  Yorderfläche  des  Bretts  mit  der  Geschwindigkeit 
vq  an  und  verlässt  die  Hinterfläche  desselben  mit  der  Geschwindigkeit  vi;  das 
Yon  ihr  herausgerissene  Holz  sei  zu  vernachlässigen.  Welches  wird  die  anföng- 
liehe  Winkelgeschwindigkeit  des  Brettes,  wenn  /  der  Abstand  der  Schusswunde 
von  der  z-Axq  ist? 

Die  Axe  der  Z  gehe,  wie  bisher,  durch  den  Schwerpunkt  des  Brettes  G, 
Dann  ist  offenbar  die  Axe  der  z  eine  Hauptträgheitsaxe  in  Bezug  auf  den  Goor- 
dinatenanfang,  und  der  Schwerpunkt  hat  von  ihr  den  Abstand  6.  Das  Trägheits- 
moment der  Thür  in  Bezug  auf  die  verticale  Schwerpunktsaxe  ist  -^  G(b^-hc^ 
=  Ja6c(6'+c')i[);  dasjenige  in  Bezug  auf  die  «-Axe  also 

Die  Flintenkugel  hat  vor  der  Berührung  mit  der  Thür  die  Bewegungsmenge 
mvQ^  nachher  mvi,  also  hat  sie  die  Bewegungsmenge  m(vQ — vi)  verloren;  diese 
hat  das  Moment  ^(ro  — ri).  Die  Gleichung  der  Geschwindigkeit  wird  also  nach 
rfcpo 
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wo  für  K  der  obige  Werth  einzusetzen  ist. 

Wo  liegt  der  Mittelpunkt  des  Stosses?  Wie  gestaltet  sich  die  Aufgabe,  wenn 
die  Kugel  in  dem  Brett  stecken  bleibt,  wie,  wenn  die  Kugel  mit  der  Geschwin- 
digkeit Vq  ankommt,  und  mit  der  Geschwindigkeit  — vi  zurückprallt? 

2)  Ballistisches  Pendel;  wie  gross  wird  der  Ausschlag,  wenn  man  eine  Flin-  . 
tenkugel  längs  der  Richtung  der  Mittelaxe  des  Stosses  hineinschiesst? 

3)  Ein  schwerer  homogener  Cy linder 
rotirt  um  seine  verticale  Axe  mit  der  Win- 
kelgeschwindigkeit (I).  Die  Axe  desselben 
steht  unten  bei  B  fest  in  einer  kegelförmi- 
gen Vertiefung,  oben  liegt  sie  bei  D  einem 
festen  Halblager  an,  das  andere  Halblager 
C  ist  beweglich  und  wird  durch  einen 
über  eine  Rolle  E  gehenden  Faden  mittels 
des  Gewichtes  P  gegen  D  angedrückt.  Das 
Gewicht  des  Fadens  und  des  Lagers  C  sei 
gegen  P  zu  vernachlässigen;  die  Richtung  CD 
sei  Ost  -West  In  der  Horizontal  ebene  seines 
Schwerpunkts  bei  A  besitzt  der  Cylinder  eine 
Nase,  deren  Gewicht  zu  vernachlässigen  ist, 
und  mittels  deren  er  in  dem  Augenblick,  wo 
A  gerade  nördlich  von  der  Axe  steht,  plötzlich 

festgehalten  wird.    Welchen  Sinn  muss  seine  Rotation  haben,  wenn  das  Gewicht 
P  im  Augenblick  des  Festhaltens  in  die  Höhe  fliegen  soll,  und  wie  hoch  fliegt  es? 
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£.    Der  starre  Korper  mit  einer  gebimdenen  Ebene. 
(Starres  Gebilde  in  zwei  Dimensionen.) 

1.    Lage  und  Lagenunterschiede  eines  ebenen  Gebildes  F. 

340.  Als  „gebunden^  bezeichnen  wir  eine  Ebene  des  starren 
Korpers,  wenn  sie  genöthigt  ist,  fortwährend  mit  einer  bestimmten 
Ebene  des  ruhenden  Raums  zu  coincidiren.  Fällt  eine  dem  Körper 
G  angehörige  Ebene  der  $,  i;  beständig  in  die  ruhende  Ebene  der 
^,  y,  so  leuchtet  ein,  dass  alle  Punkte  von  G  sich  in  Bahnen  be- 
wegen müssen,  welche  parallel  der  Ebene  der  x^y  sind.  Die  Bewe- 
gung von  G  kann  also  als  „Bewegung  parallel  einer  festen 
Ebene  der  a?,  y"  bezeichnet  werden.  Ferner  ist  klar,  dass,  wenn 
man  in  irgend  einem  Punkt  der  $,  i; -Ebene  ein  Perpendikel  X  zu 
dieser  Ebene  errichtet,  alle  der  Linie  A  angehörigen  Punkte  in  glei- 
chen Zeiten  congruente  Bewegungen  ausführen.  Es  genügt  also,  die 
Bewegung  der  $i}-£bene  in  der  Ebene  der  xy  zu  untersuchen;  kennt 
man  die  Bewegung  eines  Punkts  n  der  ^i;-Ebene,  so  kennt  man  da- 
mit auch  die  Bewegung  aller  Punkte  einer  Linie  A,  welche  senkrecht 
zu  $1}  steht  und  ihren  Fusspunkt  in  n  hat. 

Dreht  sich  G  um  eine  Axe  /(A),  die  natürlich  nur  senkrecht  zur 
Ebene  der  xy  sein  kann,  so  dreht  sich  die  Ebene  der  $,  ij  um  den 
Punkt  p(n)^  in  welchem  l{l)  die  Ebene  der  xy  schneidet.  Statt  der 
Drehungsaxen  l  treten  also  in  unserer  Betrachtung  Drehungscentra  p 
auf.  Umgekehrt  kann  man  sich  alle  Drehungscentra,  welche  in  der 
Untersuchung  vorkommen,  als  Fusspunkte  von  Axen  Z(A)  vorstellen, 
die  senkrecht  zur  Ebene  der  xy  stehen,  und  indem  man  das  thut, 
überträgt  man  die  Ergebnisse  der  Betrachtung  von  der  Ebene  der  ^i; 
auf  den  räumlichen  Körper  G. 

Jede  Kraft,  welche  an  einem  Punkt  von  G  angreift,  läsat  sich 
in  drei  Componenten  zerlegen,   von  denen  die  beiden  ersten,  X  und 
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y,  der  a?y- Ebene  parallel  sind,  während  die  dritte,  Z,  auf  der  xy- 
Ebene  senkrecht  steht.  Es  ist  klar,  dass  die  letztere  keine  Arbeit  thun 
kann,  sondern  durch  die  Bindung  der  Ebene  der  ^i;  angehoben  wird. 
Zur  Vereinfachung  kann  man  sich  also  auf  die  Betrachtung  der  Com- 
ponenten  X  und  Y  beschränken,  oder  man  kann  annehmen,  dass  von 
vorn  herein  nur  Kräfte  gegeben  seien,  welche  parallel  der  ^^-Ebene 
wirken.  Diese  Kräfte  können  hervorbringen  1)  eine  Verschiebung  von 
6,  welche  parallel  der  a:y-Ebene  ist,  2)  eine  Drehung  von  G.  Die 
letztere  kann  nur  um  eine  Axe  l(Jk)  statt  finden,  welche  senkrecht 
zur  ^y-Ebene  steht.  Nehmen  wir  diese  Axe  im  Augenblick  der  Be- 
trachtung zur  Axe  der  zß),  so  bringt  demnach  die  Kraft  X,  Y  nur 
eine  Drehung  um  die  Axe  der  z  hervor;  d.  h.  von  den  drei  Momenten 
Z/,  M^  N  der  Kraft  X,  Y  sind  die  beiden  ersten,  L  und  i/,  unwirksam, 
und  es  kommt  nur  2V  in  Betracht.  Ist  aber  $,  i},  C  der  Angriffspunkt 
der  Kraft,  so  ist  iV=  l^Y — ijX,  und  N  ändert  sich  nicht,  wenn  wir 
die  Kraft  statt  in  $,  i;,  £,  im  Punkte  $,  i},  0  angreifen  lassen;  d.  h. 
man  kann,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  einzuschränken, 
von  vorn  herein  annehmen,  dass  die  an  G  thätigen  Kräfte  in  der 
«y-Ebene  selbst  liegen. 

Somit  reducirt  sich  die  Untersuchung  des  Körpers  mit  gebun- 
dener Ebene  auf  die  „Mechanik  eines  starren  Gebildes  in  zwei  Di- 
mensionen^ ;  der  Körper  G  wird  kinematisch  ersetzt  durch  seine  Pro- 
jection  auf  die  Ebene  der  xy^  und  die  an  ihm  thätigen  Kräfte  liegen 
in  der  ory-Ebene  selbst. 

Damit  die  Ersetzung  von  Q  durch  ein  in  der  xy-£bene  liegendes  Gebilde 
vollständig  sei,  setzen  wir  noch  folgendes  fest:  Die  Ebene  der  ^r\  werde  in  Ele- 
mente d%dri  getbeilt.  Durch  alle  Punkte  des  Randes  von  irgend  einem  Element 
d\dri  legen  wir  Perpendikel  zur  Ebene  der  St).  Diese  sämmtlichen  Perpendikel 
schneiden  aus  O  einen  röhrenförmigen  Raum  </v  heraus,  der  eine  gewisse  Masse 
dQ  hat.     Diese  Masse  denken  wir  uns  in  dem  Flächenelement  d^dri  concentrirt, 

ertheilen  also  dem  Element  d^  di\  die  Flächendichtigkeit  — r»-^—  *    Das  werde  for 

alle  Elemente  der  &r)-Ebene  ausgeführt;  so  erhält  man  in  -der  Ebene  der  £i)  ein 
ebenes  Gebilde,  welches  „die  (ebene)  Fläche  i^"  heissen  möge,  und  welches 
offenbar  folgende  Eigenschaften  hat: 

1)  Die  Masse  der  Fläche  F  ist  gleich  der  Masse  von  O, 

2)  Der  Schwerpunkt  von  F  ist  der  Fusspunkt  des  Perpendikels,  welches  vom 
Schwerpunkt  von  Q  auf  die  (7]-Ebene  gefallt  wird. 

3)  Das  Trägheitsmoment  von  O  in  Bezug  auf  irgend  eine  senkrecht  zu  xy 
stehende  Axe  /  ist  identisch  mit  dem  Trägheitsmoment  von  F  in  Bezug  auf  die- 
selbe Axe,  oder,  wie  wir  es  jetzt  auch  nennen  können,  mit  dem  Trägheitsmoment 
von  F  in  Bezug  auf  den  Fusspunkt  p  der  Axe  /. 
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Die  Fläche  F  repräsentirt  also  nunmehr  den  Körper  0  auch  bezüglich  der 
Masse  und  des  Trägheitsmomentes,  und  eine  Kraft  X,  Yy  die  an  dem  Punkte 
E,  7)  der  Fläche  angreift,  Tvirkt  an  F  gerade  so,  wie  die  Kraft  X^  Y,  Z,  die  im 
Punkte  E,  ^>  C  des  Korpers  O  angreift  Hiemach  vereinfacht  sich  die  im  vor- 
liegenden Abschnitt  zu  behandelnde  Aufgabe  zur  folgenden: 

„Gegeben  ist  ein  ebenes  stan-es  Gebilde  F  von  bestimmter  Form 
und  FlächendiAtigkeit  in  der  ruhenden  Ebene  der  ay;  an  F  greifen 
irgend  welche  Kräfte  an,  die  in  die  Ebene  der  ay  fallen;  die  Bewe- 
gung von  F  soll  untersucht  werden." 

Analog  dem,  was  beim  räumlichen  Körper  festgesetzt  wurde, 
denken  wir  uns  die  ganze  Ebene  der  Jij  an  dem  Gebilde  F  befestigt, 
nennen  die  Summe  „Gebilde  F  plus  der  an  ihm  befestigten  Ebene 
der  5ij"  kurzweg  „die  Fläche  F*^  und  untersuchen  die  Bewegung 
derselben. 

24L  Die  Lage  der  Fläche  F.  Die  Lage  von  F  ist  bestimmt, 
wenn  die  Lage  von  zweien  ihrer  Punkte  in  der  ory-Ebene  gegeben  ist 

Denn  erstens  kann  man  sich  F  als  Projection  eines  Korpers  O  vorstellen, 
und  wenn  man  dann  weiss,  dass  die  Punkte  a  und  ß  von  F  in  den  Punkten  a 
und  b  der  x^-£bene  liegen,  so  weiss  man  auch,  dass  alle  Punkte  einer  Linie  X, 
die  senkrecht  zur  Ebene  der  xy  durch  a  geht,  in  der  entsprechenden  Linie  l  des 
ruhenden  Raumes  liegen;  also  ist  die  Lage  von  O  bestimmt,  weil  mehr  als  zwei 
nicht  in  derselben  Geraden  liegende  Punkte  von  O  bestimmt  sind,  folglich  auch 
die  Lage  von  F.  Zweitens  lässt  sich  dasselbe  leicht  direct  nachweisen:  die  Gerade 
ab  (aß)  theilt  die  Ebene  der  ^t]  und  der  xy  in  zwei  Hälften.  Schaut  man  von  a 
nach  6  hin,  so  ist  eine  der  Hälften  der  xy-Ebene  die  rechte,  eine  die  linke; 
ebenso  wird  die  Ebene  der  Et)  in  eine  rechte  und  linke  Hälfte  getheilt;  die  rechte 
Hälfte  der  (T]-Ebene  coincidirt  mit  der  rechten  Hälfe  der  ary -Ebene  und  umge- 
kehrt. Innerhalb  jeder  Hälfte  aber  ist  ein  Punkt  ic  von  F  eindeutig  bestimmt 
durch  seine  beiden  Abstände  p^  und  pß  von  a  und  ß.    Innerhalb  derselben  Hälfte 

ist  ein  Punkt  p  der  ruhenden  xy-Ebene  eindeutig  bestimmt  durch  seine  beiden 
Abstände  r^  und  r^  von  a  und  6.  Macht  man  p^  =  r^  und  p  o  =  r^ ,  so  fallt 
ff  in  p. 

Die  beiden  Punkte  a  und  ß,  welche  zur  Bestimmung  von  F 
dienen,  haben  in  der  Ebene  der  ay  zusammen  vier  Coordinaten; 
zwischen  diesen  besteht  aber  eine  Bedingung,  welche  ausdrückt,  dass 

der  Abstand  aß  einen  constanten  Werth  q  besitzt.  Von  den  4  Coor- 
dinaten der  Punkte  a  und  ß  sind  also  drei  frei;  d.  h.  die  Fläche  F 
hat  drei  freie  Coordinaten. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  a  bestimmt  („a  liegt  im  Punkt  a  der 
^-Ebene").  so  kann  ß  nur  auf  einem  Kreise  liegen,  der  mit  dem 
Radius  q  um  a  beschrieben  ist.    Ein  Punkt  b  dieses  Kreises  ist  be- 
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stimmt,  wenn  man  den  Winkel  kennt,  den  der  Radius  ab  mit  einer 
festen  Richtung  macht.  Daraus  ergiebt  sich  folgende  einfachste 
Methode,  die  Lage  von  F  zu  bestimmen: 

„Wir  markiren  einen  Punkt  a  von  F  und  eine  beliebig  durch  a 
gelegte  Gerade  A  von  F]  hierauf  geben  wir  an  1)  die  beiden  Coor- 
dinaten  Xa  und  t^^,  welche  der  Punkt  a  im  System  der  ay  besitzt, 
2)  den  Winkel  9>,  welchen  die  Gerade  A  mit  der  Axe  der  x  macht. 
Die  drei  Grössen  ^a,  y«,  y  bestimmen  die  Lage  von  F  im- 
System  der  4?, y;  sie  sind  die  Coordinaten  von  JP." 

Es  leuchtet  ein,  dass  die  Bestimmung  ausreichend  ist;   denn  kennt  man  xa 
und  y^  nebst  cp,  so  kennt  man  die  Lage  der  Linie  A;  d.  h.  man  weiss,  sie  föllt 

in  die  Linie  L  der  xy-Ebene,  auf  A  kann  man  Yon  a  aus  einen  zweiten  Punkt 
ß  abmessen,  dessen  Abstand  von  a  gleich  p  ist;  misst  man  von  a  aus  auf  L 
einen  Abstand  r  im  gleichen  Sinne  wie  p  und  gleich  p  ab,  so  fallt  ß  in  den 
Endpunkt  h  von  r;  man  kennt  also  die  Lage  von  a  und  ß,  also  die  von  ganz  F, 

Als  markirter  Punkt  a,  von  dem  die  Bestimmung  ausgeht,  em- 
pfiehlt sich  in  den  meisten  Fällen  der  Schwerpunkt  von  F. 

242.  Das  Resultat  der  Bewegung  von  F.  Macht  F  eine 
Bewegung,  so  geht  der  markirte  Punkt  a  von  F  aus  einer  Anfangs- 
lage a  in  eine  Endlage  a!  über  und  der  Winkel  (p  wächst  vom  An- 
fangswerth  fp  zum  Endwerth  9'.  Das  Ergebniss  der  Bewegung  lässt 
sich  also  immer  durch  zwei  consecutive  Operationen  herstellen:  1)  man 
verschiebe  F  in  der  Richtung  aa\  bis  a  nach  a'  gelangt  ist;  2)  man 
drehe  JF*,  bis  (p  den  Werth  9'  angenommen  hat. 

Die  Ordnung  dieser  beiden  Operationen  ist  vertauschbar;  Beweis 
sehr  leicht. 

Die  Drehung  um  den  Punkt  (i\a*)  ist  eigentlich  eine  Drehung 
um  die  Axe  A'(f ),  welche  senkrecht  zur  .ry-Ebene  durch  aXa')  geht. 
Nun  wurde  in  194^  4  bewiesen,  dass  eine  Drehung  um  eine  Axe  l  sich 
mit  einer  Verschiebung  senkrecht  zu  derselben 
jederzeit  zu  einer  einzigen  Drehung  um  eine  zu 
/  parallele  Axe  zusammensetzen  lässt.  Also  muss 
auch  Fsich  durch  eine  Drehung  aus  jeder  An- 
fangs- in  jede  Endlage  bringen  lassen.  Das  ist 
auch  leicht  direct  zu  zeigen:  aa\  Fig.  117,  sei 
die  Verschiebung,  welche  a  erleidet,  dq>  die 
nachfolgende  Drehung,  welche  um  a'  vorge- 
nommen wird.  Man  errichte  über  aa!  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  aca\  welches  an  der  Spitze 
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c  den  von  a  nach  a'  hin  gerechneten  Winkel  J<p  hat,  und  ziehe  cc* 
parallel  zu  aa\    Dann  gelangt  der  anfanglich  in  c  liegende  Punkt  y 

durch  die  Verschiebung  aa'  nach  c\  und  kehrt  durch  die  Drehung 
äq^  nach  c  zurück.  Also  ist  /  in  Ruhe  geblieben,  d.  h.  die  Bewe- 
gung von  F  ist  durch  eine  Drehung  um  c  ersetzbar.  Die  Amplitude 
dieser  Drehung  ist  gleich  Jq*.    Wir  haben  demnach  den  Satz: 

„F  lässt  sich  durch  eine  Drehung  aus  jeder  Anfangs- 
in  jede  Endlage  bringen^, 

und  gleichzeitig  in  Fig.  117  die  einfache  Construction,  durch  welche 
der  Drehungsmittelpunkt  ermittelt  wird.  Die  letztere  stimmt  mit  der 
in  §  194  gegebenen  überein. 

2.    Die  continuirliche  Bewegung  von  JF;   erste  Differential- 
quotienten. 

243.  Zweifache  Darstellnng  der  cont.  Bewegung,  a)  Be- 
wegt sich  F  continuirlich ,  so  sind  seine  Coordinaten  Xa^ya  tmd  g> 
stetig  veränderlich.  Der  Punkt  a  von  F  beschreibt  eine  Bahn,  die 
durch  eine  Gleichung  zwischen  Xa  und  ya  analytisch  bestimmt  ist; 
kennt  man  Xa  und  ya  als  Functionen  der  Zeit  [xa  =/i(0»  Va  =/j(0]> 
so  findet  sich  die  Gleichung  der  Bahn  durch  Elimination  von  t.  Zu- 
gleich aber  gehört  zu  jedem  Punkt  der  Bahn  von  a  ein  bestimmter 
Werth  von  y,  und  dieser  Werth  variirt  von  einem  Punkt  der  Bahn 
zum  andern.  Analytisch  ist  9)  bestimmt,  wenn  es  als  Function  von 
Xa  ausgedrückt  ist;  ist  if  als  Function  von  t  gegeben,  so  gelingt  dies, 
indem  man  t  zwischen  9)  und  Xa  eliminirt. 

Man  kann  den  ganzen  Verlauf  der  Bewegung  von  F  auf  folgende 
Weise  durch  eine  einzige  Curve  darstellen:  Die  Ebene  der  xy  theUt 
den  Räum  in  zwei  Theile,  von  denen  der  eine  willkürlich  als  der 
positive  bezeichnet  werde.  In  der  Ebene  der  xy  construire  man  die 
Bahn  des  Punktes  er,  errichte  auf  jedem  Punkt  der  Bahn  ein  Perpen- 
dikel zur  .ry-Ebene,  und  schneide  auf  diesem  Perpendikel  den  Grössen- 
werth  des  zugehörigen  g)  ab,  nach  der  positiven  Raumhälfte  hin,  wenn 
(f  positiv  ist,  und  umgekehrt.  Die  Endpunkte  der  Perpendikel  bilden 
eine  Curve,  welche  als  „Dirigente"  der  Bewegung  von  F  bezeichnet 
werden  kann;  sie  stellt  den  ganzen  Verlauf  der  Bewegung  von  F 
geometrisch  dar;  denn  sie  giebt  durch  ihre  Projection  auf  die  xy- 
Ebene  die  Punkte  an,  welche  a  passirt,  und  durch  die  Höhe  ihrer 
Punkte  über  der  Ebene  der  xy  die  Werthe  von  9),  welche  den  ein- 
zelnen  Stellen    der  Bahn   entsprechen.     (Die  Dirigente   ist   für  die 
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Fläche  F  eine  Linie  von  analoger  Bedeutung,  vfiQ  die  Bahn  für  den 
Punkt  fx  im  ersten  Buch).  Da  der  Punkt  a  in  F  willkürlich  auszu-' 
wählen  ist,  kann  ein-  und  dieselbe  Bewegung  von  F  durch  unendlich 
viele  Dirigenten  characterisirt  werden.  Man  wird  meistens  am  besten 
für  a  den  Schwerpunkt  von  F  nehmen  und  kann  die  auf  diesen  be- 
zügliche Divigente  xax'  iSoxV  die  „Dirigente  von  F"  nennen. 

b)  Nach  242  ist  die  Bewegung  von  F  in  jedem  Augenblick  eine 
Drehung  um  einen  Punkt  c;  dieser  heisst  das  Momentancentrum 
der  Bewegung.  Die  continuirliche  Bewegung  von  F  ist  also  eine  con- 
tinuirliche  Folge  von  Drehungen  um  eine  continuirliche  Reihe  von 
Momentancentren  c^,  c^,  c,  . . .  u.  s.  w.  Alle  diese  aufeinander  folgen- 
den Momentancentren  bilden  eine  continuirliche  Curve,  welche  die 
Basis  der  Drehung  genannt  wird,  und  die  wir  mit  dem  Buchstaben 
C  bezeichnen  wollen. 

Zu  Anfang  (Zeit  *,)  sei  c^Yi)  das  Momen-  pj-  n^ 

tancentrum.  Dann  beschreibt  F  einen  unend- 
lich kleinen  Drehungswinkel  um  c,(yj,  und 
hierauf  wird  ein  anderer  Punkt  c,,  der  unend- 
lich nahe  an  c^  liegt,  zum  Momentancentrum. 
Durch  die  erste  unendlich  kleine  Drehung  dq> 
kommt  nun  ein  Punkt  y,  von  F,  der  vorher 
nicht  in  c,  lag,  in  die  Lage  c^.  Hierauf  erfolgt 
eine  zweite  unendlich  kleine  Drehung  um  c^(y^)'^ 
dadurch  kommt  ein  Punkt  y»  in  ^i©  Lage  c,,  und  nun  wird  c^(Yz) 
Momentancentrum;  jP  dreht  sich  nunmehr  um  <?,(/,),  wodurch  Y4  ^^^ 
c^  gelangt,  und  dann  wird  c^(y^  Momentancentrum  etc.  etc.  Es  giebt 
also  eine  Reihe  von  Punkten  y,,  y,,  /j,  y^  u.  s.  w.  in  F,  welche  suc- 
cessive  in  die  Punkte  <?,,  <?j,  <?,  u.  s.  w.  der  Basis  C  fallen  und  die  in 
dem  Augenblick,  wo  sie  in  der  Basis  liegen,  Momentancentra  sind. 
Dabei  ist,  wie  aus  dem  obigen  hervorgeht,  die  Länge  yjy,  =^i<?a» 
y,y3  =  c,c,  u.  8.  w.;  denn  da  y,  durch  Drehung  um  y^  nach  c,  ge- 
langt, liegen  y,  und  c^  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  c^Yd 
ist  u.  s.  w.  Bilden  also  die  <:,,  c„  c^  etc.  eine  continuirliche  Curve  C 
in  der  ä;^- Ebene,  so  bilden  auch  die  Y\^Y%^  Yz  u.  s.  w.  eine  continuir- 
liche Curve  P,  welche  in  der  Fläche  F  liegt;  diese  Curve  F  heisse 
die  Roll  curve.  Zur  Zeit  ^,  wo  der  Punkt  y«  der  RoUcurve  in  den 
Punkt  Cn  der  Basis  fällt,  berühren  sich  beide  Curven  augenscheinlich 
im  Punkte  Cn(Yn),  denn  y«  ist  durch  Rotation  um  c«_i(y„_i)  in  die 
Lage  Cn  gekommen,   im  Augenblick  tn  haben  also  beide  Curven  das 
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Element   CnCn^iCynYn-O  miteinander  gemein.     Wir  haben    demnach 
*den  Satz: 

„Die  Bewegung  der  Fläche  F  in  der  Ebene  der  xy  kann  be- 
schrieben werden  als  das  Rollen  einer  in  F  festen  RoUcurve  r  anf 
einer  in  der  ^-Ebene  festen  Basiscurve  C.  Beide  Curven  berühren 
sich  zur  Zeit  t  in  dem  dieser  Zeit  entsprechenden  Momentancentrum.^ 
Sind  c  und  c*  zwei  Momentancentra  die  den'  beliebigen  Zeit- 
punkten t  und  t!  entsprechen,  sind  /  und  /'  die  entsprechenden 
Punkte  der  Curve  P,  so  ist  das  zwischen  /  und  y'  enthaltene  Stück 
der  Curve  F  an  Länge  gleich  dem  zwischen  c  und  c'  enthaltenen  Stück 
von  C. 

Die  Curven  C  und  F  können  degeneriren:  ist  die  Axe  der  Drehung  unver- 
änderlich, 80  reduciren  sich  beide  auf  einen  Punkt  c(y),  ändert  sie  sich  sprung- 
weise, so  degeneriren  C  und  F  zu  discontinuirlicben  Punktreihen. 

Gemäss  der  Construction,  die  am  Ende  von  §  243  gegeben  wurde, 
ist  der  Winkel  Jg>,  den  F  zwischen  irgend  einer  Anfangs-  und  End- 
lage beschreibt,  derselbe  an  c,  wie  an  a'  Fig.  117.  Einerlei  also,  ob 
man  die  Bewegung  von  F  mittels  der  Dirigente  oder  mittels  Basis 
und  Rollcurve  beschreibt,  der  Winkel  g»,  der  einem  gegebenen  Augen- 
blick t  entspricht,  ist  in  beiden  Fällen  derselbe,  wenn  man  ihn  von 
dem  gleichen  Anfangswerth  ab  rechnet.  Er  ist  demnach  auch  derselbe 
für  alle  Punkte  a,  welche  man  der  Dirigentenbestimmung  zu  Grunde 
legen  kann,  vorausgesetzt,  dass  der  in  F  festen  Linie  A  zu  Anfang 
für  alle  Punkte  a  die  gleiche  Richtung  gegeben  werde. 

Aus  der  zwiefachen  Darstellung  der  continuirlichen  Bewegung 
von  F  erwächst  die  Aufgabe,  die  eine  Darsteliungsart  auf  die  an- 
dere zu  reduciren.  So  weit  dieselbe  für  unsere  nächsten  Zwecke 
in  Betracht  kommt,  wird  sie  in  den  folgenden  Paragraphen  gelöst; 
unter  einem  allgemeineren  Gesichtspunkt  wird  sie  später  behandelt 
werden. 

244.  Formen  der  Geschwlndigkeitsbesclireibang.  l.  Cano- 
nische Form.  In  der  Fläche  F  sei' ein  Punkt  a,  ein  für  allemal 
markirt.  In  dem  Zeitelement  dt,  welches  auf  den  Zeitpunkt  t  folgt, 
legt  a,  einen  unendlich  kleinen  Weg  dsj  zurück,  der  die  Componenten 
da^  und  dy,  hat;  zugleich  legt  F  durch  Drehung  die  unendlich  kleine 

djc  dv 

Amplitude  dip  zurück.        J    und  —^  sind  die  Seitengeschwindig- 
keiten von  a,  zur  Zeit  t,  -^  ist  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  der 
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sich  F  um  a.  dreht.    Die  drei  Grössen  —57-,    — 37-   und    —3—   be- 

*  dt  ^       dt  dt 

stimmen  den  Geschwindigkeitszustand  von  F;  denn  sie  bestimmen  die 

Aenderungen  da^,  dy^^  dq*,  welche  während  des  Zeitelements  dt  an  den 

Coordinaten  von  F  vor  sich  gehen.    Wir  nennen  —^j-,      Jv  ,    -^- 

die  Coordinaten  des  Geschwindigkeitszustandes  von  F  zur 
Zeit  t 

Kennt  man  zur  Zeit  t  die  drei  Coordinaten  x,  y,  9  von  F  und  kennt  man 

ausserdem  —7-^,  — ~->  — ?-»   so  kennt  man  auch  die  Werthe,  welche  ar,  y,  9 
w  a<  dt 

dx 

zur  Zeit  <+<//  haben,  nämlich  xH — t^<^<  u.  s.  w.;  folglich  kennt  man  die  ganze 

ät 

Aenderung,   welche   mit  F  in  dt  vor  sich  gegangen  ist.     Will  man  umgekehrt 

wissen,  dass  F  zur  Zeit  t  die  Coordinaten  x,  y,  9  und  zur  Zeit  t-^-dt  die  Coordi- 

dx\  dvt  cfcpi 

dmaten  xi-hvdt,  y^ -\-vdty  ©-hw A  hatte,  so  muss  — r-^  =  u,  —ji-  =  ü,  — j—  =  a> 

a/  ctt  at 

bekannt  sein.    Die  drei  Grossen  — -~,  —~-^  —^    sind   also   zur   Bestimmung 

dt  dt         dt 

der  Aenderung,   welche  mit  F  im  Laufe  des  Zeitelementes  dt  vorgegangen  ist, 

hinreichend  und  noth wendig. 

Der  Punkt  «1  kann  in  F  willkürlich  ausgewählt  werden;  nimmt 

dtC  d%Xj 

man  statt  a^  einen  anderen  Punkt  «j,  so  ist        '    im  AUg.  von        ' 

verschieden,  ebenso  — ^  von  — ^-;  dagegen  ist  (bei  derselben  Be- 
wegung von  F)  -^  in  allen  Fällen  dasselbe;  denn,  wie  an  Fig.  117 

in  §  243  nachgewiesen  wurde,  ist  der  Winkel  dy,  den  F  in  dt  zurück- 
legt, an  jedem  Punkt  a,  oder  c,  derselbe,  wie  am  Momentancentrum 

c(jf).  Die  Angaben  »  . '  =  w,  ^'  =  v^  haben  also  einen  be- 
stimmten Sinn  nur  insofern  sie  auf  einen  bestimmten,  im  Voraus 
markirten  Punkt  a,  bezogen  sind;  die  Angabe  --^=  co  gilt  dagegen 

für  alle  Punkte  von  F;  man  kann  deswegen  -^  schlechthin  als  die 

dt 

Winkelgeschwindigkeit  von  F  bezeichnen. 

Anm.  Kenntniss  des  Geschwindigkeitszusiandes  zur  Zeit  t  darf  nicht  ver- 
wechselt werden  mit  voller  Kenntniss  des  Bewegungszustandes  zur  Zeit  t,  selbst 
wenn  man  davon  absieht,  dass, auch  Beschleunigungszustände  an  F  vorkommen 
können.  .  Kennt  man  die  Seitengeschwindigkeiten  eines  einzelnen  Punktes  |a,  so 
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« 

weiss  man  zwar,  wie  schnell  er  sich  bewegt,  aber  noch  nicht,  wo  er  sich  bewegt: 
um  dies  zu  wissen,  muss  man  auch  wissen,  welche  Coordinaten  er  zur  Zeit  t 
hat.    Analog  bei  der  Fläche  F:  Um  zu  wissen,  nicht  bloss  wie  schnell,  sondern 

auch  wo  sich  F  bewegt,  muss  man  nicht  bloss  die  drei  Grossen -3-^,  — ^,     j     , 

dt  dt  dl 

sondern  auch  die  drei  Coordinaten  x,  y,  9  kennen.  Die  Kenntniss  der  letzteren 
ist  im  Allgemeinen  erforderlich,  wenn  man  von  einer  Art  der  Geschwindigkeits- 
beschreibung zur  andern  übergehen  will. 

Sind  die  drei  Grössen      '  '  ,    ~Ar~^    ~^  ^^^  jeden  Augenblick 

innerhalb  des  Zeitintervalls  von  t^  bis  t^  als  Functionen  von  t  gegeben, 
so  kennt  man  den  Geschwindigkeitszustand  von  i^' während  dieses  ganzen 
Intervalles;  und  umgekehrt,  um  den  Geschwindigkeitszustand  von  F 
während  des  Intervalls  t^  bis  t^  vollständig  zu   kennen,   muss  man 

— ^,    — ^,  -Jr  *lä  Functionen  von  t  dargestellt  haben. 

2)  Erste  Nebenform.  Ein  Punkt  y  von  F  ist  zur  Zeit  t  Mo- 
mentancentrum, fallt  mit  einem  Punkt  c  der  ^y-Ebene  zusammen, 
und  die  Bewegung  von  F  ist  zur  Zeit  t  eine  Drehung  um  <?(/).  Der 
Geschwindigkeitszustand  von  F  ist  also  beschrieben,  wenn  man  1)  die 

Lage  des  Momentancentrums,  2)  die  Winkelgeschwindigkeit  — ~  um 

dasselbe  angiebt;  dabei  hat  —j-  nach  dem   obigen  denselben  Werth, 

wie  bei  der  canonischen  Form  der  Beschreibung.  Da  das  Momentan- 
centrum in  F  keine  feste,  von  vorn  herein  markirte  Stelle  hat,  ist 
die  Bezeichnung  desselben  nur  dann  vollständig,  wenn  4  Grössen, 
nämlich  a)  die  beiden  Coordinaten  5»  t^  von  y  im  System  der  J,  17, 
und  b)  die  beiden  Coordinaten  ^,  y  von  c  im  System  der  j,  y  ange- 
geben sind.    Der  Geschwindigkeitszustand  von  F  zur  Zeit  t  wird  also 

bestimmt  durch  die  5  Grössen  5, 17,  x^  y,  —^  • 

Anm.  Da  7  mit  c  zusammenföllt,  ist  die  Lage  von  F  durch  diese  Angaben 
z.  Th.  schon  mitbestimmt.  (Eben  deshalb  sind  ihrer  mehr  als  drei.)  Um  sie 
vollständig  zu  kennen,  um  also  den  Bewegungszustand  von  F  zur  Zeit  t  bezüg- 
lich der  ersten  Differential quotienten  vollständig  angeben  zu  können,  muss  man 
noch  den  Winkel  op  kennen.  Die  beiden  Angaben:  „7  fallt  in  c  und  9  hat  zur 
Zeit  t  den  bestimmten  Werth  9"  liefern  die  momentane  Lage  von  F\  die  fernere 

Angabe:  ,F  dreht  sich  um  0(7)  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  —?—^  liefert 
Art  und  Betrag  der  Geschwindigkeiten. 
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3.  Die  Plücker'sche  Form.  Die  Elementarbewegung,  welche  irgend  ein 
Gebilde  G  in  der  Zeit  di  macht,  l&sst  sich  nach  den  Grundsätzen  des  Abschnittes 
B  jederzeit  durch  6  Coordinaten  X,  y,  Z,  Z,  M,  N  ausdrücken.  Im  Falle  der 
Fläche  F  fehlt  die  Dimension  der  z;  es  fallen  also  Yon  den  6  yorkommenden 
Grossen  alle  diejenigen  fort,  welche  sich  auf  diese  Dimension  beziehen.  Nun 
bedeuten  X,  Y,  Z'  drei  Drehungen  um  die  Axen  der  x,  y,  z,  Drehungen  um 
die  Axen  der  x  und  y  würden  aber  die  Fläche  F  offenbar  aus  der  Ebene  der  xy 
herausheben ,  also  müssen  X  und  Y  =  0  sein.  Z,  3f,  N  bedeuten  Verschie- 
bungen im  Sinne  der  x,  ^,  z,  Verschiebungen  im  Sinne  der  z  sind  aber  aus- 
geschlossen, also  ist  N  ^=0,     Die  Elementarbewegung  von  F  ist  also  bestimmt 

durch  die  drei  Coordinaten 

Z,    i,    M, 

yon  denen  die  erste  Drehung  um  die  z  Axe,  die  beiden  letzten  Verschiebungen 
nach  der  Richtung  der  x  und  y  sind.  Es  sei  nun  oq  der  Punkt  von  Fy  der  zur 
Zeit  t  im  Goordinatenanfang  liegt;  dieser  hat  zur  Zeit  i  die  Seitengeschwindigkeiten 

—-f-  und  -4^;  zugleich  hat  Fdie  Winkelgeschwindigkeit  —?-'  Die  Elementar- 
bewegung, welche  F  in  der  Zeit  dt  ausführt,  ist  also  1)  eine  Drehung  um  den 
Goordinatenanfang  vom  Betrage  d^y  2)  eine  Verschiebung,  deren  Axencomponenten 
dxQ  und  dyQ  sind;  d.  h.  die  drei  Coordinaten  der  Elementarbewegung  sind 

Dividiren  wir  diese  durch  dt^  so  erhalten  wir  die  drei  Coordinaten  des  Geschwin- 
digkeitszustandes, die  mit  3,  l,  m  bezeichnet  seien;  es  sind  also 

^--Ä"'     ^^-rfT'    "^^-Ä" 

die  drei  Coordinaten  der  Geschwindigkeit  von  F  in  dem  Sinne,  wie  dieselben  in 
der  Vectorentheorie  aufgestellt  wurden.  Da  der  Grundgedanke,  beliebige  Systeme 
von  linienflüchtigen  Vectoren  durch  6  Coordinaten  dieser  Art  darzustellen,  von 
Plücker  herrührt,  wollen  wir  die  Grossen  3,  t,  n  die  Plücker'schen  Coordi- 
naten des  Geschwindigkeitszustandes  von  F  nennen,  obgleich  Plücker  sich  nicht 
speciell  mit  der  hier  vorliegenden  Anwendung  derselben  befasst  hat  Die  Coordi- 
naten --r^,  -^1  —T-  können  im  Gegensatz  zu  ihnen  Lagrange*sche  Coor- 
dinaten heissen,  weil  sie  aus  dem  Lagrange'schen  Grundgedanken  hervorgehen, 
die  Lage  der  Fläche  F  durch  drei  der  Starrheitsbedingung  genügende  Grössen 
7,  ^,  f  festzustellen.  Der  Unterschied  zwischen  den  Lagrange'schen  und  den 
Plücker'schen  Coordinaten  liegt  darin,  dass  jene  auf  einen  Punkt  ai  bezogen 
sind,  der  im  beweglichen  Systeme  der  Ei  t)  festliegt,  während  diese  sich  auf  einen 
Punkt  beziehen,  der  im  System  der  xy  stets  dieselbe  Lage  hat,  also  im  System 
der  E,  1)  variabel  ist. 

246.  Graphische  DarsteUung  des  Oesehwindlgkeitsznstandes. 

Eine  Darstellung,,  welche  dem  Hodographen  für  Punkte  analog  ist, 
erhält  man  auf  folgende  Art:  Man  zeichne  in  der  Ebene  der  ay  den 
Hodographen  des  in  F  festen  Punktes  ai ,  errichte  in  jedem  Punkt 
desselben  ein  Perpendikel  und  gebe  diesem  eine  Länge,  deren  Zahlen- 
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werth  gleich  — ^  ist.    Die  Endpunkte  der  sämmtlichen  Perpendikel 

bilden  eine  Curve,  durch  welche  der  Geschwindigkeitszustand  von  F 
in  ähnlicher  Weise  dargestellt  wird,  wie  der  Lagenzustand  durch  die 
Dirigente.  Als  Punkt  a^  wird  man  am  besten  den  Schwerpunkt  von 
F  aus  wählen  und  kann  die  fragliche  Curve,  welche  sich  auf  den 
Schwerpunkt  von  F  bezieht,  xax'  i£o)(7]v  als  den  Hodographen  voa  F 
bezeichnen.    • 

Nennt  man  die  laufenden  Coordinaten  des  Hodographen  f ,  %  3^ 
und  ^j,  y^  die  von  a^,  so  sind  die  Gleichungen  des  Hodographen 

^~    dt   '     ^—    dt   '    ^~    dt' 

während  die  Gleichungen  der  auf  denselben  Punkt  von  F  bezogenen 
Dirigente  sind 

Die  Coordinaten  im  Hodographen  sind  also  Differentialquotienten  nach 
der  Zeit  von  den  entsprechenden  Coordinaten  der  Dirigente. 

346.    Die  Geschwindigkeit  der  einzelnen  Funkte  von  F. 

Zur  Zeit  t  seien      .  ^  ,      ^'    die  Seitengeschwindigkeiten   des  mar- 

kirten  Punkts  «i  von  F^ ;  ß  sei  irgend  ein  anderer  Punkt  von  F^  der 
zur  gleichen  Zeit  im  System  der  a,  y  die  Lage  a?,  y  hat;  die  Geschwin- 
digkeit von  ß  ist  zu  bestimmen.  Der  Nullpunkt  des  Systems  $,  i;  sei 
der  Punkt  a^  die  Axe  der  $  mache  mit  der  Axe  der  a  den  Winkel 
9,  werde  also  als  Linie  Ä  benutzt,  und  ß  habe  in  diesem  System  die 
Coordinaten  $,  tj ;  dann  ist  nach  bekannter  Transformationsgleichung 

{X  =  ÄTj-h^cosy — Jjsiny 
y  =  yi+^siny-f-i^cosy. 

Differentiirt  man  beide  Gleichungen  nach  ^9  so  findet  sich 


(2) 


dx  <^i       /v  •        .  \^ 


dt-     dt  K?c089-,8iny)^. 

Nun  ist  nach  (1) 

Jsinqp+Jjcosy  =  y — y,,  Jcosqp — Jjsiny  =  Qc — a?,), 
also 
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(3) 


dx  dx^       ^  y^  dg> 

dt  -     dt    ^^^     ""^^  dt 


Dies  sind  die  GrundformelD,   auf  denen  alles  Weitere  beruht.    Die 

Geschwindigkeit  von  ß  erscheint  in  ihnen  in  zwei  Antheile  zerlegt, 

die  sich  auch  leicht  unmittelbar  geometrisch  evident  machen  lassen. 

dx  d'u 

Der  erste  Antheil  ist  nämlich  ~;^"5^~^»  ^«i-  die  Geschwindigkeit 

von  ttj.    Der  zweite  ist  — (y — yJ-^-T-C^ — ^i)'^  ^^^^9  wenn  wir 
den  Abstand  aß  mit  r  bezeichnen  ^— ^?  denn  es  ist  ja 


^  =  V(s/— yJ'-t-C«— ^i)*- 

Dies  ^^^-  ist  oflfenbar  die  Geschwindigkeit,   welche  ß  vermöge  der 

Rotation  um  a^  besitzt.  In  den  Formeln  (3)  tritt  also  die  Geschwin- 
digkeit von  ß  auf  als  geometrische  Summe  aus  1)  der  Yerschiebungs- 
geschwindigkeit,  welche  die  ganze  Fläche  F  mit  a^  gemein  hat,  2)  der 
Drehungsgeschwindigkeit  um  o^.  Es  leuchtet  ein,  dass  dies  den  Grund- 
sätzen der  Zusammensetzung  entspricht. 

Wir    wollen    nunmehr,     der    bequemeren    Schreibart     wegen, 

dx  du  dg>  dx.  ,     .,  ^. 

— —  =  w,  — ^  =  V,   -^  =  CO,        '    =  w, ,  u.  s.  w.  schreiben.    Die 
dt  ^     dt  dt  ^     dt  " 

61.  (3)  lauten  dann 

(3)  t^  =  M,— (y— yjco,    V  =  v^+(x—x^)(o. 

Setzt  man  w  =  t?  =  0,  so  erhält  man  die  Gleichungen  derjenigen 
Funkte  j9,  welche  zur  Zeit  t  keine  Geschwindigkeit  haben.  Die  beiden 
entstehenden  Gleichungen 

(4)  Wi— (y  — y,)co  =  0,    t?,  +(x—aj)(o  =  0 
haben  zusammen  nur  eine  Lösung 

(5)       x  =  x, — f,    y  =  yi-+ 


CO  ^  CO  • 

Es  giebt  also  nur  einen  Punkt,  der  keine  Geschwind^keit  hat;  dieser 
ist  das  Momentancentrum  c,  und  Gl.  (5)  sind  seine  Gleichungen  im 
System  der  x^  y.  Will  man  das  Momentancentrum  im  System  der 
$,  1}  bestimmen,  so  hat  man  in  (ö)  statt  x  und  y  die  Coordinaten  ^ 
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und  rj  mittels  der  Gleichungen  (1)  einzuführen.    Das  giebt 

(6)       Jcosqp — jjsiny  = -^     Jsinqp-f-ijcosy  =  —^f 

womit  die  Lage  von  y  im  System  der  ^,  rj  bestimmt  ist. 

Nimmt  man  als  Punkt  Oj^  den  Punkt  y,  (seine  Coordinaten  seien 

nunmehr  durch  die  Marke  c  ausgezeichnet),  so  ist  —jt-  =  ^/  =  0, 
also  reduciren  sich  die  Gleichungen  (3)  auf 

(7)        w  =  — (y— J/c)«,     v  =  Qc—ac)(o 

entsprechend  dem  Umstände,  dass  die  Bewegung  von  F  reine  Drehung 
um  c  ist.  Nimmt  man  ausserdem  das  Momentancentram  zum  Coor- 
dinatenanfang,  so  dass  ^^  =  a;^  =  0  wird,  so  ist  (die  Coordinaten  für 
dieses  System  seien  durch  fette  Schrift  ausgezeichnet) 

(8)        u  =  — yco,    V  =  xo). 

Der  Vector  *  u-^v  steht  senkrecht  auf  dem  Vector  x-?-y,  da 
jLu-hjv  =  0  ist.  Hierin  liegt  der  Satz,  dass  die  Normale  zur  Ge- 
schwindigkeitsrichtung jedes  beliebigen  Punktes  ß  durch  das  Momen- 
tancentrum geht;  selbstverständlich,  da  ja  die  Normale  der  Drehungs- 
radius ist.  Ist  die  Geschwindigkeit  von  F  in  Plücker'schen  Coordi- 
naten bestimmt,  so  seien  w^,  v^  die  Seitengeschwindigkeiten  des  Punktes 
Cjj,  der  zur  Zeit  t  im  Coordinatenanfang  liegt;  die  Werthe  von  u  und 
V  sind  dann,  da  «^^o  =  ^o  =  ^>  ^^^^  ^^-  (^) 

(9)  u  =  u^  — yo>,    «  =  «0  4-^0), 
oder,  wenn  man  u^^  v^^  o)  in  der  Form  l,  W,  J  schreibt 

(10)  w  =  I— yg,    i?  =  m-+-^i. 

247.     Die   Reduetion   der  Coordinatenarten    aufeinander. 

Die  Formeln   des  vorigen  Paragraphen  liefern  die  Mittel,    die    drei 

Arten  der  Beschreibung  des  Geschwindigkeitszustandes  aufeinander  zu 

reduciren. 

1.   Die  Lagrange'schen  Coordinaten  seien  gegeben;    die 

beiden  andern  Beschreibungsweisen  sollen  hergestellt  wer- 

/N      ,         .    t      ^1  ^^1  ^y 

den.     Gegeben  smd   —^  =  u^,    —^  =  t?i,    -^  =  co,   «„  y^,  y. 

a)  Das  Momentancentrum  liegt  nach  Gl.  (5)  in  dem  Punkt 
(1)       ^,  =  ^,— -L,    y.  =  y,-^-^ 
des  Systems  der  ay;   es  liegt  zugleich  nach  (6)  in  dem   Punkt   des 
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Systems  der  J,  17,  welcher  durch  die  Gleichungen 

(2)        5yCOs<3P — ijysiny  = -^     ^ysinq>"\-7]yC0S(p  = 


(O  "  V 

oder 


(2b) 


^  0)  ^  CO  ^ 

Wy  =  — i-smcpH — i-coscp 

'  0)  O) 


bestimmt   ist.     Die  Winkelgeschwindigkeit   ist  w.     Damit   sind    die 

5  Elemente  der  zweiten  Bestimmung,  a?c,2/c,  ^yy^r^  ~^  gegeben  für 

den  Zeitpunkt  t. 

Kennt  man  «,,y,,  SP,  w,, «?,,  a>  als  Functionen  der  Zeit  während 
des  Intervalls  f,  bis  f^,  so  sind  diese  Grössen  in  den  Gleichungen  (1) 

und  (2)  Functionen  von  t\  a^yc^  ^r  ^^^  ^r  ^^^^  ^'^^  ^^^  *ls  Func- 
tionen von  t  gegeben.  Eliminii*t  man  t  zwischen  den  Gleichungen  (1), 
so  erhält  man  die  Gleichung  zwischen  yc  und  ^^  der  die  successiven 
Momentancentra  genügen,  d.  i.  die  Gleichung  der  Basis  C.  Eli- 
minirt  man  t  zwischen  den  Gleichungen  (2),  so  erhält  man  ebenso  die 
Gleichung  der  Rollcurve  F  im  System  der  ?,  iq. 

b)  Der  Punkt  ar  =  0,  ^  =  0,  hat  gemäss  Gl.  (3)  des  vorigen  Paragraphen 
die  Geschwindigkeit  «q  ^  tii -h^ju),  »q  =  uj  —  Xito.  Also  sind  die  drei  Plücker- 
scben  Coordinaten  des  Geschwind igkeitszustandes 

(3)        3  =  üi,    I  =  Mi4-yia),    m  =  v,  —  Xjui. 

2.  Das  Momentancentrum  nebst  (p  und  o)  ist  gegeben; 
die  Lagrange'schen  und  die  Plücker'schen  Geschwindigkeitscoordinaten 
sollen  hergestellt  werden.     Gegeben  sind  ^c^yct^y^'^r^  ^^  ^* 

a)  Ein  zu  markirender  Punkt  a^  von  F  kann  willkürlich  aus- 
gewählt werden.  Wir  wollen  als  a^  den  Anfangspunkt  des  Systems 
der  5,  f]  wählen;  sind  dann  «,,y,  die  Coordinaten  von  a^  im  System 
der  x,  y,  so  haben  wir,  da  der  Punkt  ?y,  ijy  in  den  Punkt  Xc^  yc 
fallen  muss 

Ij/c  =yi-i-?rSinSP+»?yCOsy. 

Aus  diesen  Gleichungen  lässt  sich  a^  und  y^  finden.  Dann  ist  nach 
Gl.  (7)  des  vorigen  Paragraphen 

u,  =  — (y^  — yc)ö>,     r,  =  (a^  —Xc)(» 

und  somit  sind  U|,  t'p  cd  bestimmt. 

Bttdde,  Mechanik.     II.  44 
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Sind  in  Gl.  (4)  ac^yc^y^fir^^  *1®  Functionen  von  t  bekannt,  so 
liefern  die  Gleichungen 

f  ^,  =  «c— (?rCOsy — ly^siny), 

welche  unmittelbar  aus  (4)  folgen,  ^,  und  y,  als  Functionen  von  t, 
Eliminirt  man  t  zwischen  ihnen,  so  hat  man  die  Gleichung  der 
Bahn  von  a,.  Da  das  System  der  5,  ij  durch  jeden  beliebigen  Punkt 
von  F  gelegt  sein  kann,  dient  das  Verfahren  dazu,  die  Bahn  eines 
beliebigen  Punktes  von  F  zu  eruiren. 

b)  Hat  das  Momentancentrum  c  die  Lage  x^,  y^,  so  hat  der  Punkt  von  F, 

dessen  Coordinaten  0,  0  sind,  nach  Gl.  (7)  des  vorigen  Paragraphen  die  Ge- 
schwindigkeitscomponenten 

(5)         tio  =  y^oi,    t'o  =  — arcO), 

also  ist 

(6)        l  =  y^o),    m  =  — xcüi,    3  =  üi 

die  Gruppe  der  Plücker'schen  Geschwindigkeitscoordinaten. 

3.  Die  Plücker'schen  Geschwindigkeitscoordinaten  sind  ge- 
geben.   Die  beiden  anderen  Bestimmungs weisen  sind  herzustellen. 

a)  Der  markirte  Punkt  a^  ist  wieder  willkürlich  auszuwählen.  Nimmt  man 
dazu  einen  willkürlichen  Punkt,  der  im  Augenblick  t  die  Coordinaten  xi,  y,  hat, 
so  ist  nach  Gl.  (10)  des  vorigen  Paragraphen 

(7)        «1=1— yia,    üi  =nt-f-a:i3, 

und  U],  V],  9  sind  die  Lagrange'schen  Coordinaten  des  Geschwindigkeitszustandes 
von  F, 

b)  Das  Momentancentrum  e  muss  den  Bedingungen  u  =  0,  v  =:  0,  oder  nach 
Gl.  (10)  des  vorigen  Paragraphen 

(ö)      yc  =  — '  *^~ — r 

genügen.  Die  Lage  desselben  im  System  der  S,  t]  findet  man,  wenn  die  Lage 
des  beweglichen  Systems  gegen  das  feste  von  vom  herein  bekannt  ist,  aus  den 
Transformationsgleichungen  246^  (1).  Ist  von  vom  herein  keine  bestimmte  Lage 
des  Systems  der  Sj  t)  gegen  das  der  x,  y  festgestellt,  so  kann  man  das  System 
der  £,7)  in  F  ganz  willkürlich  legen,  also  ist  von  bestimmten  Coordinaten  des 
Momentancentmms  in  ihm  nicht  die  Rede.  Gl.  (8)  genügen  aber  dann,  um  den 
Ort  des  Momentancentmms  im  mhenden  System  anzugeben. 

248.  Lebendige  Kraft.  Nach  §  105  des  ersten  Buches  ist  die 
lebendige  Kraft  von  F  gleich  der  Summe  aus  der  lebendigen  Kraft 
seines  Schwerpunktes  und  der  lebendigen  Kraft  relativ  zu  diesem. 
Die  Bewegung  von  F  relativ  zum  Schwerpunkt  ist  Rotation  um  diesen. 
Ist  also  m  die  Masse  und  Kt,  das  Trägheitsmoment  von  F  in  Bezug 
auf  den  Schwerpunkt,  so  ist  die  gesammte  lebendige  Kraft  F^  wenn 
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^atVa  die  Goordinaten  des  Schwerpunkts  sind, 

Der  letzte  Theil  dieses  Ausdrucks  ist  die  lebendige  Kraft  der  Rotation 
um  den  Schwerpunkt ;  dass  diese  den  Werth  ^-ffo(— ^)    haben  muss, 

ergiebt  sich  einfach  aus  §  227  mit  der  Bemerkung,  dass  die  Drehung 
von  F  relativ  zum  Schwerpunkt  dieselbe  ist,  als  ob  der  letztere  in 
Ruhe  wäre,  demnach  auch  dieselbe,  als  ob  er  fest  wäre. 

Andererseits  ist  die  Bewegung  von  F  eine  reine  Rotation  um 
das  Momentancentrum;  heisst  also  K^  das  Trägheitsmoment  in  Bezug 
auf  dieses,  so  ist  gleichzeitig 


®  ^-«(1)' 


Die  Ausdrücke  (1)  und  (2)  müssen  identisch  sein.    In  der  That,  nimmt  man 

für  den  Augenblick  des  Momentancentrum  zum  Coordinatenanfang,  so  sind  die 

dy  jn 

Goordinaten  des  Schwerpunkts  nach   den  Gleichungen  247  (1)  —r—  :  --r—  und 

dxa        dfO 
-^  :  ~-p-;  der  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Momentancentrum  ist  also 

^  ^=\\~T~)  "*"\~^/  •  ~rf     9   ^"^^  wenn  man  damit  auf  Gl.  (2)   die  Formel 
Kc=  JTö-l-S'm  anwendet,  ergiebt  sie  Gl.  (1). 

249.  Bewegungsmeiige.  Unter  „Bewegungsmenge  von  F^  ver- 
stehen  wir  bekanntlich  die  heteraptische  Summe  der  Bewegungsmengen 
aller  Elemente  von  F. 

Da  jedes  dF  sich  nur  in  der  a^-Ebene  bewegen  kann,  hat  die 
Bewegungsmenge  desselben  nur  drei  Goordinaten,  nämlich,  wenn  dm 
die  Masse,  v^.  und  Vy  die  Geschwindigkeitscomponenten,  ^,  y  die  Goor- 
dinaten von  dF  sind,  mt?^.,  mvy  und  xmvy — ymvx\  die  auf  z  bezüg- 
lichen Grössen  fallen  fort.  Dementsprechend  kann  auch  die  Bewegungs- 
menge von  F  nur  drei  Goordinaten,  X,  F,  N  haben.  Es  handelt  sich 
darum,  dieselben  zu  bestimmen. 

Gegeben  seien  zur  Zeit  t  die  beiden  Seitengeschwindigkeiten  — ir" 

und  -^nr   des   Schwerpunkts    und    die   Winkelgeschwindigkiöit  — ^ 

oder  CO.     Ein   beliebiges  Element  dF  von  F  habe  zur  gleichen  Zeit 

44* 
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die  Coordinaten  ^,  y.  Die  Geschwindigkeit  von  dF  setzt  sich  dann 
zusammen  aus 

1)  der   Verschiebungsgeschwiudigkeit,   welche  die   ganze  Fläche 

F  mit  dem  Schwerpunkt  gemein  hat;  ihre  Componenten  sind     ^  , 

dt  ' 

2)  der  Geschwindigkeit,  welche  dF  vermöge  der  Drehung  um  den 
Schwerpunkt  ^j,  y^  hat.    Ihre  Componenten  sind 

—Qf—ya)(o     und     QB—Xa)oi, 
Die   Gesammtgeschwindigkeit  v  von  dF  hat  also   die   Componenten 
(246,  (3)) 

^^^         "- = -^-(y-y»>,  (2)         ö,=-^+(^-*a)«., 

und  sie  hat,  da  sie  am  Punkte  ^,  y  angreift,  in  Bezug  auf  den  Coor- 
dinatenanfang  das  Moment 

(3)        n  =  x--^-^xQß—Xa)(o—y---~--{'y(y—yc)m. 

Multiplicirt  man  v^^^Vy^n  mit  der  Masse  dm  des  Elements  dF^  so  hat 
man  die  drei  Coordinaten  der  Bewegungsmenge  von  dF^  und  summirt 
man  diese  über  alle  Elemente  von  F^  so  erhält  man  die  Coordinaten 
der  Bewegungsmenge  von  F.    Letztere  sind  also 


(4) 


Y  =  -^  Sdm + (jo2(a — aa)dm, 


(4)    N=-^2xdm—^2ydm-hw.2[(x—Xa)x+(if—ya)y]dm. 

Nun  ist  2dm  die  Masse  m  von  F;  ferner  ist  nach  den  bekannten  Eigen- 
schaften des  Schwerpunkts  2ydm  =  ^o^,  2xdm  =  x^m,  also  fallen  aus 
X  und  Y  die  Glieder,  welche  w  enthalten,  fort;  endlich  ist  2(x*'^y^)dm 
gleich  dem  Trägheitsmoment  K  von  F  in  Bezug  auf  den  Coordinaten- 
anfang.    Damit  vereinfachen  sich  die  vorstehenden  Gleichungen  zu 


(5) 
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Nennt  man  Ka  das  Trägheitsmoment  in  Bezog  auf  den  Schwerpunkt, 
so  ist  K=  Ä'ö-h(«jH-2/J)wi,  womit  also  noch  einfacher  wird 


(6) 


Denkt  man  sich  den  Schwerpunkt  mit  der  Masse  m  versehen,  so  sind 
offenbar 


dXa 


dt '  "^v'  dt    y^  dt ) 


die  drei  Coordinaten  der  Bewegungsmenge  des  Schwerpunkts;  hat  also 
die  Fläche  F  die  Winkelgeschwindigkeit  Null,  so  reducirt  sich  ihre 
Bewegungsmenge  auf  die  des  Schwerpunkts;  die  Winkelgeschwindig- 
keit 0)  fügt  an  N  den  Bestandtheil  Ko(»  zu,  afficirt  aber  X  und  Y 
überhaupt  nicht,  entsprechend  dem  in  104  aufgestellten  Satze,  dass 
die  geometrische  Summe  der  Bewegungsmengen,  welche  die  Theilchen 
eines  Systems  relativ  zum  Schwerpunkt  besitzen,  Null  ist. 

Liegt  der  Anfang  der  «,  y  zur  Zeit  t  im  Schwerpunkt  selbst,  so  reducirt  sich 
N  auf  iTo  CO.  Ruht  der  Schwerpunkt  im  System  der  a;,  y^  so  sind  die  drei  Goor> 
dinaten  der  Bewegungsmenge 

0,    0,    Ko  a>. 

Betrachtet  man  die  Bewegung  von  F  als  Drehung  um  das  Mo- 
mentancentrum,  dessen  Coordinaten  jetzt  x^^  y^  seien,  so  hat  die  Ge- 
schwindigkeit von  dF  die  Coordinaten 

\      n  =  m  \(x—xja+(y—y^)y\. 

Also  sind  die  Coordinaten  der  Bewegungsmenge  von  F,  erhalten  aus 
den  vorstehenden  durch  Multiplication  mit  dm  und  Summirung 

(X=—(oQf„—y^)m,     Y=  (o(xa—a^)m, 
1  N=  a)K—ma)(a!^Xa+yoyo). 

Der  Leser  weise  die  Uebereinstimmung  dieser  Ausdrucke  mit 
(6)  nach. 

Die  Bewegungsmenge  von  F  besitzt  zur  Zeit  t  eine  Centralaxe, 
und  da  die  Elementarbewegung  von  F  sich  aus  1)  einer  Verschiebung, 
2)  einer  u.  kl.  Drehung,  deren  Axe  senkrecht  zur  Verschiebung  ist, 
zusammensetzt,  muss  die  Bewegungsmenge,  wenn  sie  auf  einen  Punkt 
dieser  Centralaxe  reducirt  wird,  sich  durch  einen  Einzel vector  aus- 
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drücken.  Um  die  Centralaxe  zu  bestimmen,  gehen  wir  von  61.  (6) 
aus,  denken  uns  anfänglich  den  Ursprung  in  den  Schwerpunkt  ver- 
legt, so  dass  N=Ka(o  wird,  und  untersuchen,  welchen  Werth  die 
Coordinaten  X,  Y,  N  annehmen,  wenn  sie  auf  einen  Punkt  ;r,  Q  der 
^^-Ebene  reducirt  werden.  Heissen  die  neuen  Werthe  X',  F,  iV,  so 
ist  nach  209^  11 

X'  =  z,    y  =  y,  N*  =  ivr-jcFH-^x, 

also 

Soll  nun  f,  tf  ein  Punkt  der  Centralaxe  sein,  also  die  Bewegungs- 
menge durch  einen  Einzelvector  dargestellt  werden,  so  muss 
N'  =  TcY'--t)r  sein,  d.i. 


H'^-^^h 


CO. 


Setzt  man  Ka  =  xiniy  so  lautet  die  Gleichung  etwas  kürzer 

wo  Xo  der  Trägheitsradius  des  Schwerpunktes.    (9)  ist  die  Gleichung 
der  Centralaxe.     Schreibt  man  dieselbe 


(10)      ,  =  *-,--A^^„, 


dt 
oder,  indem  man  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunkts  v  und  den 
Winkel,  welchen  sie  mit  der  j?-Axe  macht,  ^  nennt, 


xjo) 


(11)     .9  =  ytang^_^-^, 

80  sieht  man,  dass  ein  vom  Ursprung  auf  die  Centralaxe  gefälltes  Per- 
pendikel die  Gleichung 

(12)        t)  =  — j:cot;> 

hat.  Der  Fusspunkt  des  Perpendikels  hat  also,  wie  sich  durch  Auf- 
lösung von  (11)  und  (12)  ergiebt,  die  Coordinaten 

(13)         ]C  =  i—xlsmd;      9  =  — i— xjcos^. 

Dieser  Punkt  heisst  der  Mittelpunkt  der  Bewegungsmenge  oder  Mit- 
telpunkt des  Stosses  für  F.  Aus  GL  (13)  folgt  zunächst  ;ccosx^ 
-l-9sin^  =  0;  der  Punkt  f,  ^  liegt  also  auf  einem  Perpendikel  xur 
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aagenblicklichen  Geschwindigkeitsrichtung  des  Schwerpunkts..  Bildet 
man  ferner  die  Geschwindigkeit,  welche  ;r,  Q  vermöge  der  Rotation 
um  den  Schwerpunkt  hat,  so  findet  man  fär  diese  die  Componenten 

— too)  oder  -|-| xj  cos^    und    -f-jcco  oder  H-4 xjsin^. 

V  V 

Die  fraglichen  Componenten  haben  also  dieselben  Vorzeichen  wie 

Cuc  du 

f?co8^  und  wie  t?sin^,  d.  h.  wie      ,J    und.— ^  Der  Mittelpunkt  des 

Stosses  liegt  auf  derjenigen  Seite  des  Schwerpunkts,  wo  die  Geschwin- 
digkeit, welche  die  Theilchen  dF  vermöge  der  Rotation  besitzen,  den 
gleichen  Sinn  hat,  wie  die  Translationsgeschwindigkeit  des  Schwer- 
punkts.    Der   Abstand   des  Stossmittelpunkts   vom  Schwerpunkt  ist 

*    t? 

Ist  keine  Rotation  vorhanden,  co  =  0,  so  fallt  der  Mittelpunkt 
des  Stosses  mit  dem  Schwerpunkt  zusammen;  ist  keine  Translation 
vorhanden,  i?  =  0,  so  rückt  jener  ins  Unendliche.  Die  Bewegungsmenge 
reducirt  sich  dann  auf  das  Vectorenpaar  iV. 

250.  Momentane  Impulse.  Auf  Grund  des  §  223  können  wir 
die  Betrachtung  momentaner  Impulse  hier  sofort  anschliessen.  Wir 
beschränken  die  Untersuchung  auf  den  Fall,  wo  an  F  keine  Zusatz- 
bedingung gegeben,  F  also  innerhalb  seiner  zwei  Diinensionen  frei  ist. 
Von  den  6  Goordinaten,  die  ein  Impuls  im  Räume  hat,  fallen  die  auf 
die  ;z- Richtung  bezüglichen  g,  l,  m  foii;;  ein  Impuls  an  F  hat  also 
allgemein  drei  Goordinaten  ;c,  Q,  n.  Sind  x^  y  die  Goordinaten  irgend 
eines  Punktes  in  der  ^y-Ebene,  so  lässt  sich  die  Bedingung 

(1)       n  =  ^— 9? 

jederzeit  erfüllen,  wenn  nicht  q  =  ;k:  =  0  und  zugleich  n  endlich  ist. 
Ist  das  letztere  der  Fall,  so  reducirt  sich  der  Impuls  auf  ein  Moment; 
im  andern  Fall  ist  Gl.  (1),  wenn  man  in  ihr  x  und  y  als  laufende 
Goordinaten  ansieht,  die  Gleichung  einer  Geraden,  und  sie  drückt  aus, 
dass  der  Impuls  sich  auf  einen  Einzelvector  reduciren  lässt,  der  in 
diese  Gerade  fällt.  Jeder  Impuls  in  der  Ebene  reducirt  sich  somit 
entweder  auf  einen  Einzelvector  oder  auf  ein  Moment,  was  selbstver- 
ständlich ist,  da  wir  diese  Eigenschaft  an  Kräften  in  der  Ebene  bereits 
kennen. 

Nach  223  müssen  nun,  wenn  der  Impuls  ;r,  Q,  n  gegeben  ist,  die 
Goordinaten  der  durch  ihn  hervorgebrachten  Bewegungsmenge  der  Reihe 
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nach  gleich  ;c,  Q,  n  sein.     Mit  61.  (6)  des  vorigen  Paragraphen  erhält 
man  also,  wenn  die  Anfangszustände  die  Marke  0  bekommen: 


(2) 


m 

Kdya  dxa\       (       dya  d»a  \  1 

4-Äff(o) — cüj  =  n. 


Nehmen  wir  an,  der  Anfangszustand  sei  Ruhe,  so  vereinfachen  sich  die 
Gleichungen  zu: 

(3)      m^  =  J,    -^1^  =  9,    m[..^-y.^yK..  =  .. 

Wir  betrachten  zunächst  den  einfachen  Fall  der  Gl.  (3),  den  Impuls 
aus  der  Ruhe.  Die  beiden  ersten  Gleichungen  zeigen,  dass  der  Schwer- 
punkt von  F  dieselbe  Geschwindigkeit  annimmt,  als  ob  der  Vector 
f,  9  direct  an  ihm  angriffe.  Die  dritte  Gleichung  liefert  den  Werth 
von  o).     CO  wird  Null,  wenn 

" = "^(^"  ^  -y'  -%-) = ^"^-^"'^ 

ist.  Das  ist  der  Fall,  wenn  der  Impuls  durch  den  Schwerpunkt  geht. 
In  diesem  und  nur  in  diesem  Fall  erhält  also  F  eine  blosse  Trans- 
lationsgeschwindigkeit ohne  Rotation. 

Aus  den  Gleichungen  (3)  folgt  ohne  Weiteres,  (schon,  wenn  man 
ihre  linken  Seiten  X,  F,  N  schreibt),  dass  die  Centralaxe  der  ent- 
stehenden Bewegungsmenge  identisch  mit  der  des  Impulses  ist;  die 
Angriffslinie  des  Impulses  wird  also  Centralaxe  der  entstehenden  Be- 
wegungsmenge. 

Ist  y  =  ^  =  0,  so  erhält  der  Schwerpunkt  keine  Geschwindig- 
keit; reducirt  sich  also  der  Impuls  auf  ein  blosses  Vectorenpaar,  so 
ist  die  entstehende  Bewegung  eine  reine  Drehung  um  den  Schwer- 
punkt und  ÄöCo  =  n,  einerlei,  wo  das  Paar  angreift. 

Die  allgemeinere  Gleichung  (2)  kann  insbesondere  zur  Erledigung 
der  Frage  dienen,  welcher  Impuls  erforderlich  ist,  um  eine  gegebene 
Bewegung  von  F  aufzuheben,  oder  sie  so  zu  modificiren,  dass  ein 
bestimmter  Punkt  von  F  zur  Ruhe  kommt. 

a)  Soll  die  Bewegung  von  F  vollständig  aufgehoben  werden,  so 

ds6  du 

müssen      , **  ,       ^^  ,  co  zu  Null  werden.     Bezeichnen  wir  also  die 
dt  dt 


(4) 


^aCOo 
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Coordinaten  des  Impulses  mit  f,  5',  n',  so  muss 

sein.  Der  Impuls  Tc\  t)\  W  moss  demnach,  wie  selbstverständlich, 
entgegengesetzt  gleich  demjenigen  sein,  der  die  vorhandene  Bewegung 
hervorbringen  würde;  die  momentane  Einzelkraft,  welche  ihn  vertritt, 
muss  also  auf  der  Centralaxe  der  Bewegungsmenge  angreifen,  m.  a.  W. 
er  muss  durch  den  Mittelpunkt  des  Stosses  gehen  und  antiparallel  der 
Geschwindigkeit  des  Schwerpunkts  sein.  Man  bemerke,  dass,  wenn 
F  sich  ohne  Einwirkung  irgend  welcher  Kräfte  bewegt,  die  Central- 
axe der  Bewegungsmenge  ihre  Lage  in  der  ;z^-Ebene  unverändert  bei- 
behält; denn  der  Schwerpunkt  folgt  dann  dem  Gesetz  der  Erhaltung 
des  Schwerpunkts,  beschreibt  also  eine  Gerade  A,  und  da  die  Central- 
axe dieser  Geraden  parallel  sein  muss,  ändert  sie  ihre  Richtung  nicht. 
Gleichzeitig  ist  nach  dem  Flächenprincip  co  constant,  also  sind  in 
Gl.  (13)  des  §  249  f  und  t)  constant,  d.  h.  die  Centralaxe  hat  con- 
stanten  Abstand  von  der  Geraden  X.  Sie  ist  also  unveränderlich. 
Ist  demnach  F  zur  Zeit  t^  durch  eine  momentane  Einzelkraft  in  Be- 
wegung gesetzt,  und  soll  es  zur  Zeit  t^  durch  eine  andere  momentane 
Einzelkraft  zur  Ruhe  gebracht  werden,  so  müssen  beide  Kräfte  nicht 
bloss  entgegengesetzt  gleiche  Zeitintegrale,  sondern  auch  dieselbe 
Doppelrichtung  haben. 

b)  Es  soll  ein  Impuls  auf  F  geübt  werden,  dek  irgend  einen 
Punkt  von  F  zur  Ruhe  bringt.  Da  der  Impuls  auf  seiner  AngriiTs- 
linie  beliebig  verlegt  werden  kann,  wird  die  Allgemeinheit  der  Unter- 
suchung nicht  beeinträchtigt,  wenn  wir  annehmen,  der  fragliche  Punkt 
liege  auf  einer  Geraden,  die  durch  den  Schwerpunkt  und  den  Mittel- 
punkt der  Bewegungsmenge  geht.  Wir  legen  den  Ursprung  der  xy 
in  den  Schwerpunkt  von  F,  die  Axe  der  y  in  die  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit des  Schwerpunkts ;  dann:  geht  die  Axe  der  x  durch  den 
Mittelpunkt  der  Bewegungsmenge,  und  es  ist  zu  untersuchen,  welcher 
Stoss  y',  9',  n'  den  Punkt  a  der  a-Axe  '^ur  Ruhe  bringt. 

« 

Vor  dem  Stoss  sind  die  Coordinaten  der  Geschwindigkeit 
Nachdem  der  Impuls  f\  tj\  n'  gewirkt  hat,  sind  sie  gemäss  (2) 
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<^y«  ^.il.     „„^.  ^' 


Der  Punkt  a  =  w^  y  =  0  hat  also  nach  dem  Stoss  die  Seitengeschwin- 
digkeiten 

Soll  also  der  fragliche  Punkt  zur  Ruhe  gekommen  sein,  so  muss  sein 

r = 0, 


dt. 


Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  der  Impuls  parallel  der  Ge- 
schwindigkeitsdoppelrichtung des  Schwerpunkts  sein  muss;  die  zweite 
giebt,  nach  9'  aufgelöst 


(5)        9'  = < 


'   -J-aw». 


1    -■ 


m       Kit 

Der  Impuls  — q'  misst  die  Stosswirkung,  welche  ein  fester  Punkt  er- 
leidet, wenn  die  bewegte  Fläche  F  gegen  ihn  unelastisch  anprallt,  so 
dass  der  Punkt  ^,  0  von  F  zur  Ruhe  kommt.  Diese  Stosswirkung  ist 
Null,  wenn 

(6)        a>  = ^^r-ist. 

^  ^  (ü^      dt 

Die  Bedeutung   dieses  Punkts .  ist  leicht   zu   ersehen ;    der    fragliche 

Punkt  hat  nämlich  vor  dem  Stoss  die  Geschwindigkeit —^^-Hjjoo^,, 

d.  i.  NuU,  er  ist  also  das  Momentancentrum.  F  stosst  also  nicht 
mit  dem  Momentancentrum. 

Greuzwerthe  von  Xjl  finden  sich,  wenn  man  nach  x  differentiirt, 
mit  der  Gleichung 

welche  giebt,  wenn  Xa  statt — -  geschrieben  wird 


Das  positive  Vorzeichen  der  Wurzel  liefert  für  — \f  ein  Maxi- 
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mum,  das  negative  ein  (negaUves)  Minimum.  Die  beiden  Punkte,  in 
denen  der  Stoss  seinen  grössten  absoluten  Werth  tiat,  liegen  also  zu 
beiden  Seiten  des  Momentancentmms  in  gleichem  Abstand  von  dem- 
selben.  In  dem  einen,  wo  a  positiv  ist,  stösst  jPnach  vorn,  in  dem 
andern  nach  rückwärts,  gegen  die  Richtung  der  Schwerpunktsgeschwin- 
digkeit. 

Ist  a)  =  0,  so  sieht  man  direct  aus  61.  (5),  dass  — Xjl  sein 
Maximum  hat  für  ^  =  0;  hat  also  F  eine  blosse  Ti-anslation,  so  stösst 

es  am  heftigsten  mit  dem  Schwerpunkt.    Ist     Jj   =  0,  so  wird  nach 

^7)  X  =  ±x,    der  Abstand  der  Punkte  des  maximalen  Stosses  vom 
Schwerpunkt  ist  also  gleich  dem  Trägheitsradius  des  Schwerpunkts. 
Wie    oben    gezeigt    wurde,    liegt    das    Momentancentrum    der 

durch  Gl.  (3)  characterisirten  Bewegung  im  Abstände ^  oder 

vom  Schwerpunkt  auf  der  Geraden,  welche  durch  diesen  und 

den  Mittelpunkt  der  Bewegungsmenge  geht;  der  letztere  hat  vom  Schwer- 
punkt den  Abstand  ^ — xl.    Bezeichnet  man  den  absoluten  Abstand 

des  Momentancentrums  vom  Schwerpunkt  mit  J,  den  des  Stossmittel- 
punktes  mit  d\  so  folgt  aus  249^  (13) 

ii'  =  xl 

Momentancentrum  und  Stossmittelpunkt  liegen  also  in  Involution  auf 
einer  Geraden,  die  durch  den  Schwerpunkt  geht  und  senkrecht  zur 
Geschwindigkeit  desselben  steht.  Ihr  Abstand  von  einander  ist  <J-f-J'; 
derselbe  wächst  ins  Unbegrenzte,  wenn  S  oder  S'  sich  der  Null  nähert, 
kann  aber  nicht  unter  ein  gewisses  Minimum  sinken.  Unter  allen 
Parallelogrammen,  deren  Inhalt  <W,  und  deren  halber  Umfang  ^-i-J' 
ist,  hat  bekanntlich  das  Quadrat  den  kleinsten  Umfang;  also  wird  der 
kleinste  Werth  von  S-hi'  erreicht  für  S  =  d'  =  Xa\  der  Abstand 
beider  Punkte  von  einander  ist  dann  2x, 

3.    Die  zweiten  Differentialquotienten. 

261.  Besehreibung  des  Beschlemilgimgsznstandes.  1)  Ca- 
nonische Form.  In  der  Fläche  F  sei  ein  Punkt  a^  markirt.  Zur 
Zeit  t  ist  der  Geschwindigkeitzustand  von  F  beschrieben  durch  An- 
gabe der  drei  Geschwindigkeitscoordinaten  (^^,  y,  sind  die  Coordinaten 
von  er,) 
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lü-""    'dt — "*• 


Zur  Zeit  t-^dt  sei 

(2).      (^)  =  «.+*'^'    %-  =  ''x+**.     ^  =  -'+*<^ 

Dann  heissen  A,  d,  d>  die  drei  Coordinaten  des  Beschleunigungs- 
zustandes. 

Sind  die  Werthe  von  ü,  ö,  ib  bekannt,  so  kann  man  mit  ihnen  offenbar  aus 

dxt        dut        (Ud 
den  Werthen,  die  — ji-,  — j^,  --^  zur  Zeit«  hatten,  die  Werthe,  welche  diese 

dt         dt         dt 

Grössen  zur  Zeit  t-hdt  besitzen,  berechnen.    Ist  umgekehrt  bekannt,  welche  Werthe 

—~-,  —^t  -—?-  zu  den  Zeiten  t  und  t-\-dt  haben,  so  lassen  sich  üi,  di,  «b  ein- 
dt  dt  dt 

deutig  eruiren.    ü,  v,  «b  sind  also  nothwendig  und  hinreichend,  zur  Bestimmung 

der  Veränderung,    welche  in  der  Zeit  dt  mit  dem  Geschwindigkeitszustande  von 

F  vor  sich  gegangen  ist,  d.  h.  sie  eignen  sich  dazu,  den  Beschleunigungszustand 

von  F  darzustellen. 

A  UDd  'ö  sind,  wie  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  sofort  ein- 
leuchtet, die  Componenten  der  Beschleunigung  von  a^;  ö)  ist  die  Win- 
kelbeschleunigung der  Drehung  um  a^.  Bekanntlich  ist  die  Winkel- 
geschwindigkeit, also  o)  einerseits,  <o+w dt  andererseits,  unabhängig 
von  dem  ausgewählten  Punkt  a,,  also  muss  auch  di  für  sich  unab- 
hängig von  a,  sein;  <b  hat  demnach  denselben  Werth,  welcher  Punkt 
a^  von  J^  auch  markirt  sein  möge,  und  es  kann  schlechthin  als  die 
Winkelbeschleunigung  von  jP  bezeichnet  werden.    Statt  t  und  6 

d^a  d*y 

kann  man  selbstverständlich  auch  schreiben      .^   und     ,fl'  » 

dt^  dt^ 

2)  Erste  Nebenform.  Zur  Zeit  t  dreht  sich  F  um  ein  Mo- 
mentancentrum €(y)  dessen  Coordinaten  ^C9  yc?  i*6sp.  $^,  r^y  seien. 
Der  Geschwindigkeitszustand  von  F  ist  bestimmt  durch  die  5  Grössen 

^c,    yc,    ?r,    Vr^    ^' 
Zur  Zeit  t-^-dt  haben  diese  Grössen  andere  Werthe 

.,+  ^d,,    j,,+^^,    ^^^^dt,    nr+^,    «.+**, 


und  die  5  Werthe 

d»o         dyc         d^r         ^^> 


(bdt 


dt    '      dt    '      dt    '      dt    ' 
liefern  offenbar  die  vollständige  Bestimmung  der  stattgehabten  Aen- 
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deruDg  des  Gescbwindigleitszustandes,  also  die  Bestimmung  des  Be- 
schleanigungszustandes.  Die  vier  ersten  dieser  Grössen  sind  offenbar 
geometrisch  gegeben,  wenn  man  das  Bahnelement  von  C  und  F 
kennt,  welches  vom  Momentancentrum  in  der  Zeit  dt  zurückgelegt 
wird. 

252.    Die  Weehselgesehwlndlgkelt  des  Momentaneeiitmms. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  Momentancentrum  auf  seiner 
Bahn  C  fortschreitet,  heisst  die  Wechselgeschwindigkeit  des  Mo- 
mentan centrums.  Nach  dem  eben  gesagten  hängt  sie  innig  mit 
dem   Beschleunigungszustande    zusammen.     Ihre  Componenten   sind 

— r^9     jT-'i  ihr  absoluter  Werth  ist,   wenn  das  Element  von  C  mit 
dt        dt 

ds  bezeichnet  wird  7^  =  y(~5r") +(~^)  '  ^^^  erhält  —zf-  und 
-^  offenbar  'durch  Differentiation  von  §  246  Gl.  (5). 

dac        ^^        wj^^—v^ö)        dyc        ^    ,     a?ü— ud) 

^^^       "dT-"*^ 1?       '    "dT  =  '''"' 1;^ 

da 

Wir  bezeichnen  -^  abgekürzt  mit  w.  Die  Wechselgeschwindig- 
keit hängt  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  co  durch  eine  Beziehung 
zusammen,  welche  sich  durch  die  Krümmungen  der  Curven  C  und 
r  ausdrucken  lässt. 

Es  werde  zunächst  angenommen,  dass  die  Erümmungskreise  der 
beiden  Curven  C  und  P  auf  derselben  Seite  ihrer  gemeinschaftlichen 
Tangente  liegen.  Beide  berühren  sich  im  Punkte  cQf)  und  dort  seien 
ihre  Contingenzwinkel  d^  und  de\  man  kann  dann  die  Differenz  de — de 
als  den  relativen  Contingenzwinkel  von  C  in  Bezug  auf  F  ansehen 
(es  ist  der  Werth,  den  der  Contingenzwinkel  von  C  haben  würde, 
wenn  beide  Curven  eine  gemeinschaftliche  Verbiegung  erlitten,  durch 
welche  F  zu  einer  Geraden  würde),  de — de  ist  aber  der  unendlich 
kleine  Winkel,  den  F  in  der  Zeit  dt  zurücklegt,  wo  das  Element  dxs 
von  F  auf  dem  Element  ds  von  C  abgerollt  wird.  Also  ist  de — de  =  dq^ 
und  demgemäss 

^^  dt  dt        dt 

Nun  ist  bekanntlich,  wenn  r  der  Krümmungsradius  von  C  und  q  der 
von  F  ist. 
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.5.  1  &  ,       1  & 

zugleich   aber  d(r=d8^   da  die  Elemente  von  C  und  F  gleich  lang 
sind;  damit  wird 

dq>  de  de 


dt            dt 

dt 

da            d« 

da 

dt             dt 

dt 

1 

±^ 

1        1 

oder 


"^  ^         w  r        Q 

welches  die  gesuchte  Beziehung  ist. 

Liegen  C  und  F  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  gemeinschaft- 
lichen Tangente,  so  sieht  man  leicht,   dass  dann  dtp  =  de-{'d€  ist; 

dieselbe  Rechnung  ergiebt  also  — = 1 Diea  Resultat  lässt 

°     °  w  r        Q 

sich  aber  der  Gleichung  (3)  einfach  subsummiren,  indem  man  den 
Krümmungsradius  q  von  F  als  negativ  rechnet,  wenn  er  die  zu  r  ent- 
gegengesetzte Richtung  hat;  entsprechend  ist  dann   auch  de  negativ 

zu  rechnen. kann  dann  als  die  relative  Krümmung  von  C 

r        Q 

in  Bezug  auf  F  aufgefasst  werden;  sie  wird  mit  der  absoluten  Krüm- 
mung von  C  identisch,  wenn  F  eine  gerade  Linie  ist. 

263.    Das  Centrnm  der  Winkelbeschlenni^iig.     Der  zur 

Zeit  t+dt  gegebene  Geschwindigkeitszustand  von  F  hat  nach  61.  (2) 
des  vorigen  Paragraphen  die  Goordinaten 

M,-|-ü,cfc,    Vj-|-i5jCfe,    w+wdt, 

Derselbe  ist   also  die  heteraptische  Summe   von  zwei  Grössen,  von 

denen 

die  erste        «^,        v^^        co, 

die  zweite     udt^      vdt^     (bdt 

zu  Goordinaten  hat.  Die  erste  von  diesen  ist  der  Geschwindigkeits- 
zustand  von  F  zur  Zeit  t.  Derselbe  lässt  sich  bekanntlich  ausdrücken 
als  Rotationszustand  um  ein  Momentancentrum,  dessen  Goordinaten 
sind  (246  Gl.  (5)) 

(1)        ac  =  a^  —  -±,    y,=y^  + 


Die  zweite  ist  die  unendlich  kleine  Zusatzgeschwindigkeit,  welche  in 
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der  Zeit  dt. zur  ersten  hinzukommt.  Auch  die  zweite  Grösse  unter- 
liegt dem  allgemeinen  Gesetz:  sie  lässt  sich  ausdrücken  als  Rotations- 
zustand um  ein  Momentancentrum  e^  dessen  Coordinaten  sind 

(2)        a,  =  a,  —  ^,    y,  =  ^^+^. 

Der  Geschwindigkeitszustand  zur  Zeit  t+dt  entsteht  also  dprch  Zn- 
sammensetzung zweier  Rotationen;  die  erste  hat  die  Winkelgeschwin- 
digkeit CO  und  den  Mittelpunkt  ^.,  yc]  die  zweite  hat  die  Winkel- 
geschwindigkeit wdt  und  den  Mittelpunkt  ^«,  y^  Die  letztere  Rotation 
reprasentirt  demnach  den  Beschleunigungszustand  zur  Zeit  t^  und  ihr 
Mittelpunkt  o?«,  y^  heisst  der  Mittelpunkt  der  Winkelbeschleu- 
nigung;  er  sei  mi^  e  bezeichnet. 

Der  Beschleunigungszustand  zur  Zeit  t  kann  demnach  auch  da- 
durch beschrieben  werden,  dass  man  1)  den  Werth  (b  der  Winkel- 
beschleunigung,  2)  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  letzteren  an- 
giebt  Bei  Betrachtung  der  Zustände  zu  den  Zeiten  t  und  t'+'dt  sind 
sonach  drei  Winkelgeschwindigkeiten  zu  unterscheiden: 

1)  Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit  t,  Mittelpunkt  c  mit  den  Coord. 
^cj  Vc  Gl.  (1) 

2)  Zusatzwinkelgeschwindigkeit,  Mittelpunkt  e  mit  den  Coord. 
^„y,  Gl.(2), 

3)  Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit  t-^dt^  Mittelpunkte'  mit  den 

Coord. 

, v^'^'ddt 

VLi(»     -^--    SO,  "— — "  . 

oa-^&)dt 


j  ,  u.-^iLdt 


Die  dritte  Winkelgeschwindigkeit  ist  die  Resultante  der  beiden  ersten ; 
da  nun  Winkelgeschwindigkeiten  um  parallele  Axen  sich  zusammen- 
setzen wie  parallele  Kräfte,  folgt,  dass  die  drei  Mittelpunkte  c,  e  und 
c'  auf  einer  Geraden  liegen,  und  dass  sich  verhält 

cc' :  c*e  =  dydt :  co.  '  ^ 

cc'  ist  die  unendlich  kleine  Strecke,  welche  das  Momentancentrum  in. 
der  Zeit  dt  zurücklegt;   heisst  also  die  Wechselgeschwindigkeit,  wie 

früher,  w^  so  ist  cc'  =  wdt^  also  cfe,&i  =  odw^  oder,  indem  cc'  gegen 
ce  vernachlässigt  wird 


(3)        ce  = 


(JDW 


€0 
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Das  Centrum  der  Winkelbeschleunigung  li^  hiernach  auf  der  ge- 
meinschaftlichen Tangente  der  beiden  Curven  C  und  F  im  Abstände 

— ; —  vom  Berührungspunkt.  Es  liegt,  wenn  cd  und  cb  gleiches  Vor- 
zeichen haben,  auf  derjenigen  Hälfte  der  Tangente,  nach  welcher  F 
hinrollt. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit  t  constant,  ü>  ==  0,  so  &llt  a  ins  Un- 
endliche ;  bewegt  sich  F  so,  dass  das  Momentancentrum  station&r  bleibt,  w  3=  0, 
so  föllt  €  mit  c  und  c'  zusammen. 

S54.    Die  BesoUeunigiuig  der  einzelnen  Punkte   Ton  ,F. 

1.  Zerlegung  mit  Hülfe,  von  a,.  Zur  Zeit  t  wird  der  Gesammt- 
zustand  von  F  mit  Hülfe  des  Punkts  a,  dargestellt  durch  die  Grossen 

1)  Lagencoordinaten  yon  Fi  ^|,yi,9>, 

2)  Geschwindigkeitscoordinaten  — ^,  -^,  "^"»  ^^^"^  ^^  ^j  ^-^ 

3)  Beschleunigungscoordinaten      , ,'  ,      ,^'  ,    ^^  ,  oder  ü,  r,  d>. 

Ein   beliebiger  Punkt  ß  von  F,    dessen  Coordinaten  ■  zur  Zeit  t 
sind  ^,  y,  hat  die  Geschwindigkeitscomponenten 

(1)        -J-  =  w  =  «^|— Ö/— 2/iX    -^  =  »  =  «i+(^— ^.)o>. 

Differentiirt  man    diese  Gleichungen  nach  t^  so  ergiebt  sich   für  die 

Axencomponenten  der  Beschleunigung  von  /?,  , ,  und  ,  ,  oder 
ü  und  t^ 


(2) 


c?'a?  dt*. 


df  dt 


oder 


de  ~  dt  ^^^  ''"'  Ä  +\/i<     d«  J"*' 


Setzt  man  hierin  noch  gemäss  Gl.  (1)  »  =  «,+(« — «,)<»  etc.,  so  kommt 


(4) 


I  u  =  u,—(j;— «,;«'— (y—yjd) 


Die  resultirende  Beschleunigung  von  ß  präsentirt  .sich  hierin  augen- 
8cheinli<;|i  als  zusammengesetzt  aus  drei  Bestandtheilen,  nämlich 
a)  der  Componente  0,-4-^,,  welche  die  Beschleunigung  von  a   ist 
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b)  der  Componente  — (x — ^j)a)'-^(y — yi)a>*;  diese  ist  nach  a^^ 
hin    gerichtet    und    ist    offenbar    die    Centripetalbeschleunigung    der 

Drehung  um  a,.  Setzt  man  den  Abstand  a^ß  gleich  ^,  so  ist  ihr 
Werth  po)'; 

c)  der  Componente  — (y — y,)a)-?-(d: — «,)cb.  Diese  steht  senk- 
recht auf  der  vorigen,  deoh  multiplicirt  man  ihre  a?-Componente  mit 
or-Componente  der  vorigen,  ebenso  die  y-Componente  von  (c)  mit  der 
der  y-Componente  von  (b)  und  addirt,  so  ergiebt  sich  die  Summe  Null. 
Sie  steht  also  senkrecht  auf  dem  Strahl,  der  von  a^  nach  ß  hingezogen 
wird,  und  sie  rührt  her  von  der  Winkelbeschleunigung  cb  der  Drehung 
um  a,.     Ihr  absoluter  Werth  ist  pcb. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Bewegung  von  F  eine  Verschiebung  ist 
und  bleibt,  sind  a>  und  d»  Null,  also  ist  für  jeden  Punkt  der  Fläche  u  =  üi  und 
V  =  »1,  wie  sich  von  selbst  versteht.  Ist  die  Bewegung  von  F  eine  Rotation  um 
ein  stationäres  Centrum  c,  so  kann  man  dies  als  Punkt  ai  betrachten;  dann  fällt 
üi  und  öl  aus  Gl.  (4)  fort  und  die  Beschleunigung  des  Punktes  ß  setzt  sich  bloss 
aus  den  beiden  Antheilen  a)  Centripetalbeschleunigung  nach  e  hin,  b)  Tangential- 
beschleunigung p<b  senkrecht  zu  cß. 

Man  erhält  andere  brauchbare  Zerlegungen  der  Beschleunigung 
von  ß^  wenn  man  auf  die  Nebenformen  der  Darstellung  des  Beschleu- 
nigungszustandes von  F  zurückgeht. 

2.    Zerlegung   mittels  Momentancentrum   und  Centrum 

der  Winkelbeschleunigung.    Als  Punkt  a^  wählen  wir  denjenigen 

Punkt  von  jP,  der  zur  Zeit  t  Momentancentrum  ist,   also  in  c  fällt. 

Derselbe  hat   zur  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  Null.     Zur  Zeit  t"\-dt 

liegt  das  Momentancentrum  in  dem  benachbarten  Punkt  (/,  der  von 

c  um  das    Curvenelement  ds  der  Curve  C  absteht;    zur   Zeit  t-)rdt 

dreht  sich  also  a,  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  (co+coc/^)  um  c\ 

d.  h.  es  hat   die  Geschwindigkeit  d8.(a)+d)Ä),   oder  mit  Vemach- 

ds 
lässigung  der  Grössen  höherer  Ordnung  —j-'dt.m,    wwdt  ist  also  die 

Geschwindigkeit,  welche  a,  in  der  Zeit  dt  gewonnen  hat,  d.  h.  mw  ist 
die  Beschleunigung  von  a^  dem  absoluten  Betrage  nach.  Wir  wollen 
nun  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  in  den  Punkt  c^  die  Axe 
der  a  in  die  Tangente  von  C  (positiv  in  der  Richtung  von  w)  legen, 
die  Axe  der  y  fallt  dann  in  die  Normale  von  C.  Die  auf  dieses 
System  bezüglichen  Grössen  werden  im  Folgenden  durch  fetten  Druck 
ausgezeichnet.  In  demselben  hat  c'  die  Coordinaten  ds,  0;  die  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  von  a,  zur  21eit  t-i-dt  sind  also,  wenn  sie 

Bodd«,  Mechanik.     II.  4Ö 
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nach  den  Fonneln  u  =  u^ — (y — y,)o>,   v  =  v^+(a — Xj)m    gebildet 

werden 

0    und    (a)H-d)A)(— *)• 

Die  Componenten  der  Beschleunigung  von  a,  sind  also 

ds 
ü,  =0,     ^1  =  — (a)-f-d)oQ— 17-  =  — (ow 

mit  Yernachlässsigung   der  unendlich   kleinen  Grösse  towdt.     Damit 
reduciren  sich  die  Gl.  (4)  auf: 

{ü  =  — xco' — yd) 
«5  =  — ya)*-f-Xd) — (ow. 
Nun  hat  das  Centrum  e  der  Winkelbeschleunigung  in  unserem  System 

die  Coordinaten  Xe  =  — 7-,  und  y,  =  0,  also  sind  die  vorigen  Glei- 

chungen  ersetzbar  durch 

ü  =  — Xü)'— (y— ye)d} 


(6) 


I  u  =  — Xü)'— (y— yjd) 
U  =  —  ya)"+(x— X^)d). 


Hierin  setzt  sich  nun  die  Beschleunigung  von  ß  ersichtlich   aus  zwei 
Bestandtheilen  zusammen,  nämlich 

a)  Contripetalbeschleunigung  nach  dem  Coordinatenanfang  c  hin, 
— xco'-^yco',  eiltsprechend  der  Winkelgeschwindigkeit  um  c;  Total- 
betrag rcco',  wenn  Tc  der  Abstand  cß  ist. 

b)  Beschleunigung  — (y — ye)d)4-(x~x«)d);  dieselbe  steht  senk- 
recht auf  der  Geraden  eß,  entspricht  also  der  Winkelbeschleunigung 

um  e.    Totalbetrag  re(b,  wenn  r«  der  Abstand  eß  ist. 

Will  man  die  Ausdrücke  6  auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem 
übertragen,  so  braucht  man  nur  (x — Xc)(o^  statt  xco*  und  (y — yc)»' 
statt  yco'  einzuführen;  man  erhält 

(6b)      ü  =  — («— ^c)a)*— (y— y,)*»    ^  =  — Ö/— yc)a>*-l-(«— Ä?e)d). 

3)  Zerlegung  mittels  des  Momentancentrums  und  der 
Wechselgeschwindigkeit.  61.(5)  führen  direct  auf  eine  andere 
Zerlegung;  sie  spalten  nämlich  die  Beschleunigung  von  ß  in  zwei 
Theile, 

a)  — Xü)' — yd)-^( — ya)*-hxd)).  Dies  ist  die  Beschleunigung, 
welche  ß  haben  würde,  wenn  das  Momentancentrum  stationär  wäre. 
Dieselbe  besteht  ihrerseits  wieder  aus  zwei  Antheilen,  nämlich  d)  fcO)', 
Centripetalbeschleunigung  nach  c  hin,  und  ß)  Ted)  tangential,  senkrecht 
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za   dem  Strahl  cß.     Beide   zusammen   liefern   eine    Beschleunigung 
rcl/cü^+d)';  ist  X  der  Winkel,  den  sie  mit  dem  Strahl  cß  bildet,  so 

ist  taneA  =  — r  für  alle  Punkte  von  F» 

b)  Die  zweite  Componente  ist  —  mw  in  der  Richtung  der  y.  Sie 
wird  durch  den  Wechsel  des  Momentancentrums  hervorgebracht,  ist 
unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  ß,  ist  parallel  der  Normale, 
die  in  c  an  C  gelegt  wird  und  ist  nach  derjenigen  Seite  der  gemein- 
schaftlichen Tangente  von  C  und^P  hingerichtet,  nach  welcher  sich 
ein  Punkt  bewegt,  der  auf  der  Tangente  hinter  dem  Momentancen- 
trum liegt. 

Weitere  Zerlegungen  ergeben  sich  auf  Grund  des  Folgenden. 

255.  Der  Mittelpunkt  der  BescUeunigang.  Setzt  man  in 
254  61.  (6)  ü  =  i^  =  0,  so  lasäen  sie  sich  nach  x  und  y  auflösen, 
und  zwar  liefern  sie  eine  Lösung  für  jede  der  beiden  Unbekannten, 
es  giebt  also  einen  Punkt  in  jP,  der  die  Beschleunigung  Null  besitzt. 
Dieser  heisst  der  Mittelpunkt  der  Beschleunigung  und  sei  mit  p  be- 
zeichnet. Seine  Coordinaten  sind,  wie  man  aus  (6)  leicht  findet, 
(da  y,  =  0) 

(1)       Xp=i:^d)     4  ,  .,,     yp  =  — x^d)    4  .  .1  • 

^  ^  CO    -hCD  %  €Ü   +0) 


Statt  Xe.d)  kann  man  auch  ww  einsetzen.  Wie  die  Vorzeichen  er- 
kennen lassen,  liegt  der  Mittelpunkt  der  Beschleunigung  auf  derselben 
Seite  der  Normale  von  C  und  P,  auf  welcher  e  liegt,  und  auf  der- 
selben Seite  der  Tangente  von  C  und  P,  nach  welcher  die  Beschleu- 
nigung des  Momentancentrums  gerichtet  ist.  Sein  Abstand  vom 
Momentancentrum  ist 


(2)      pe=yx}+n  = 


XcCb  mw 


Sein  Abstand  vom  Centrum  der  Winkelbeschleunigung  ist 
(3)      ^  =  V(x,-x.)'+y,'=      ^"'' 


yco'+d)'  d)ya)*+(b' 

Nebenbei  verhält  sich,  wie  leicht  aus  (1)  zu  finden  Xp :  x« — Xp  =  cb*:  cd*. 
Ferner  ist 

(4)        pc -hpe  =iLi  =  ce ' 

Die  Geraden  pc  und  pe  bilden  also  an  p  einen  rechten  Winkel  mit- 
einander, und  p  liegt  auf  einem  Kreise,  dessen  Durchmesser  ce  ist. 

45* 
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Ist  ti>  constant,  üi  =  0,  so  wird  x«  und  pe  unendlich,  pc  «=  — ;  zugleich  ist 

Xp  s=  0,  der  Beschleunigungsmittelpunkt  liegt  also  dann  auf  der  in  c  errichteten 

Normale  von  C  im  Abstand  —  von  c.     Ist  das  Momentancentrum  stationär,  so 

ist  wegen  (o  =3  0  auch  pe  =pe  =  0;  die  drei  Punkte  e,  e,  p  fallen  also  dann 
zusammen.  Ist  die  Bewegung  ?on  F  eine  Translation,  so  liegen  alle  drei  Mittel- 
punkte im  Unendlichen. 

Unter  Umständen  kann  es  von  Interesse  sein,  die  Coordinaten  des  Punktes 
p  in  dem  beliebig  gewählten  System  der  x,  y  zu  kennen,  welches  der  Gl.  (4)  des 
vorigen  Paragraphen  zu  Grunde  liegt.  Man  findet  sie,  indem  man  in  Gl.  (4) 
u  =3  V  =:  0  setzt  und  nach  x,  y  auflöst,  zu 

(ib)        xp  =  xi-] .  .    ...     ,    yp=yiH 4,    »a     • 


Wählt  man  nun  als  Punkt  a^  denjenigen  Punkt  von  F,  der  zur 
Zeit  f  gerade  im  Beschleunigungscentrum  liegt,  so  ist  in  Gl.  (4)  des 
vorigen  Paragi-aphen  üj  =  zJ^  =  0,  also,  da  a^  in  diesem  Falle  Xp  ist, 
sind  die  Componenten  der  Beschleunigung  von  ß 

r  ü  =  — (^— Äp)a)*— (y— yp)d) 

l^  =  — (y— yi>)o>'+(^— ^J»)»- 
Die  Beschleunigung  von  ß  zerlegt  sich  hiernach  in  zwei  Antheile, 

a)  Centripetalbeschleunigung  — (a — a:p)w^'^(i/ — yp)a)',  Total- 
betrag rpO)*,  gerichtet  nach  p  hin, 

b)  Beschleunigung  — (y— 2/p)«>-?-(^ — *p)^j  welche  senkrecht  auf 
dem  Strahl  pß  steht,  Totalbetrag  rpw. 

Die  Gesammtbeschleunigung  von  ß  ist  demnach  rpl/co*-!-©',   und  sie 


O) 


macht  mit  dem  Strahl  pß  den  Winkel  A,  wo  tangA  =  — 5--     Der  ab- 


w 


solute  Werth  der  Gesammtbeschleunigung  ist  hiernach  const^Jit  für 
alle  Punkte  eines  um  p  beschriebenen  Kreises,  er  ist  dem  Abstand 
rp  proportional. 

Alle  Punkte  einer  durch  p  gehenden  Geraden  haben  parallele 
Beschleunigungen.  Alle  Punkte  der  Geraden  pc  haben  demnach  Be- 
schleunigungen die  derjenigen  von  c  parallel  sind,  d.  h.  ihre  Beschleu- 
nigungen sind  parallel  der  in  c  auf' C  errichteten  Normale.  Alle 
Punkte  von  pe  haben  Beschleunigungen  parallel  der  gemeinsamen 
Tangente  von  C  und  P. 

Ist  der  Beschleunigungszustand  von  F  gemäss  den  Gleichungen 
(5)  durch  Angabe  von  p,  w  und  d)  bestimmt,  so  erhält  man  die  Glei- 
chungen (4)  des  vorigen  Paragraphen,   wenn  man   auf  der   rechten 
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Seite  von  (5)  x^  und  y^  statt  Xp  uod  yp  setzt  und  ü^  in  der  ersten, 
•ö^  in  der  zweiten  Gleichung  zufugt.  Durch  dies  einfache  Verfahren 
geht  man  also  von  der  Darstellung  der  Beschleunigungen  mittels  des 
Beschleuuigungscentrums  zur  Darstellung  der  Beschleunigung  mittels 
des  beliebig  gewählten  Punktes  a,  über. 

256.  Tangential-  und  Normalbesehleiinigang  der  Punkte  ß.  Selbstver- 
ständlich kann  man  die  Beschleunigung  des  Punktes  ß  auch  nach  alter  Weise  in 
eine  zur  Bahn  von  ß  tangentiale  und  eine  zur  Bahn  ?on  ß  normale  Componente 
zerlegen.  Es  bedarf  dazu  nur  der  Bemerkung,  dass  die  Bewegung  Ton  ß  eine 
Drehung  um  das  Momentancentrum  c  ist,  die  Normale  der  Bahn  Ton  ß  also  in 

den  Strahl  cß  fällt.    In  dem  oben  benutzten  Coordinatensystem,  dessen  Anfang  c 

ist,  macht  der  Strahl  cß  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel  ^  und  x»  ^o 

C0S<V  = >     COSY  = -i-» 

rc  re 

Das  Element  der  Bahn  von  ß  macht  mit  den  Axen  die  Winkel  <j/'  und  x\  ^^ 

cos^j^' =  — ^— ,      cosy'  = • 

fc  rc 

Also  ist,  wenn  t  und  v  die  tangentiale  und  normale  Beschleunigung  bezeichnen, 
aus  254  61.  (6) 

(1;  T  =  =   .-  CD, 

ro  F^x»+y> 

(2)       -,-  ^^-^J^   -   -(x»-hy^üi»~yx.ü)  ^ 
Je  Kx>H-y» 

a)  Die  Tangentialbeschleunigung,  t  ist  Null  für  die  Punkte,  welche 
der  Gleichung  x(x— x<)-f-y'  =  0  oder 

(3)    (x-  ^y+r  =  ixi 

genügen.  Dieselben  bilden  einen  Kreis,  der  durch  c  und  e  geht,  und  dessen  Durch- 
messer ce  ist  Auch  der  Punkt  p  muss  auf  diesem  Kreise  liegen,  da  ja  für  ihn 
x-^v  =  0,  also  auch  t  =  0  ist.    In  der  That  genügen  x   und  y    der  Gleichung 

(3).  Die  Tangentialbeschleunigung  ist  also  Null  auf  dem  schon  oben  berührten 
Kreise,  der  durch  c,  «,  p  geht. 

Das  Polynom  der  Gl.  (3),  also  auch  t,  ist  positiv  fnr  Punkte  ausserhalb,  ne- 
gativ für  solche  innerhalb  des  Kreises.  Die  Punkte  ausserhalb  desselben  besitzen 
also  wachsende,  die  innerhalb  haben  abnehmende  Geschwindigkeiten. 

Gleiche  Tangentialbeschleunigung  besitzen  die  Punkte,  welche  der  Gl. 
T  =  const,  oder 

(4)       [x(x-x.)+y']>  =  (x>-hy«)4- 
genügen,  wo  a  die  Constante.    Setzt  man  x  =  pcosd,  y  =  psin8,  so  wird  GL  (4) 

(5)  p  =  -: — hXtfCOSd, 

CO 
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d.  i.  die  Gleichung  einer  Schaar  von  Pascal'schen  Schnecken,  deren  Basis  der 
obige  Kreis  ist.  Für  a  =  0  reducirt  sich  die  Schnecke  auf  den  Basis -Kreis 
Gl.  (3),  för  a  =  wx«  ist  sie  eine  Gardioide.  Symmetrieaxe  ist  in  allen  Fällen  die 
Aze  der  x,  (die  gemeinschaftliche  Tangente  von  C  und  F),  und  der  Doppelpunkt 
sämmtlicfaer  Schnecken  föllt  in  c. 

b)  Die  Normalbeschleunigung.  In  dem  Ausdruck  für  v  kann  man 
statt  x^d)  auch  (oto  schreiben,  v  wird  Null  für  Punkte,  welche  der  Bedingung 
(x*4-y^«>*H-yü>w  =  0  genügen,  oder  für 


(«)  x'+(7+i^)'=(i^r- 


D.  i.  die  Gleichung  eines  Kreises  vom  Radius  ^  — ,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Axe 

der  y  im  Abstand  —  ^  —  vom  Anfang  liegt.    Der  Kreis  berührt  also  die  Axe  der  x, 

d.  h.  die  gemeinschaftliche  Tangente  von  C  und  F,  sein  Mittelpunkt  liegt  auf  der 
gemeinschaftlichen  Normale,  auf  derselben  Seite  der  Tangente,  auf  welcher  der  Be- 
schleunigungsmittelpunkt p  liegt,  sein  Durchmesser  ist  — •     Der  Kreis  heisst 

der  Wendekreis,  der  zweite  Punkt,  in  welchem  er  die  y-Axe  schneidet  fy= J 

heisst  der  Wendepol  von  F  zur  Zeit  t.  Dieser  Wendepol  ist  uns  in  255  schon 
begegnet  als  derjenige  Punkt,  in  den  p  föllt,  wenn  «b  =  0  ist. 

Das  Beschleunigungscentrum  p  liegt  auch  auf  dem  Wendekreis,  da  für  p 
auch  V  =  0  ist;  das  ist  leicht  mittels  255  (1)  zu  verificiren. 

Das  Polynom  (x'-hy^w'-f-yo)»  ist  negativ  innerhalb,  positiv  ausserhalb  des 
Wendekreises;  also  ist  v  negativ  (nach  c  hin  gerichtet)  ausserhalb,  positiv  (von 
c  weg  gerichtet)  innerhalb  des  Wendekreises.  Die  Bahnen  der  Punkte  ß  sind 
also  convex  gegen  c,  wenn  sie  innerhalb,  sie  sind  concav  gegen  c,  wenn  sie 
ausserhalb  des  Wendekreises  liegen.  Diejenigen  Punkte,  welche  auf  dem  Wende- 
kreis selbst  liegen,  beschreiben  geradlinige  Bahnelemente,  deren  Krümmungs- 
radius unendlich  gross  ist  —  ihre  Bahnen  haben  an  der  untersuchten  Stelle  im  all- 
gemeinen Wendepunkte.     Daher  der  Name  Wendekreis. 

Die  Normalbeschleunigung  ist  constant  auf  den  Curven  v  =  const.  Diese 
sind,  wie  leicht  zu  finden,  PascaPsche  Schnecken,  deren  Symmetrieaxe  die  Axe 
der  y  und  deren  Doppelpunkt  c  ist.  Der  Wendekreis  ist  die  Schnecke  const.  =  0, 
die  Basis  der  ganzen  Schaar. 

Die  Grosse  — ,   welche   der  Durchmesser  des  Wendekreises  ist,   ist  nach 

252  gleichzeitig  die  Differenz  der  Krümmungen  von  C  und  F.  (Vergl.  die  dortige 
Bemerkung  über  die  Vorzeichen  von  p  und  p'.) 

Irgend  ein  Punkt  ß  des  Wendekreises  beschreibt  zur  Zeit  t  ein  Bahnelement, 
welches  auf  dem  Strahl  cß  senkrecht  steht.  Die  Verlängerung  des  Bahnelementes 
geht  also  durch  den  Wendepol.  Soll  ein  Punkt  von  F  eine  gerade  Linie  be- 
schreiben, so  muss  er  jederzeit  auf  dem  Wendekreis  liegen^  da  dieser  der  einzige 
Ort  aller  Punkte  ist,  deren  Bahntheile  unendlichen  Krümmungsradius  haben.  Also 
muss  die  gerade  Linie  durch  den  Wendepol  gehen. 

Der  Krümmungsradius  der  Bahn  des  Punktes  ß  kann  aus  Gl.  (2)  mittels  der 
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Formel  v  ===  —  oder  p  =  —  berechnet  werden.  Setzt  man,  wie  obenx'+y'=rc, 
P  ^ 

80  ist  ü  =  rc  a>,  —  V  s=  — H L ^  also  der  absolute  Werth  der  Erümmungs- 

s 

radius  p  =  — j— ^ •     Ueber  seine  Richtung  ist  oben  das  Erforderliche  be- 

merkt 

S57.  Besehlennlgungsmenge.  Unter  der  Beschleunigungsmenge 
Ton  F  verstehen  wir,  wie  in  221,  die  heteraptische  Summe  der  Pro- 
ducte  ans  Masse  und  Beschleunigung,  genommen  über  alle  Elemente 
dF.  Um  dieselbe  zu  bestimmen,  gehen  wir  auf  das  Coordinatensystem 
und  die  Gl.  (4)  von  §  254  No.  1  zurück.  Sind  a  und  y  die  Coordi- 
naten  des  Elements  dF,  so  sind  die  Beschleunigungen  von  dF  in 
jenen  Gleichungen  (4)  ausgedrückt;  dabei  kann  man  den  Schwerpunkt 
von  F  als  a,  betrachten,  also  Xg  statt  «,  u.  s.  w.  schreiben.  Ist  dm 
die  Masse  von  dF^  so  sind  die  drei  Coordinaten  der  Beschleunigungs- 
menge von  dF 

Xidm  =  tadm — (a — aa)(o^dm — (y — ya)^dm 
'^dm  =  'öodm — (y — yj)£o'd?n+(« — aa)o)din 
n  =  (x6 — yü)dm 

Summirt  man  diese  Grössen  über  alle  dF  und  bedenkt,  dass 
^xdm  =  Xom  u.  s.  w.,  2(jic^ -\-y^dm  aber  gleich  Km  ist,  wenn  K 
das  Trägheitsmoment  von  F  in  Bezug  auf  den  Coordinatenanfang  ist, 
80  erhält  man  für  die  Coordinaten  der  Beschleunigungsmenge  von  F 

^  \N  =  {xoil>a—yöi^a)rn'^K(b''{xl+yl)(hm, 

oder,  wenn  Ka  das  Trägheitsmoment  von  F  in  Bezug  auf  den  Schwer- 
punkt ist, 

(3)  X  =  Üa Wl,       Y^=^ila'ni^      N=.  (Xa'Öa  —ya Üa) m+KoOH. 

Dieselben  Gleichungen  ergeben  sich,  wenn  man  die  drei  Coordinaten 
der  Bewegungsmenge,  Ugm^  Vnm,  KaW+(xaVa — yoUa^m  direct  nach 
t  differentiirt,  was  ja  der  Fall  sein  muss,  da  die  Beschleunigungs- 
menge eines  jeden  dF  der  nach  der  Zeit  genommene  Differentialquo- 
tient seiner  Bewegungsmenge  ist. 


(1) 
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4.  Die  freie  Fläche  2^  unter  dem  Einfluss  von  Kräften. 

258.  Die  Gleiehnngen  der  Bewegrnng  Ton  F.  Wirkt  an  F 
die  Dyname  JST,  17,  iV,  so  braucht  man  nach  223  nur  JST,  ff,  N  an  die 
Stelle  von  X^Y^  N  m  den  Gleichungen  (3)  des  vorigen  Paragraphen 
zu  setzen,  um  die  Gleichungen  der  Bewegung  von  F  zu  erhalten. 
Dieselben  sind  also 

Die  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  sind  identisch  mit  dem  Satze, 
dass  der  Schwerpunkt  von  F  sich  so  bewegt,  als  ob  die  Kräfte  JST,  H 
direct  an  ihm  angriffen.    Die  dritte  liefert  die  Winkelbeschleunigung. 
Sie  kann  auch  geschrieben  werden  Ä'ad)  =  N—-(xaH — yoS). 
Greift  die  Kraft  JST,  H,  N  im  Schwerpunkt  an,  so  ist 

N=XaH—yaB, 

(d\  d*a  \ 

^a--n¥ — y«"7^)'  *^^^  KaW  =  0  oder  (b=0. 

Eine  durch  den  Schwerpunkt  von  F  gehende  Kraft  liefert 
also  die  Winkelbeschleunigung  Null.  In  jedem  andern  Fall 
ist  tt)  offenbar  von  Null  verschieden. 

Ist  JSr=JEf  =  0,  während  N  von  Null  verschieden  ist,  so  wird 

Ein  Kräftepaar  an  F  bringt  also  bloss  Winkelbeschleuni- 
gung um  den  Schwerpunkt  hervor.  Der  Schwerpunkt  wird 
dabei  zum  Mittelpunkt  der  Beschleunigung. 

Es  ist  von  Interesse,  die  Gleichungen  (3)  auch  aus  der  zweiten  Lagrange'schen 
Form  abzuleiten.    Für  die  lebendige  Kraft  T  hatten  wir  in  248  die  Formel 

<»    ^-*.[(^)V(^)>*'r.(^)". 

Die  Lagrange*sche  Formel,  auf  die  drei  Coordinaten  xa,  y^,  ^  angewendet, 

d    (dT\       dT  ^       du 

dt    ^  dxa '       dxa  dxa 

giebt  mit  Leichtigkeit 

^1^        «  ^""^  ^^       m  ^""^^  du       ^    dh^  dU 

Man  denke  sich  nun,  die  Kräftefunction  U  werde  auf  einen  bestimmten  Punkt 
a-,  y  von  F  geübt,  entsprechend  dem  Umstände,  dass  die  Dyname  ersetzt  werden 
kann  durch  eine  Kraft,  welche  im  Punkt  x,  y  angreift. 
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Aendert  sich  xa   allein  um  dxa^  so  erleidet  F  eine  reine  Verschiebung  vom 
Betrage  dx«,  also  erleidet  auch  x,  y  eine  solche,  dx  ist  =  dxa.     Demnach  ist 
dU  ^    ^^  ^      g 

Ebenso  ist  — —  =  -^ —  =  —  H. 

-T —  ist  =  -^ —  '-T — — ^ —  •  -TT—    Aendert  sich  nun  ©  um  tf©,  d.  h.  dreht 
9^  dx      0^        dy      9^  ^ 

sich  J^  um  den  Schwerpunkt  und  beschreibt  dabei  (lie  Amplitude  cfcp,   so  legt 

ar,   y    einen   Weg   rf»    zurück,    dessen   Componenten    sind    dx  =  — (y — yff)d% 

9*c  9v 

dy  BS  (x — a-0)cf9;   m.  a.  W.  es  ist  -5—  =  — (y— y«)  ^ad  — ^  =  +(x — xo).  Also 


9fp 
oder 

du 
9^ 


-4r- =  *H-irE-(*„H-y„B)  =  N-(z<,H-y„B). 


O  rr  O  TT  O  TT 

Setzt  man  die  so  ermittelten  Werthe  Yon  -:r — ,  -^ — ,  -5 —  in  Gl.  (4)  ein, 

dxa      oy^       99 

so  erhält  man  offenbar  Gl.  (1). 

Die  Integration  der  beiden  ersten  Gleichungen  (1)  ist  nach  den 
im  ersten  Buch  gegebenen  Regeln  zu  bewerkstelligen.  Hat  man  sie 
ausgeführt,  so  kann  man  in  der  dritten  Gleichung  alle  vorkommenden 
aay  ya  und   deren  Differentialquotienten   als  Functionen  von  t  aus- 

drficken,  worauf  die  Gleichung  die  Form  w=f(t)  oder  --^=/(0 

annimmt  und  integrabel  wird.  Ist  U  als  Function  von  g)  gegeben, 
80  wird  die  dritte  Gl.  (4)  bequemer  zu  behandeln  sein. 

259.  Der  Specialfall  des  Gleichgewichts  der  Kräfte  an  der 
freien  Fläche  F  tritt  ein,  wenn 

£'=0,    H  =  0,    N  =  0 

ist.  Ob  das  Gleichgewicht  stabil  sei  oder  nicht,  das  hängt  von  der 
Vertheilung  der  Kräfte  ab;  ist  eine  Kräftefunction   ü  vorhanden,  so 

ist  es  stabil,  wenn  ü  ein  Minimum  ist.    Man  bemerke,  dass   ^   ^ 

ganz  wohl  ein  anderes  Vorzeichen  haben  kann,  als    ^  ^    und    ^  ^  , 

dass  also  die  Stabilität  in  Bezug  auf  Drehungen  unabhängig  von  der 
in  Bezug  auf  Verschiebungen  ist.  Volle  Stabilität  ist  nur  dann  vor- 
banden, wenn  die  oben  genannten  Differentialquotienten  alle  drei 
positiv  sind. 
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Macht  man  die,  allerdings  sehr  beschrankende,  Voraussetzuifg,  die  an  F 
tbätige  Dyname  bestehe  aus  Einzelkräften,  von  denen  1)  jede  einzelne  an  einem 
unveränderlichen  Punkt  ß^  von  F  angreift ,  und  2)  jede  einzelne  sei  innerhalb 

des  Gebietes,  in  welchem  F  sich  bewegen  kann,  unabhängig  von  der  Lage  des 
Angriffspunkt,  ändere  also,  wenn  F  bewegt  wird,  weder  ihre  Richtung  noch  ihre 
Lage,  so  lässt  sich  die  Stabilitätsbedingung  noch  auf  eine  andere  bequeme  Weise 
formuliren.  Die  Coordinaten  der  Angriffspunkte  seien  der  Reihe  nach  xj,  yi; 
^S)  ys  u.  s.  w.,  die  an  ihnen  angreifenden  Kräfte  seien  Si,  Hi;  S«,  Ht  u.  s.  w. 
Soll  dann  in  der  gegebenen  Lage  von  F  Gleichgewicht  vorhanden  sein ,  so  müssen 
nach  (I)  die  Bedingungen  erfüllt  sein 

(3)       2B««=0,    214,  =  0,    2(*nH«-y»S«)  =  0. 

BeTwegt  sich  nun  F,  so  behalten  sämmtliche  S  und  H  ihre  Werthe  bei;  also  sind 
die  beiden  Gleichungen  2Sn  =^  0  und  2Hn  =  0  auch  nach  der  Bewegung  erfüllt 
Ist  die  Bewegung  eine  reine  Verschiebung,  so  ändern  sich  alle  x  um  dieselbe 
Grösse  Ax,  alle  y  um  dieselbe  Grösse  Ay.  Das  Moment  N  nimmt  also  durch  die 
Verschiebung  die  Form  an 

2(xnHn-y«Bn)+A«2H,-Ay2S,. 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  nach  (3)  Null.  Unter  den  obigen  Voraussetzungen  ist 
also  das  Gleichgewicht  gegen  Verschiebungen  indifferent  Dreht  sich  f , 
so  wollen  wir  das  Drehungscentrum  zum  Coordinatenanfang  nehmen.  Aendert 
sich  dann  ^  um  <fcp,  so  ändert  sich  xn  um  — !fnd^,  und  y«  um  -\-xnd^.  Das 
Moment  N  nimmt  also  durch  die  Drehung  d(f  die  Form  an 

2  [(arn  — yn  c^9)  Hn  —  (yn -f- Xj,  rf^p)  Bn  ] 

oder,  da  2(a:nHn— ynBn)  =  0  ist, 

(4)         — rf92(ar„Sn+ynH»). 

Dies  Moment  ist  von  gleichem  Vorzeichen  wie  rf^,  wenn  — 2(ar},Sn+yi»Hit)  po- 
sitiv ist;  in  diesem  Fall  strebt  es,  die  Abweichung  cfcp  zu  vergrössern,  das  Gleich- 
gewicht ist  also  dann  labil.  Das  umgekehrte  ist  der  Fall,  wenn  — 2(X},3ii+jr«Hii) 
negativ  ist.    Ist  die  Summe  Null,  so  ist  das  Gleichgewicht  indifferent. 

'  -2(xnS»  +  y«Hn) 

ist  aber  das  doppelte  Virial  der  sltlF  thätigen  Kräfte;  man  hat  also  den  Satz: 
Unter  den  obigen  Voraussetzungen  ist  das  Gleichgewicht  labil; 
indifferent  oder  stabil,  je  nachdem  das  Virial  der  Kräfte  positiv, 
null,  oder  negativ  ist 

Verschiebt  man  den  Coordinatenanfang  um  S,  y),  so  tritt  im  Virial  an  die 
Stelle  von  x«  die  Grösse  xn+E,  und  yn+T]  an  die  Stelle  von  y».  Das  Virial 
wird  also  — ^2(xnB«-hy«H«)— iSSSn— iTi2H«.  Da  2S»  =  2H«  =  0,  bleibt 
der  Wcrth  des  Virials  ungeändert,  der  vorstehende  Satz  gilt  also  für  jede  Lage 
des  Coordinatensystemes. 

Sind  nur  zwei  Kräfte  Bi,  Hi  und  Bj,  Ha  an  F  gegeben,  so  hat  die  vor- 
stehende Bedingung  einen  sehr  einfachen  geometrischen  Sinn.  Zur  Vereinfachung 
können  wir  annehmen,  die  Axe  der  x  sei  in  die  gemeinschaftliche  Doppelrichtung 
beider  Kräfte  gelegt.  Dann  ist  die  erste  Kraft  Bi  mit  dem  Angriffspunkt  xi,  die 
zweite  ist  — 3i  mit  dem  Angriffspunkt  xj.     Das  doppelte  Virial  ist  (x^ — X|)Si. 
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Eine  der  Kräfte  hat  die  Richtung  der  positiven  x;  wir  wollen  annehmen  Si  sei 
diese,  also  Sj  sei  positiv.  Dann  ist  (2*2 — ^1)  positiv,  wenn  x^>xi  ist  und  um- 
gekehrt. D.  h.  das  Gleichgewicht  ist  stabil,  wenn  die  beiden  Kräfte  ihre  Angriffs- 
punkte  auseinanderzuziehen  streben,  und  labil,  wenn  sie  dieselben  zusammen- 
drucken. Beispiel  ein  horizontal  liegender  Magnet,  der  stabil  ist,  wenn  die 
Horizontalcomponente  des  Erdmagnetismus  seine  Pole  auseinanderzieht,  labil,  wenn 
das  Gegentheil  der  Fall  ist 

260.  Die  Arbeit.  Es  ist  zu  untersuchen,  welche  Arbeit  die 
Dyname  S*,  fl,  N  an  der  Fläche  F  leistet,  wenn  diese  eine  Elemen- 
tarbewegung macht. 

Nach  den  Entwicklungen  des  §  318  leistet  die  Dyname  8,  H,  Z, 
A^  Jlf,  iV  bei  der  Elementarbewegung  X,  Y^  Z^  L^  M^  N  die  Arbeit 
SL+HM'i-ZN'^AX+MY+NZ,  Im  Falle  der  Fläche  F,  wo  Z, 
-^,  M  und  Z,  y,  N  Null  sind,  reducirt  sich  dieser  Ausdruck  auf 

(1)        dA  =  SL-^-HM-^-  NZ. 

Nach  247  Gl.  (3)  ist  Z=a)dt,  L  =  (u,+y^a))dt,  M  =  (v^—a,(ß)dt, 
oder  Z  =  dg?,  L  =  dx^+y^d<p^  M=dy^ — ^i^y;  also  ist  der  Aus- 
druck für  die  Arbeit  in  unseren  canonischen  Coordinaten 

(2)  dA  =  B(da^+y,dg>)+H(dy,—a,d(p)+Ndg>, 

(3)  dA  =  Bda!,+Hdy,+{By^—Bx,-\-N)dq>. 

Derselbe  Ausdruck  lässt  sich  direct  auf  folgende  Weise  herleiten.  Die 
Dyname  JST,  H,  N  lässt  sich  auf  eine  Einzelkraft  reduciren,  die  auf 
der  Geraden 

(4)        xH—'yS  =  N 

angreift.  Wir  können  einen  beliebigen  Punkt  dieser  Geraden  als 
Angriffspunkt  auswählen,  etwa  den  Punkt  y=p,  wo  p  irgend  eine 
Constante.    Derselbe  hat  nach  (4)  die  Coordinaten 

(5)         y=p,     x  = ^ 

Macht  nun  F  die  Elementarbewegung,  welche  durch  die  Ver- 
schiebung dx^^  dy^^  und  die  Drehung  d(p  characterisirt  ist,  so  erleidet 
dieser  Punkt  eine  Verschiebung,  deren  Componenten  sind 

(6)  dx  =  dx,—(j>—y,)d%    dy  =  dy,-h  (— ^ ^^1  j  d<p. 

Die  Arbeit,  welche  die  Kraft  dabei  leistet,  ist  demnach 

(7)  dA  =  Sdx+Hdy  =  Bdx^+Hdy^+(By^--Hx^'^N)dg>, 
was  der  obige  Ausdruck  ist.    Die  Arbeit  präsentirt  sich  in  (3)  als 
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Summe  zweier  Elementararbeiten,  nämlich  1)  der  Yerschiebungsarbeit 
8dx^-\-Hdy^  und  2)  der  Drehungsarbeit  (Hy, — Hx^-\'N)dq>.  Dass 
der  letztere  Antheil  rein  von  der  Drehung  herrührt,  sieht  man  sofort, 
wenn  man  den  Coordinatenanfang  für  den  Augenblick  in  a,  legt,  wo 
dann  y,  =  a?i  =  0  ist  und  dieser  Antheil  sich  auf  Ndg>  reducirt. 

Ist  die  Elementarbewegung  eine  blosse  Drehung,  also  cüxi  =:  (/yi  =  0 ,  so 
reducirt  sich  dA  auf  (3yi  —  liri-f-N)^^;  ist  sie  eine  blosse  Verschiebung,  also 
flftp  =  0,  so  reducirt  sich  dA  auf  ScHrj-f-Hrf^i. 

Geht  F  aus  einer  Anfangslage  ^j,  y,,  9)  in  eine  zweite  Lage  x\^ 
2/j,  fp*  über,  so  ist  die  geleistete  Arbeit 

•c'    v'    o' 

(7)        A  =  jSdx\+Hdy,+{By^—Hx,+N)dip, 

und  es  ist  dann,  wenn  AT  die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  be- 
zeichnet 

(8)        A  =  äT. 

Besitzen  die  thätigen  Kräfte  eine  Kräftefunction  {7,  so  ist,  wie  schon 
in  258  gezeigt  wurde  (der  dortige  Nachweis  gilt  auch,  wenn  man  x^^ 
statt  ^tf  u.  s.  w.  schreibt) 

du         ^  du         „  du        ^^     ,    „ 

also,  wie  es  sein  muss 

(9)        dA=^—dü. 

Das  Princip  der  lebendigen  Kräfte  wird,  wie  schon  in  258  bemerkt 
wurde,  hauptsächlich  dann  Anwendung  finden  können,  wenn  die 
thätige  Dyname  als  Function  der  Coordinaten  ^,,y,,  g>  gegeben  ist. 

Nimmt  man  für  a^  das  Momentancentrum  c,  so  ist  dxc  =  dye  =  0, 
also 

dA  =  [N—(xcH—ycB)\d<p. 

261.  Beispiele.  1.  Die  Fläche  F  sei  keiner  Kraft  (oder  was  dasselbe 
sagt,  Kräften,  die  einander  das  Gleichgewicht  halten),  ausgesetzt. 

Anfangspunkt  des  Systems  der  x,  y  sei  der  Punkt,  in  welchem  der  Schwer- 
punkt Ton  F  zur  Zeit  Null  liegt;  die  Axe  der  x  falle  in  die  Richtung  der  An- 
fangsgeschwindigkeit,   die  Axe  der  £  liege  zu  Anfang  in  der  Axe  der  x.     Die 

Anfangsbedingungen  sind  dann  xo  =  0,  y^  =  0,  9  =  0  und  — r—  =  u^,  —-f-  a=  0, 

dt  dt 

dfo 
"T-  =  tt>o  fu»'  <  =  0.    Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind 
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cPxo 


di^  '  dfi  '  A' 

Ihre  Integrale  lauten 

Der  Schwerpunkt  beschreibt  die  Gerade  y  =  0  und  F  dreht  sich  gleichförmig  um 
ihn.  Das  Momentancentrum  ist  nach  246  GL  (5)  bestimmt  durch  (seine  Goordi- 
naten  seien  x^  y) 

Von  diesen  ist  die  zweite  Gleichung  ohne  Weiteres  die  Curve  C;  die  erste 
giebt  an,  welcher  Punkt  der  Form  dem  Augenblick  t  entspricht.  Die  Punkte 
der  Cunre  F  erfüllen  nach  247  Gl.  (3)  die  Gleichung 

Ecosflp— ijsin^  =  0,    Ssin^+TQCos^  =  — ^• 

Dieselben  liefern,  ohne  dass  man  erst  9  in  t  auszudrücken  braucht,  durch  ein- 
faches Quadriren  die  Gleichung 

Ks  rollt  also  ein  Kreis  vom  Halbmesser  —  auf  einer  Geraden ,  die  parallel  der 

Bahn  des  Schwerpunkts  ist  und  Yon  dieser  um  —   absteht.      Die   Bahnen    der 

Punkte  Ton  F  sind  cycloidisch.  Je  nachdem  w  positiv  oder  negativ  ist,  liegt  die 
Basis  C  auf  der  Seite  der  positiven  oder  der  negativen  y.  Der  Beschleunigungs- 
mittelpunkt liegt  jederzeit  im  Schwerpunkt. 

2.    Die  Fläche  J*  unterliege  einem  Kräftepaar  vom  Moment  N. 

Goordinatenwahl  und  Anfangsbedingungen  wie  oben.  Die  Gleichungen  deft* 
Bewegung  sind 


d^xa 


=0,  ^=0.  4^  =  4- 


dt^  '        dt^  '       dt^  K 

Schreibt  man  abkürzend  4^  für  N :  ÜT,  so  sind  die  Integrale 

Die  Bahn  des  Schwerpunkt  ist  eine  Gerade  und  die  Winkelgeschwindigkeit  nimmt 
gleichförmig  zu.     Die  Punkte  der  Basis  C  genügen  den  Gleichungen 

xc=ao^    y- = TTT* 

^      ''«        ü)o+9* 

Die  Elimination  von  t  giebt  für  G  die  Gleichung 

d.  i.  die   Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  dem  Mittelpunkt  y  =  0, 
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X  s=  — _^pL .    Die  Punkte  von  T  genügen  den  Gleichungen 

?^sin(«>o«+i'l'0+TIyC08(a>o<+i4^<»)  =        "^ 


Die  Gleichungen  geben  quadrirt 

femer  giebt  die  erste 

-^  =  tang(coo<+i'pe»). 
\ 
Setzt  man  nunL  =  psind,  tj    =  pcosd,  nimmt  also  die  Axe  der  t]  zur  Funda- 

mentallinie  eines  Polarsystems  der  p,  d,  so  ist  — ^  =  tangd,  also  0  =  töot+J4'/', 

woraus,  nachdem  man  noch  p*  für  EJ-+-tj>  gesetzt  hat,  sich  leicht  als  Gleichung 
von  r  ergiebt 

(±.y = L 

^  «n  ^  «2-1- 


il-h2^% 


^l 


Dreht  mau  die  Fundamentalaxe  um  den  Winkel  -~- ,  so  wird  die  Gleichung 


Die  Curve  ist  diejenige  Spirale,  welche  der  Lituus  heisst.  Sie  windet  sich  offen- 
bar asymptotisch  dem  Pole  zu  und  hat  ausserdem  die  gedrehte  Fundamentalaxe 
zur  Asymptote. 

Die  Bewegung  eines  beliebigen  Systempunktes  E>  iQ  ergiebt  sich,  wenn  man 
setzt 

X  =  Uo<-|-Ecos(cüof-|-i<l'0— 'J  sin(a)o<-|-i<l'Oi 

und  t  eliminirt.  • 

3)  Die  Fläche  F  sei  schwer  und  werde  geworfen,  wobei  die  Axe 
der  Anfangsdrehung  senkrecht  auf  der  durch  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit des  Schwerpunkts  gelegten  Verticalebene  steht,  und  die 
Wurfrichtung  in  die  Ebene  der  Fläche  fällt 

Die  Anfangslage  des  Schwerpunkts  von  F  sei  zum  Ursprung  der  x,  y  ge- 
wählt, die  Axe  der  y  senkrecht  aufwärts  gelichtet,  die  Axe  der  x  liege  in  der 
durch  die  Anfangsgeschwindigkeit  gehenden  Verticalebene.  Dann  fallt  die  ganze 
Aufangsbewegung  in  die  Ebene  der  xy,  ebenso  die  Kräfte  der  Schwere.  Der 
Anfangswerth  von  (p  sei  90;  ^^^  Anfangscomponenten  der  Geschwindigkeit  des 
Schwerpunkts  seien  uq  und  vq,  die  anfangliche  Winkelgeschwindigkeit  «Oq.     Die 

dx 

Anfangsbedingungen  sind  also:  Zur  Zeit  Null  ist  «  =  y  =  0,  9  =  909  -^  =  «0» 

-J-  =  vqj  -j-  =  o>o.     Die  Einwirkung  der  Schwere  rediicirt  sich  auf  eine  im 

Schwerpunkt  angreifende  Kraft,  deren  Gomponenten  0,  — mg  sind,  wenn  m  die 
Masse  von  F.     Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  demnach  [Vergl.  die  Be- 
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merkuHg  zu  258  Gl.  (1)] 


Ihre  Integrale  lauten 

dxa  ^Ha  dm 

xa  =  «0^         Vc  =  fo'  — i^''>         <P  =  9o4-«o<- 

Der  Schwerpunkt  von  F  beschreibt  die  gewöhnliche  Wurfparabel,  während  sich 

F  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  um  ihn  dreht. 

Verlegt  man  das  Coordinatensystem  parallel  mit  sich  selbst  in  den  Scheitel 

der  Wurfparabel,  und  rechnet  zugleich  die  Zeit  von  diesem  Punkte  an,  so  hat 

man  einfach  die  Anfangsbedingungen  dahin  zu  modificiren,  dass  für  <  =  0  auch 

dx  dy  Am 

jTö  =  y-  =  0,  — j^  =  «0,  — r^  =  0  ist,  während  -j*-  =  «Dq  bleibt  und  däS  obige 

dt  dt  dt 

<po  so  gewählt  werden  kann,  dass  jetzt  für  t  =:  0  auch  o  s=  0  ist.     Dann  lauten 

die  Integrale 

dxa  ^a  rfq> 

-dl — "^    St ^'     ir^"*- 

Die  Wurfparabel  hat  den  Parameter  — ^• 

9 
Die  Punkte  der  Curve  C  genügen  den  Gleichungen  240  (5) 


Die  Elimination  von  t  ergiebt  als  Gleichung  von  C 

0)0  ^«oo>o+^  ^ 

Die  Basis  also  ist  eine  Parabel,  deren  Axe  in  die  Axe  der  Wurfparabel  fällt,  und 

deren  Scheitel  um  —^  über  (resp.  unter,  wenn  (»o  negativ  ist)  dem  Scheitel  der 

0)0 

letzteren  liegt.    Ihr  Parameter  ist  (iioO)+y)';^o)'.     Für  o)  =f  —  uq:^  degenerirt 
sie  zur  Geraden  ar  «=  0. 

Die  Punkte  der  Rollcurve  F  genügen  den  Gleichungen 

Ecoso)o/— 7)8ino)o<  =  -=^,     £  sin wq <•+->] cos  o)©/  =  — , 

0)o  <Öo 

welche  eine  transcendente  Spirale  darstellen. 

Das  Beschleunigungscentrum  genügt  nach  255  Gl.  (1  b)  den  Gleichungen 

68  beschreibt  demnach  bei  der  Bewegung  von  F  die  Parabel 

welche  der  Wurfparabel  congruent  ist  und  um   ■—-  tiefer  als  sie  liegt. 
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4)  Das  ebene  Gebilde  F  sei  kreisförmig  vom  Radius  a  und  homogen,  bewege 
sich  im  übrigen  unter  denselben  Bedingungen,  wie  in  Nr.  3,  aber  mit  Reibung 
an  der  Luft. 

a)  Es  werde  angenommen,  dass  die  Reibung,  welche  ein  Element  dF  erfihrt, 
seiner  Geschwindigkeit  und  seinem  Flächeninhalt  proportional  ist 

Sind  X,  y  die  Coordinaten  eines  Elementes  dF^  so  hat  dasselbe  die  Geschwin- 
digkeitscomponenten 

Ist  also  der  Reibungswiderstand  der  Luft  der  Geschwindigkeit  proportional  und, 
wie  selbstverständlich,  gegen  die  Geschwindigkeit  gerichtet,  so  unterliegt  das 
Element  dF  der  Kraft 

—  e[Mo— (y  — yg)ü)]df,     —  e[üff-t-(ar~a?o)iö]dF, 

wo  e  die  Reibungsconstante.     Das  Moment  n  dieser  Kraft  ist 

—  e[art'o-|-Jr(ar  — xo)ö>— yUö-hyCy— yo)o)]JF. 

Integrirt  man  die  drei  Ausdrücke  über  die  ganze  Fläche  F,  so  hat  man  die 
Coordinaten  der  vom  Luftwiderstand  herrührenden  Dyname.    Dabei  ist,  wenn  die 

Fläche  F  homogen  angenommen  wird,  oifenbar  \xdF=  xa  F  u.  s.  w.  Die  Coor- 
dinaten des  Widerstandes  sind  also 

Dabei  ist  Ux^-^f/^)dF  =  —K,  wenn  k  die  Dichtigkeit  von  -P  und  IT  das 
Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  den  Coordinatenanfang  bezeichnet,  also 


/' 


(x^^y^dF-(xl-hyS)  F=  -1  Ka. 


Nimmt  man  nun  die  Schwere  hinzu,  so  sind   die  vollständigen  Coordinaten 
der  an  F  thätigen  Dyname 

S  =  — tFua,     H  =  —ng  —  zFva,     N  =  ramg—zlJ^xaVa — ifa^a)F-\-—  Ko\. 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  von  F  werden  also 


rn^  =  -,Fuo,  =-tF/^^ 


rf/3  '  dt     ' 

m              =  —mg^tFvay        =  —mg^tF—^y 
rf'9   o)  z     dff 

~dß  *X'  '"■"T^dT' 

• 
Die  Integration  hat  keine  Schwierigkeit;  schon  aus  den  Dififerentialgleicbungen 
lassen  sich  die  Sätze  ablesen:  „Der  Schwerpunkt  von  F  bewegt  sich  wie  ein 
freier  Punkt  vom  Widerstandscoefficienten  e^,  als  ob  die  Fläche  keine  Drehung 
besässe',  und  „die  Winkelbeschleunigung  ist  dieselbe,  als  ob  der  Schwerpunkt 
in  Ruhe  wäre^.  Die  Winkelgeschwindigkeit  nähert  sich  asymptotisch  dem  Werth 
Null,  die  Bahn  der  Verticalen. 

b)  Der  Luftwiderstand  sei  der  nten  Potenz  der  Geschwindigkeiten  proportional. 
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Man  hat  dann:  die  Geschwindigkeit  des  Elementes  dF  ist  yu^-\-v\  der  Wider- 
stand also,  den  das  Element  erßiirt,  ist  —tdF.y%?+v^  ;  die  Cosinus  der  Winkel, 


u 


und 


j/„i 


.a  ' 


welche  die  Geschwindigkeit  mit  den  Axen  macht,  sind     , 

die  Componenten  des  von  dF  erlittenen  Widerstandes  sind  also 

n—l  n-X 

—  tu(««-4-t;>)  *  dF    und    —  tvCu«-*-»')  ^  dF, 

worin  ffir  a  und  v  die  obigen  Werthe  ua  —  (y — y^)«»  und  va-^-ix — xa)^  einzu- 
setzen sind. 

Wir  wollen  diese  Bemerkungen  zur  Untersuchung  der  folgenden  Frage  be- 
nutzen: Ein  leichter  Ball  unter  Einwirkung  der  Erdschwere  werde  durch  einen 
Stoss  in  Bewegung  gesetzt,  der  in  der  Yerticalebene  seines  Schwerpunkts  liegt. 
Der  Ball  dreht  sich  nicht,  wenn  der  Stoss  durch  den  Schwerpunkt  geht,  er  er- 
hält eine  positive  oder  negative  Winkelgeschwindigkeit,  wenn  der  Stoss  unter 
oder  über  dem  Schwerpunkt  vorbeigeht.  Die  Erfahrung  zeigt  nun,  dass  die  Bahn, 
welche  der  Ball  beschreibt,  von  seiner  Winkelgeschwindigkeit  abhängt.  Erfolgt 
der  Impuls,  der  ihm  seine  Anfangsgeschwindigkeit  ertheilte,  ober  dem  Schwer- 
punkt, so  ist  die  Bahn  des  Schwerpunkts  stärker  nach  unten  gekrümmt,  als  wenn 
er  keine  Winkelgeschwindigkeit 
hätte ;  geht  der  Impuls  unter  dem 
Schwerpunkt  vorbei,  so  ist  die 
Bahn  weniger  nach  unten  ge- 
krümmt, ja,  sie  kann  sich,  wie 
gelegentliche  Beobachtungen  beim 
Ballschlagen  zeigen,  nach  oben 
krümmen.  Ist  in  Fig.  119  PQ  die 
Bahn  des  Balles  ohne  Drehung, 
so  nimmt  seine  Bahn  mit  Drehung 
Formen  wie  PR  oder  PS  an,  je 
nachdem  seine  Winkelgeschwin- 
digkeit den  durch  die  Pfeile  an- 
gegebenen Sinn  hat.  Es  entsteht 
also  aus  dem  Luftwiderstand  gegen 
die  Rotation  eine  verticale  Componente,  welche  den  Schwerpunkt  des  Balles  affi- 
cirt^  und  diese  Componente  hängt  vom  Vorzeichen  der  Winkelgeschwindigkeit  a> 
ab.  Es  wird  gefragt,  ob  dieselbe  sich  aus  der  Annahme  ableiten  lässt,  dass  der 
Reibungs widerstand,  den  ein  Element  der  Balloberfläche  erfahrt,  der  Grosse  des 
Elements  proportional  und,  wenn  c  die  Geschwindigkeit  des  ElemeD|8  dQ  ist, 
durch  eine  Geschwindigkeitsfunction  von  der  Form  {ac-^hc^'\-dc^-{"-)dQ  dar- 
gestellt wird. 

Die  Ebene  der  xy  sei  die  Verticaiebene,  welche  durch  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit des  Schwerpunktes  gelegt  werden  kann;  die  Axe  der  y  sei  vertical  auf- 
wärts gerichtet  Der  Ball  drehe  sich  um  eine  horizontale,  durch  seinen  Schwer- 
punkt gehende  Axe.  Dann  bewegen  sich  offenbar  seine  sämmtlichen  Punkte 
parallel  der  xy-Ebene,  die  Kraft  der  Schwere  liegt  gleichfalls  in  der  2-y-Ebene. 
Der  Ball  kann  also  schematisch  ersetzt  werden  durch  eine  in  der  xy-Ebene  be- 
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wegliche  Fläche  F,  deren  Geschwindigkeitäcoordinaten  u^^v^^m  sind.    Die  Frage 

ist,  ob  die  Tpsiloncomponente  H,  welche  auf  ihn  wirkt,  einen  Antheil  enthält,  der 
mit  0)  sein  Vorzeichen  wechselt.  Es  ist  H  =  — gm-^  H',  wenn  H'  den  Antheil 
bezeichnet,  der  vom  Luftwiderstand  berriihrt.  Und  nach  dem  obigen  besteht  H' 
aus  Gliedern,  von  denen  jedes  einzelne  die  Form  hat 

r  — 

Ein  solches  Glied  bezeichnen  wir  abkürzend  mit  J)  Dann  ist,  wenn  für  u  and 
V  ihre  Werthe  eingesetzt  werden 


0 


r  — 


Legt  man  ein  Hülfssystem  der  x\  y'  parallel   dem  System   der  x,  ^  durch  den 
Schwerpunkt   von  F,    so    ist    x' :=  x — ar^,    y  =  y  — y,,,    und    setzt    man    nun 

x'  ==  pcosO,  y  =  pslnd,  so  sind  p  und  0  auf  den  Mittelpunkt  des  Kreises  F  be- 
zogene Polarcoordinaten;  dF  =  ^d%d^.    Damit  wird 


2) 


=  —  el[v^4-pa)C0sd][ttJ-+-»J-hp'a)'  — 2u^pü)sinÖ4-2o^pu)COS^]''p</p(i&, 


u 1 

wo  V  zur  Abkürzung  für  — - —  geschrieben   ist.     Ist  c     die   resultirende    Ge- 

z 

schwindigkeit  des  Schwerpunkts,  ^  der  Winkel,  welchen  sie  mit  der  Axe  der  x 

macht,  so  ist  — u^sin^H-r^cosd  =  —  c^cos)(sinÄ-f-c^sinxcosfr  =  — c8in(d  —  ^X 

und  wenn  man  % — X  ^^  'l'  setzt,  ist  d%  =  cf^,  cosd  =  cos  ^  cos  4^  —  sin  5^  sin  4».  Da- 
mit wird 

JJ  =  —  e  I    I      [u^  -hp«)  cos  X  cos  tp  —  pa>  sin  y  sin^][c'-|-  p'o)'  —  2c  pa>  sin  tp]''p  rfp  dA^, 
0    0 

Da  c'-l-p'a)'  immer  grösser  ist  als  2cpü),  lässt  sich  die  Potenz  [c'-h  p'w' — 2cptüsin^]'' 
in  eine  immer  convergirende  Reihe  entwickeln,  die  natürlich,  wenn  v  eine  ganze  Zahl 
ist,  mit  irgend  einem  Gliede  abbricht.    Sie  lautet 

5  =  {c'4-p»<d3)''— v.2cpa)sin^(c'+p»tüy-*+-5!-^^^^il(2cp(0  8in+^^ 

1 . « 

-  ^'^^''.^l'^l'''^^  (2cpa)sin4;)8(c«-hp»a>«)'^-^-  u.  s.  w. 
Diese  Reihe  ist  zunächst  mit  v^^d^d^  zu  multipliciren  und   dann  zu  integriren. 

Die  Integration  werde  in  allen  Fällen  zuerst  nach  tp  geführt.    Nun  ist  I  sin4>  <*}» 

0 
immer  Null,  wenn  m  eine^  ungerade  Zahl  ist.    Also  bleiben  bei  der  Integration 
nur  die  positiven  Glieder  der  Reihe  übrig;  sie  ergeben  Glieder  von  der  Form 

V.V — l.V  —  2  ...  V  —  2m-|-l    ._  .««,        ,„  .     «vv— Sm        j    r.      •9nt>t 

—  (2cpa))*^.p.(c3-|-p»a)»)'^    ^vad^UmY^d^. 


A^ 


1.2.3...         2« 
I>a*>ei  ist  /-a«    .  1.3.5...(2m-l) 


/         .2m.  1.3.5  ...  (2ot— 1)     ^ 

«"^'1'""'^'=  2.4.6...       2».       •^"- 
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Der  Quotient  der  durch  die  Integration  entstehenden  Reibe  ist  also  im  unend- 
lichen --— — ^^»  ,  d.  h.  er  ist  kleiner  als  — = — ^=— =— i  sie  ist  convergent. 

Zweitens  ist   die  Reihe  ^  zu   multipliciren  mit   p'oicos^cos^l^cfpe/^'  und  zu 
sin(|^'"costp</4^  stets  Null  ist,   ergiebt   diese  Operation   lauter 

0 

Glieder  vom  Werth  Null. 

Drittens  ist  S  zu  multipliciren  mit  — p^cosin^sin^cfpJ^'  und,  zunächst  nach 
^y  ZU  integriren.  Dabei  fallen  alle  die  Glieder  fort,  welche  nach  der  Multipli- 
cation  sin  ^  in  ungerader  Potenz  enthalten,  das  sind  diejenigen,  die  in  der  Reihe 
S  das  positive  Vorzeichen  haben.    Es  bleiben  also  nur  Glieder  von  der  Form 


_    v.v  — 1.V--2  ...  V  — 2m      2m-l 

1.2.3.     2m-M 


(2pa))»^.^ .  (c»+p«u>»)''-2'»+irfp  rsin^;*"*^^;. 


Wie  oben  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  auch  die  Reihe  dieser  Glieder  con- 
yergirt,  femer,  dass  die  Convergenz  beider  Reihen  auch  nach  der  Integration  über 
dp  bestehen  bleibt.  Nun  enthalten  sämmtliche  Glieder  A  und  B  die  Grösse  cu  bloss 
in  geraden  Potenzen,  also  ist  H'  eine  gerade  Function  von  u>,  und  es  kann  niemals 
aus  u>  ein  Luftwiderstand  hervorgehen,  der  mit  u>  sein  Vorzeichen  wechselt.  Also 
ist  die  erwähnte  Erscheinung  aus  den  obigen  Annahmen  nicht  zu  erklären. 

Es  wird  vielmehr  anzunehmen  sein,  dass  der  bewegte  Ball  die  anliegenden 
Luftschichten  mitreisst,  dass  diese  sich  an  der  ruhenden  Luft  stauen,  also  an  den 
mit  a  und  6  bezeichneten  Stellen  eine  Verdichtung  der  Luft  herbeiführen.  Diese 
Verdichtung  wird  da  am  stärksten  sein,  wo  die  Geschwindigkeit  der  Punkte  von 
/"am  grossten  ist,  also  bei  6  in  Fig.  119  stärker  als  bei  a;  daraus  entsteht  ein  über- 
wiegender Gegendruck  von  6  aus,  der  den  Ball  auf  der  Bahn  PS  nach  oben,  auf 
PR  nach  unten  drückt  Die  Verticalcomponente  des  Widerstandes  beruht  also 
darauf,  dass  der  Widerstand,  den  ein  Element  dF  erföhrt,  nicht  bloss  eine  Func- 
tion seiner  Geschwindigkeit  sondern  zugleich  auch  eine  Function  der  nicht  gleich- 
massig  über  die  Oberfläche  vertheilten  Dichtigkeit  des  widerstehenden  Mittels  ist. 
Und  damit  ist  auch  gezeigt,  dass  Rechnungen,  welche  diese  Dich tigkeits Variationen 
nicht  berücksichtigen,  keinen  practischen  Werth  haben.  Das  Problem  des  Luft- 
widerstandes tritt  damit  aus  der  Reihe  derjenigen,  die  durch  blosse  Betrachtung 
der  Fläche  F  gelost  werden  können;  es  verlangt  eine  genauere  Untersuchung 
des  Zustandes  der  Luft  in  der  Umgebung  von  F,  gehört  also  in  die  Theorie 
der  Deformationen  compressibler,  viscoser  Flüssigkeiten,  ist  übrigens  zur  Zeit 
nicht  streng  lösbar. 

Anmerkung.  Allgemein  ist  zu  bemerken,  dass  ein  beliebiger  Körper  O 
für  die  mathematische  Betrachtung  durch  eine  Fläche  F  ersetzt  werden  kann, 
wenn  1)  die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  beständig  in  einer  Ebene  liegen,  2)  die 
Anfangsgeschwindigkeit  seines  Schwerpunkts  in  diese  Ebene  fk\li,  3)  die  Schwer- 
punktsaxe,  um  welche  er  sich  dreht,  senkrecht  auf  dieser  Ebene  steht  und  eine 
Hauptcentralaxe  der  Trägheit  ist,  so  dass  sie  nach  283  keine  Tendenz  hat,  ihre 
Richtung  zu  ändern.  Rechnungen,  wie  die  obigen,  finden  also  Anwendung  auf 
schwere  homogene  Kugeln  oder  Kugelschalen,  die  sich  unter  Eiufluss  der  Schwere 
um  ihren  horizontalen  Durchmesser  drehen,   auf  ein  homogenes  Parallelepiped, 
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welches  sich  um  eine  seiner  Hauptcentralazen  dreht,  während  die  Anfangsge- 
schwindigkeit des  Schwerpunkts  und  die  Kräfte  in  einer  zu  jener  Axe  senkrechten 
Ebene  liegen,  u.  s.  w. 

5.    Die  Fläche  F  unter  Bedingungen. 

262.  Die  Formen  der  Bedingungen.  Da  F  drei  freie  Coor- 
dinaten  besitzt,  kann  man  ihr  eine  oder  zwei  Bedingungen  vorschrei- 
ben. Durch  eine  Bedingung  wird  die  Art  der  Bewegung  von  F  un- 
vollständig bestimmt;  die  Dirigente  hängt  dann  noch  von  den  Kräften 
ab;  durch  zwei  Bedingungen  wird  sie  der  Art  nach  vollständig  be- 
stimmt; kennt  man  bei  zwei  Bedingungen  eine  Coordinate  von  F^ 
etwa  ^,,  so  sind  durch  die  Bedingungen  auch  y,  und  ff  vorgeschrie- 
ben, die  Dirigente  ist  also,  unabhängig  von  den  Kräften,  von  vom 
herein  bestimmt;  von  den  Kräften  hängt  nur  noch  die  Geschwin^g- 
keit  ab,  mit  welcher  die  Dirigente  beschrieben  wird. 

Die  Bedingungen  können  nun  in  verschiedenei^  Formen  gege- 
ben sein. 

Halten  wir  uns  zunächst  an  den  Fall,  dass  zwei  Bedingungen 
gegeben  sind,  und  an  die  bisher  benutzten  Lagen-  bezw.  Geschwindig- 
keitscoordinaten,  so  sieht  man  alsbald,  dass  folgende  drei  Formen 
möglich  sind: 

a)  Die  Bedingungen  sind  ausgedrückt  durch  zwei  Gleichungen 
zwischen  den  drei  Lagrange'schen  Coordinaten  «,,y,,  y  der  Fläche  F. 

b)  Sie  sind  ausgedrückt  durch  Angabe  der  Basis  C  und  Roll- 
curve  r. 

c)  Sie  sind  ausgedrückt  durch  Gleichungen  zwischen  den  Plöcker- 
schen  Cootdinaten  L^  M,  Z  der  Elementarbewegungen,  welche  F 
machen  kann. 

Betrachten  wir  die  Bedingungen  vom  Standpunkt  der  physischen 
Herstellbarkeit,  so  finden  wir  erstens,  dass  die  form  (b)  direct  her- 
stellbar ist;  man  kann  die  Curven  C  und  F  in  festem  Material  her- 
stellen (bezw.  man  kann  die  Cylinder,  deren  Querschnitte  sie  sind, 
aus  festem  Stoff  ausschneiden)  und  sie  dann  aufeinander  rollen  lassen. 
Ferner  aber  bietet  sich  allgemein  das  Mittel  dar,  ein  in  F  festes  geo- 
metrisches Element  an  ein  in  der  ^y-Ebene  festes  Element  zu  fesseln. 
Diese  Elemente  können  sein,  d)  Punkte,  ß)  Linienelemente.  Daraus 
ergeben  sich  folgende  weiteren  Formen: 

d)  Eine  Bedingung  wird  dadurch  hergestellt,  dass  ein  in  F  fester 
Punkt  sich  auf  einer  in  der  ay-Ehene  festen  Curve  P  bewegt. 


Bedingte  Fläche;  Formen  der  Bedingungen.  725 

e)  Eine  Bedingung  wird  dadurch  hergestellt,  dass  eine  in  F  feste 
Curve  77  beständig  durch  einen  in  der  «y-Ebene  festen  Punkt  geht. 

f)  Eine  Bedingung  wird  dadurch  hergestellt,  dass  eine  in  F  feste 
Curve  J]  beständig  eine  in  der  ajy-Ebene  feste  Curve  P  berührt. 

Man  bemerkt  nun  zunächst,  dass  die  Fälle  (d)  und  (e)  Special- 
falle von  (f)  sind.  Lässt  man  nämlich  in  (f)  die  Curve  J7  zum  Punkt 
degeneriren,  so  erhält  man  den  Fall  (d);  lässt  man  aber  P  zum  Punkt 
werden,  so  erhält  man  (e). 

Zwei  constructiv  herstellbare  Bedingungen  erhält  man,  wenn  man 
irgend  zwei  Bedingungen  der  Formen  (d),  (e),  (f)  combinirt;  oder 
auch,  wenn  man  im  Falle  (f)  die  Bedingung  zufügt,  dass  die  Curven 
iJund  P  einander,  ohne  zu  gleiten,  berühren  sollen,  d.  h.  dass  sie 
auf  einander  rollen  sollen.  Dann  werden  die  Curven  U  und  P  zu 
den  Curven  T  und  C,  es  subsummirt  sich  also  auch  der  Fall  (b)  dem 
Falle  (f).  Der  letztere  ist  sonach  die  Grundform,  in  welcher  eine 
Bedingung  praktisch  auftritt.  Sonach  haben  wir  für  die  einzelne 
Bedingung  noch  drei  Hauptformen  zu  unterscheiden: 

1.  Die  canonische  Form:  eine  Gleichung  zwischen  ^,,^p  9^.  Sie 
ist  wichtig,  weil  sie  sich  unmittelbar  an  die  Coordinatenbestimmung 
der  Fläche  F  anlehnt  und  auf  Grund  dessen  in  den  Gleichungen  der 
Bewegung  auftritt,  wobei  der  Specialfall  «,  =  ^o ,  y,  =  Va  die  Haupt- 
rolle spielt.  Eine  zweite  Bedingung  hat,  wenn  sie  vorhanden  ist,  die 
gleiche  Form. 

2.  Die  practische  Form:  Eine  Curve  J7  von  F  berührt  eine 
Curve  P  der  ^- Ebene.  Die  zweite  Bedingung  kann  in  derselben 
Form,  oder  auch  in  abkürzender  Weise  dadurch  gegeben  sein,  dass 
n  und  P  zu  r  und  C  werden. 

3.  Die  Form  der  Plücker'schen  Coordinaten:  Eine  Gleichung 
zwischen  L,  Af,  Z,  den  Coordinaten  einer  virtuellen  Bewegung 
von  F. 

Es  erwächst  nun  zunächst  die  Aufgabe,  die  verschiedenen 
Bedingungsformen  ineinander  überzuführen,  insbesondere,  die 
möglichen  Specialfalle  der  2*®"  Form  auf  die  canonische  Form  zu  re- 
duciren. 

Dieselbe  hat  grosse  Aehnlichkeit  mit  der  Aufgabe,  die  verschiedenen  Formen 
der  Geschwindigkeitsbeschreibung  aufeinander  zu  reduciren.  Denn,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  lässt  sich  die  Lage  von  F  in  der  xy-Ebene  durch  die  Lage  zweier 
in  F  festen  Punkte  a^  und  a2  bestimmen;  dies  lässt  sich  noch  dahin  verallge- 
meinem, dass  die  Lage  von  F  auch  bestimmt  ist,  wenn  zwei  in  F  feste  Curvea 
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rii  und  ü]  zwei  Curven  Pi  und  P^  der  jry-Ebene  berühren.  Der  Geschwindig- 
keitszustand von  F  lässt  sich  also  in  allgemeinster  Weise  dadurch  feststellen, 
dass  man  angiebt,  wie  und  mit  welcher  Schnelligkeit  die  beiden  Curven  IIj  und 
112  &u^  A  uiid  Pi  gleiten.  Bei  dieser  Art,  die  Geschwindigkeit  zu  beschreiben, 
erscheint  aber  F  der  Bedingung  unterworfen,  dass  IIi  und  112  die  Curven  Pi  und 
Pi  berühren.  Die  Umarbeitung  der  allgemeinsten  Geschwindigkeitsbeschreibung 
auf  die  canonische  Form  wird  also  die  gleichen  Methoden  haben,  wie  die  Um- 
arbeitung der  2.  Bedingungsform  auf  die  erste,  und  umgekehrt.  So  weit  es  sich 
daher  um  Bedingungen  der  Gestalten  a),  b)  handelt,  werden  die  im  Folgenden 
angegebenen  Methoden  mit  denen  des  §  247  im  Grunde  übereinstimmen;  so  weit 
die  nachfolgende  Untersuchung  über  die  Formen  a),  b),  hinausgeht,  kann  sie 
auch  als  eine  Anleitung  dafür  betrachtet  werden,  wie  allgemeinere  Geschwindig- 
keitsbestimmungen auf  einander  zu  reduciren  seien.  In  einer  Hinsicht  indessen 
ist  die  rein  geometrische  Betrachtung  der  Bedingungen  freier,  weil  weniger  prä- 
cis,  als  die  Betrachtung  wirklich  gegebener  Geschwindigkeitszustände :  Ist  eine 
Fläche  F  mit  ihren  Geschwindigkeitszuständen  gegeben,  so  legt  jeder  Punkt 
von  F  das  Element  ds  seiner  Bahn  in  einer  ganz  bestimmten  Zeit  dt  zurück; 
sind  aber  bloss  die  geometrischen  Bedingungen  für  F  gegeben ,  so  können  und 
wollen  wir  nur  wissen,  welches  Bahnelement  ds  ein  Punkt  a  zurücklegt,  und  wie 
die  ds  sich  zur  Bahn  aneinanderreihen,  ohne  dass  die  Frage  zur  Sprache  kommt, 
in  welcher  Zeit  das  geschieht.  Die  Zeitverhältnisse  können  also  im  zweiten 
Fall  ganz  willkürlich  angenommen  werden. 

Die  hier  ins  Licht  gestellte  Aufgabe  ist  von  besonderer  Wichtigkeit  für  die 
Maschinentheorie.  Maschinen  sind  Vorrichtungen,  welche  einem  Punkt,  einer 
Linie  etc.  zweckmässige  Bewegungen  vorschreiben,  m.  a.  W.  Maschinen  sind 
physische  Mittel  zum  Vorschreiben  von  Bedingungen.  Die  grösste 
Anzahl  der  Maschinentheile  wird  in  festem  Material  ausgeführt,  und  von  diesen 
wird  wieder  ein  sehr  grosser  Theil  so  gefesselt,  dass  seine  Bewegungen  einer 
Ebene  parallel  werden/  (Räderwerke,  Pleuelstangen  etc.)  Die  Bedingungen  sind 
dabei  in  der  Form  (2)  technisch  herstellbar;  es  erwächst  für  den  Gonstructeur 
die  Aufgabe,  zu  untersuchen,  wie  sich  die  Punkte  von  F  unter  Bedingungen  der 
Form  (2)  bewegen,  nebst  deren  Umkehrung:  wie  sind  die  Bedingungen  (2)  zu 
wählen,  damit  die  Bewegung  eines  Punktes  o  von  F  dem  gegebenen  Zwecke  ent- 
spreche? In  Folge  ihrer  directen  Anwendbarkeit  sind  die  Specialfölle  unserer 
Aufgabe  sehr  weitläufig,  hie  und  da  mit  einer  gewissen  Einseitigkeit,  ins  Einzelne 
ausgearbeitet;  hier  kann  nur  das  wichtigere  behandelt  werden. 

Die  Umformung  der  Bedingungen. 

363a.  Transformation  innerhalb  der  canonischen  Form 
von  einem  Pnnkt  auf  den  andern,  a^  sei  ein  Punkt  von  F  und 
für  die  auf  diesen  bezogenen  Coordinaten  ^i,  y,,  g>  sei  eine  Bedingung 

(1)       #(^„y.,9')  =  0 

aufgestellt,  a^  sei  ein  zweiter  Punkt  von  F,  dessen  Coordinaten  im 
System  der  xy  mit  ^j,  «/j  bezeichnet  werden;  dann  muss  gemäss  (1) 
im  Allgemeinen  auch  eine  Bedingung 
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(2)       VC*,,  y„  y)  =  0 

för  die  auf  a,  bezogenen  Coordinaten  von  F  existiren.  Die  Form 
der  letzteren  ist  zu  finden. 

Man  wähle  a,  zum  Ursprung  des  in  F  festen  Systems  der  |,  t] 
und  lege  die  Axe  der  ^  so,  dass  sie  für  9)  =  0  der  Axe  der  x  parallel 
wird,  was  immer  angeht,  da  ja  (p  von  einer  willkürlichen  Lage  aus 
gemessen  wird.  In  diesem  System  hat  a,  die  Coordinaten  $1,  i/p  und 
man  hat  die  Transformationsformeln 

f  ^.  =  «,+5,  cosy— Jj.siny 

In  diesen  Gleichungen  sind  $,,  i}j  constante,  bekannte  Werthe. 
Substituirt  man  (3)  in  (1),  so  hat  man  die  gesuchte  Form  (2). 

263b.  Besthnnmiig  Ton  C  und  r,  wenn  zwei  Bedingungen 
in  canonischer  Form  gegeben  sind.  Gegeben  seien  zwei  Bedin- 
gungen zwischen  ^j,^,,  (p-  Dieselben,  lassen  sich  zunächst  durch  Eli- 
mination von  g)  auf  die  Form  *(^,,yi)  =  0,  und  durch  Elimination 
von  y^  auf  die  Form  ^^C^^,  (p)  =  0  bringen.  Man  kann  also  an- 
nehmen, die  Bedingungen  seien  in  dieser  Gestalt  gegeben,  d.  h.  es  sei 
gegeben  1)  die  Gleichung  der  Bahn  des  irgendwie  in  i^*  ausgewählten 
Punktes  a^,  2)  die  Beziehung  zwischen  ^  und  der  Abscisse  aller 
Bahnpunkte.  Wir  können  nun  annehmen,  dass  die  Bahn  mit  irgend 
einer,  ganz  willkürlichen  Geschwindigkeit  beschrieben  werde,  können 
also  setzen  ä,  =f^(t\  y,  =/j(^),  und  die  Functionen/,  und /^  so 
bestimmen,  dass  sie  der  Gleichung  ^(Ji,/^)  =  0  genügen.  Dann  lässt 
sich  auch  in  der  Bedingung  W(a^,g>)  =  0  a^  durch /,(0  ersetzen, 
wodurch  9)  gleichfalls  als  Function  von  t  dargestellt  ist.  Die  beiden 
canonischen  Bedingungen  lassen  sich  also  jederzeit  ausdrücken  durch 
die  drei  Gleichungen 

(1)      ^.  =/i(0,  y,  =/,(0.   <iP=/,(0, 

in  denen  die  Functionen  /,,/„/,  so  gewählt  sind,  dass  aus  ihnen 
durch  Elimination  von  t  die  Gleichungen  ^(a^ ,  y, )  =  0  und 
^(•^i  9  y)  =  0  folgen.  Die  Auswahl  der  drei  Functionen  ist  meist 
sehr  leicht,  und  kann  schlimmsten  Falls  immer  dadurch  geleistet 
werden,  dass  man  a^  =  t  oder  y,  =  ^  setzt  und  in  einem  Falle  y,, 
im  andern  a^  aus  der  Gleichung  ^  =  0  bestimmt.  (Man  kann  auch 
dem  t  eine  ganz  beliebige  geometrische  Nebenbedeutung  beilegen, 
z.  B.  einen  Wälzungswinkel,   oder  die  Bahnabscisse  von  a^  darunter 
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verstehen,  denn  thut  man  das,  so  macht  man  nur  die  Annahme,  die 
Bewegung  gehe  mit  solcher  Geschwindigkeit  vor  sich,  dass  die  be- 
treifende Grösse  mit  der  Geschwindigkeit  1  wachse,  und  das  ist  er- 
laubt, da  ja  jede  Annahme  über  das  Zeitliche  der  Bewegung  ge- 
stattet ist.) 

Aus  den  Gl.  (1)  ergeben  sich  durch  Differentiation  nach  t  die 
Gleichungen 

oder  mit  bekannter  Abkürzung 

(«)  ^=«..  ^='..  ^-». 

in  welchen  m,,  ©,,  co  auf  Grund  von  (1)  als  Functionen  von  t  bekannt 
sind.    Das  Momentancentrum  c  hat  nun  nach  246  die  Coordinaten 

(4)      ^c  =  ^.— ^,    yc  =  y.+-^, 

worin  rechts  nur  Functionen  von  t  stehen.  Eliminirt  man  t  aus  (4), 
so  erhält  man  die  Gleichung,  der  Xc  und  yc  genügen,  d.  i.  die  Glei- 
chung von  C. 

Um  r  zu  finden,  nehme  man  a,  zum  Ursprung  der  ?,  tj  und  ver- 
stehe unter  g>  den  Winkel,  welchen  die  Axe  der  J  mit  derjenigen  der 
a  macht.     Dann  ist 

(5)        Xc  =  «,  -h^yCOag>—riy.sing>,    yc  =  t/i+J^siny+ij^cosy, 

wenn  ^^,  riy  die  Coordinaten  des  Momentancentrums  sind.  Aus  (5) 
und  (4)  folgt 

OS)        Sycoscp — 77sincp  = ^,     fysincp+^coscp  ==  — i-« 

'  0)  CO 

Hierin  sind  v^,u^^  m  durch  t  ausgedrückt,  g>  desgl.  nach  Einführung 
der  dritten  Gleichung  (1).  Eliminirt  man  nun  f,  so  hat  man  die 
Gleichung  von  F  im  System  der  5,  ij. 

Beispiel  1.  ai  bewege  sich  auf  der  Gycloidejri=p(0  —  sinÄ),yi=p(l — cos^), 
zugleich  sei  9  =  — %,  Man  kann  willkürlich  den  Wälzungswinkel  d  =  t  setzen; 
dann  lauten  die  drei  Bedingungen 

xj  =p(i— sinO,    yi=p(l— cosO,    <p  =  — «. 
Es  folgt 

dxi  dvx  dm  , 

also  für  das  Momentancentrum  nach  Gl.  (4) 
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yc  =0,    xc  =  pt. 
Die  Elimination  von  t  ist  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  schon  ausgeführt; 

also  ist 

jf  =  0. 

Die  Gleichung  der  Curve  C.    Basis  ist  die  Axe  der  x. 
Die  Gleichungen  (6)  nehmen  die  Form  an 

?cosr-t-(T3— p)  Bint  =  0, 

—  6sin<4-(T) — p)cost  =  — p. 

Quadrirt  und  addirt  man  sie,  so  findet  sich 

P-hCn-py  =  P^. 

Die  Rollcurve  F  ist  also  ein  Kreis,  auf  dessen  Peripherie  der  Punkt  a  liegt.  Die 
obige  Gleichung  xe  =  pt  ist  im  vorliegenden  Fall  überflussig  für  die  Aufstellung 
der  Gleichung  von  C;  sie  ist  aber  nicht  überflüssig  für  das  Problem  überhaupt; 
denn  sie  giebt  an,  welches  x  einem  gegebenen  /  entspricht;  andererseits  giebt 
die    Gleichung  xi=p{t — sinQ   an,   welches    xi  einem  gegebenen  t  entspricht, 

eliminirt  man  <  zwischen  beiden,  so  erhält  man  die  Gleichung  x,  =  xc — psin— , 

welche  anzeigt,  welche  Werthe  von  x  und  xi  einander  entsprechen. 

Beispiel  2.  a  bewegt  sich  auf  einem  Kreise  vom  Radius  A:,  und  9  ist  pro- 
portional der  von  a  zurückgelegten  Bogenlänge  <;  welches  sind  C  und  F? 

Legt  man  den  Anfang  der  xy  in  den  Mittelpunkt  des  von  a  beschriebenen 
Kreises,  so  lautet  die  erste  Bedingung 

X}  4-yf  =  k^, 

und  die  zweite,  wenn  c  irgend  eine  Constante  ist, 

X 

^  s=  carccos-r-' 

Denn  k  arccos  -r-  ist  der  von  a  zurückgelegte  Bogen.  Bringt  man  die  erste  Glei- 
chung auf  die  Form  yi  =  Yk'^ — x}  und  nimmt  willkürlich  xi  ==  t,  so  erhält  man 

<fai    _  j        dyi    __       —  Xi  </y  _  e 

dt    '^    '        dt    '^    Yi^ZI^   '      dt   ""    Yi%II^  ' 
und  damit  aus  Gl.  (3) 

y  =  —7—  K^»— xf ,     X  = X,. 


c 
Die  Elimination  von  x^  ergiebt 


c 
als  Gleichung  der  Curve  C    Die  Gleichungen  (5)  werden 

X  1 

Scos^— Tjsin^  =  -J-,       Esin<p-f-ijcos<p  =  —  K*'— xj, 
woraus  durch  Quadriren  und  Addiren  als  Gleichung  von  F  folgt 

c 

Basis  und  Rollcurve  sind  also  Kreise  und  a  ist  der  Mittelpunkt  der  letzteren. 
Die  Radien  beider  Kreise  ergänzen  sich  zu  k. 
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363c.  Das  Trochoidenproblem.  Basis  C  und  RoUcarve 
r  sind  gegeben;  die  Bahn,  welche  ein  Punkt  a  der  Fläche 
F  beschreibt,  nebst  dem  Winkel  y,  um  den  sich  i^' gedreht 
hat,  wenn  das  Momentancentrum  auf  C  einen  bestimmten 
Weg  zurückgelegt  hat,  soll  gefunden  werden. 

Die  Bahn  von  a  nennt  man  eine  Roulette  oder  Trochoide  (Roll- 
zug nach  Reulaux.)  Selbstvergtändlich  bilden  die  Trochoiden  keine 
besondere  Gattung  von  Curven  mit  besonderen  geometrischen  Eigen- 
schaften, sondern  jede  beliebige  Curve  kann  eine  Trochoide  sein;  sie 
wird  als  solche  bezeichnet,  nur  in  sofern  man  sie  durch  Rollen  ent- 
standen denkt. 

Die  Durchführung  der  obigen  Betrachtungen  liefert  folgende 
Methode:  * 

Die  Curve  C  wird  im  System  der  xy  durch  eine  Gleichung  ge- 
geben sein 

(1)        yc  =  C(xc\ 

wo  der  Buchstabe  C  als  Functionszeichen  benutzt  ist.  Entsprechend 
sei  die  Curve  F  im  System  der  |,  77  gegeben  durch  eine  Gleichung 

(2)      n,  =  r(5,), 

wobei  der  beschreibende  Punkt  a  zum  Anfang  der  ^,  jy  genommen  sei. 
Die  Anfangslage  der  Axe  der  $  sei  parallel  der  Axe  der  x  gewählt. 
Zu  irgend  einer  Zeit  t  hat  nun  a  im  System  der  x^  y  die  Coor- 
dinaten  ^,,3/1  und  die  Axe  der  ?  macht  mit  der  Axe  der;»  den  Win- 
kel (p.  Dann  gelten  für  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
?j  ^^  C*^?  y)  die  Transformationsformeln 

5  =  (^— «,)cosy-+-(y— yjsiny 
.  ri  =  — (j;— ^,)sin9)-+-(y— j/,)cosy. 

Substituirt  man  diese  in  Gl.  (2),  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Curve 
r  im  System  der  x^  y  zur  Zeit  t  Dieselbe  werde  abgekürzt  be- 
zeichnet mit 

(4)        yr  =  r,  (xr). 

Soll  nun  der  Punkt  x,  y  ein  Momentancentrum  sein,  so  müssen  C 
und  r  sich  in  ihm  berühren;  also  muss  er  zunächst  den  beiden 
Gleichungen 

(5)    y  =  6'C*)        und       (6)    y  =  r,(;r) 

genügen.  Aus  diesen  lässt  sich  x  und  y  als  Function  von  a:,,  y^,  y> 
bestimmen.     Ferner  muss    --^—  in  Gl.  (6)  denselben  Werth  haben  wie 


(3) 
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in  (5),  oder  68  muss,  wenn  die  Differentialquotienten  nach  x  durch 
einen  Accent  bezeichnet  werden, 

(7)        OQc)^l\(x) 

sein,  nachdem  man  die  aus  (5)  und  (6)  bestimmten  Werthe  von  x 
und  y  eingesetzt  hat.  Aus  61.  (7),  die  eine  Gleichung  in  ;r,,  y,,  y  ist, 
lässt  sich  y,  als  Function  von  o?,  und  y  herstellen.  (Ist  die  Bestim- 
mung von  ^,  y  aus  (5)  und  (6)  quadratisch,  so  kann  man  für  Gl.  (7)  * 
einfach  den  Satz  substituiren,  dass  beide  Lösungen  von  (5)  und  (6) 
zusammenfallen  müssen.)  Nachdem  so  y,  als  Function  von  x^  und 
y  ausgedrückt  ist,  lässt  sich  auch  das  y  der  Gl.  (5)  und  (6)  durch  x^ 
und  9)  allein  ausdrücken.  Ist  dies  geschehen,  so  hat  man  die  aus 
246  bekannte  Gleichung 

(8)        da,=—(y,—y)d(p', 

setzt  man  in  dieselbe  die  eben  ermittelten  Werthe  von  y  und  y,  ein, 
so  ist  sie  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  ar,  und 
9),  welche  ein  Integral 

(9)        x^  =/j(g))-Hconst. 

liefert;  die  Constante  bestimmt  sich  aus  der  Anfangslage.  Dazu  haben 
wir  bereits  aus  (7)  eine  Gleichung  gewonnen,  in  der  y,  durch  x^  und  y 
ausgedrückt  ist;  nach  Substitution  von  (9)  nimmt  dieselbe  die  Form  an 

(10)       y,  =/,(y). 

Die  Gleichungen  (9)  und  (10)  bestimmen  zusammen  die  Bahn  von  a; 
eliminirt  man  ip  aus  ihnen,  so  hat  man  die  Gleichung  der  letzteren 
in  gewöhnlicher  Form.  Häufig  ist  es  übrigens  bequemer,  die  Gl.  (9) 
und  (10)  zusammen  beizubehalten.  Substituirt  man  (9)  und  (10)  in 
(5)  und  (6),  so  erhält  man  x  und  y  als  Functionen  von  y,  somit  auch 
umgekehrt  y  als  Function  von  x^  d.  h.  man  kennt  den  Winkel  y, 
welcher  dem  Punkte  x  der  Basis  entspricht,  und  zugleich  aus  (9), 
(10)  die  Lage  von  a,  welche  dem  Punkt  x  der  Basis  entspricht,  da- 
mit auch  den  Werth  von  y,  der  einer  bestimmten  Lage  von  a  ent- 
spricht. 

Beispiel  1;  die  Cycloiden.  Ein  Kreis  vom  Radius  a  rollt  auf  einer 
Geraden;  die  Trochoide  eines  Punktes  a  der  mit  dem  Kreise  fest  verbundenen 
Fläche  F  soU  bestimmt  werden. 

Wir  nehmen  die  Gerade  zur  Axe  der  x  und  legen  die  positive  y-AxQ  nach 
derjenigen  Seite  der  jry- Ebene  hin,  auf  welcher  der  Kreis  sich  befindet.  Als 
An£angsstellung  des  letzteren  betrachten  wir  diejenige,  in  welcher  der  vom 
Kreismittelpunkt  nach  a  gezogene  Radiusvector  senkrecht  zur  Axe  der  x  steht 
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und  a  seinen  Haximalabstand  von  der  Aza  der 
X  hat;  die  y-Axe  werde  dann  durch  die  An- 
fangslage von  a  gelegt  und  die  Axe  der  S  liege 
im  Anfang  parallel  zur  Axe  der  x;  die  Strecke 
aß,  welche  Yon  a  zum  nächsten  Punkt  des  Kreises 
geht,  heisse  p  und  sei  positiv  gerechnet,  wenn 
a  ausserhalb  des  Kreises  liegt 
Die  Gleichung  von  C  ist 

(la)        y  =  0. 

Die  Gleichung   des  Kreises  im  System  der  (,  i] 
ist 

(2a)       5'-h(Tj4-/>-f-a)«  =  a». 

Dieselbe,  mit  Gl.  (3)  auf  das  System  der  xy  transformirt,  lautet  für  den  Zeitpunkt  f 

(3a)      |(ar— a:i)co8<p+(^— yi)8in<p|'4-|p4-a  — (a:-~ari)sin9-t-(y— jri)cos«p}'  =  a* 

oder 

(z  — xi)'4-(y— yi)'— 2(p-+-o)(ar— a?i)sin<p4-2(p-f.a)(y— y,)cos(p  =  a»— (p+o)». 

Setzt  man  hierin  gemäss  (1  a)  y  =»  0 ,  so  erhält  man  für  die  Durchschnitte  von 
C  und  r 

(5a)  (6a)      y  =  0,   x  =  Xj-|-(p-|-a)sin<p±Ka^— (;H-«)'cos9»-+-2(/)-Hi)cos(py,— y}. 

Da  der  Kreis  die  Gerade  im  Durchschnittspunkt  berührt,  müssen  beide  Werthe 
von  X  zusammenfallen,  also  muss  sein 

(7  a)        a*— (p-|-a)'cos'9-t-2(p+a)co8<pyi— yj  =  0 
oder 

yi  =  (p-4-a)coS9±a. 

Ueber  das  Vorzeichen  von  a  entscheidet  die  Anfangslage,  wo  9  =  0;  in  dieser  ist 
offenbar  yi  =  2a4-p,  also  ist  a  positiv  zu  nehmen  und 

(7  a')        yi  =  a-t-(p-+-o)co8  9. 

Da  y  =  0,  wird  somit  Gl.  (8) 

(8  a)        dxi  =  [ — a  — (a-^p)  cos  ^'jdffy    integrirt 

xi  =  — [a9-|-(o-4-p)sin«p]  +  const. 

Für  9  =  0  ist  Ti  =  0,  also  die  Constante  Null.  Demnach  sind  die  Gleichungen 
der  Trochoide 

(9a)        —  Xi  =  a9-+-(a+p)sin9 

(10a)  yi  =  o-4-(a-t-/))cos9 

oder  nach  Elimination  von  9 

(IIa)        —X  ==  a arc cos  ^ » ~" °  ^ V(a 4-p)^  —  (yi  —  o)'- 

a-i-p 

Das  Minuszeichen  vor  dem  x  rührt  daher,  dass  wir  cp  als  positiv  wachsend  an- 
sehen,  wenn  der  Winkel  9  von  der  positiven  x-  zur  positiven  y-Axe  hin  zu- 
nimmt, also  wenn  der  Kreis  in  die  negativen  x  hineinrollt.   Es  kann  fortgelassen 

werden,  wenn  man  die  Axe  der  x  umkehrt.    Je  nachdem  man  in  (IIa)  p^O 

setzt,  stellt  sie  die  verschlungene,  gemeine  oder  gestreckte  Cycloide  dar,  bezogen 
auf  ein  Axensystem,  dessen  y-Axe  durch  einen  Maximalpunkt  der  Gurre  geht 
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(Will  man  die  y-Axe  durch  eine  Spitze  der  gemeinen,  durch  einen  Doppelpunkt 
der  Terschlungenen  oder  einen  Minimalpunkt  der  gestreckten  Gycloide  gehen  lassen, 
so  hat  man  x  =  «'-{-aic  zu  setzen.    Man  erhält  dann  aus  (9  a) 

x'  ==  a(«— 9)— (a-f-rtsiny  =  a(iü  — 9)  — (a+;))8in(ir  — 9) 

und  y  =  a  —  (a+p)  cos (ir  — 9),  woraus  nach  Elimination  von  «—9  die  bekannte 

Form  *'  «  aarccos— — ^ K(a-hp)'— (a— /)•  hervorgeht). 

a-y-p 

Gl.  (5  a)  liefert  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Wurzel  fortfallt, 

a:  =  *! + (p  -H  a)  sin  9,    woraus 


sm9  = 


und  mit  (9  a)  zunächst 


X 

a 


p-\-a 

X  =5  — 09»    T  ^  — 
lind  wenn  man  dies  in  (9  a)  einsetzt,  ergiebt  sich 

X,  =  x-h(a+rtsin  — 

als  diejenige  Gleichung,  welche  anzeigt,  welche  Punkte  der  Basis  und  der  Trochoide 

einander  entsprechen;  zugleich  zeigt  die  Gleichung  9  = an,  wie  gross  der 

Drehungswinkel  ist,  den  F  zurückgelegt  hat,  wenn  das  Momentancentrum  bis  x 
Torgerückt  ist. 

Die  im  Vorstehenden  benutzte  Methode  ist  im  Princip  sehr  ein- 
fach, führt  aber  oft  auf  unbequeme  Eliminationen.  Wir  geben  daher 
noch  zwei  andere  Arten  der  Trochoidenbestimmung  an. 

Zweite  Methode.    Es  seien,   zunächst  in  der  Anfangslage,   beide  Curven 
C  und  r  im  System  der  xy  bestimmt.    In  Fig.  121  sei  MN  die  Basis  (7,  PQ  die 

Fig.  121. 
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Rollcurve  V  in  der  Anfangslage,  wo  sie  die  Basis  in  T  berührt,  Ä  der  beschrei- 
bende Punkt  a,  B  ein  beliebiger  Punkt  von  F. 
Es  bat  dann  C  eine  Gleichung 

(12)        y  =  C(x) 

und  in  der  Anfangslage  hat  T  eine  Gleichung,  welche  wir  schreiben  wollen 

(13)     -n  =  r(0. 

wo  die  Buchstaben  r^  und  £  nunmehr  sich,  wie  y  und  r,  auf  das  feste  Goordi- 
natensystem  beziehen  und  nur  zur  bequemeren  Unterscheidung  der  Curven 
griechisch  gewählt  sind.  Da  die  Curven  C  und  V  sich  in  T  berühren,  muss  es 
zunächst  einen  Punkt  geben,  für  welchen 

(14)        C(:r)  =  r(e)        und        (15)        C'(x)==r(0. 

Zu  irgend  einer  späteren  Zeit  t  sei  nun  T  soweit  gerollt,  dass  der  Punkt  B  in 
die  Lage  B'  gekommen  ist,  wo  er  Momentancentrum,  also  Berührungspunkt  von 
C  und  r  ist.  Dann  ist  zunächst  der  Bogen  TB  der  Curve  T  gleich  dem  Bogen 
TB'  der  Curve  C,  also,  wenn  x  im  Punkte  T  den  Werth  a:  =  t,  in  ß  den  Werth 
5  und  in  B'  den  Werth  x  hat,  ist 

T  T 

Sind  nun  a  und  6  die  Anfangscoordinaten  des  Punktes  a  in  der  Lage  Ä,  ^  und 
t)  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in  der  Lage  A\  so  ist 

Jß'=(5~a)»4-(7i-6)» 


und  ^'ß'  =(j— ä)*4-(^— y)*,  und  offenbar  AB  =  A'B\  also 

(17)         (e-a)>-f-(,|_6)2  =  (5_x)»-^(^-y)». 

Mit  Gl.  (13)  kann  man  t)  durch  ^  und  mittels  (16)  kann  man  hierauf  i  durch  x 
ausdrücken.  Dadurch  nimmt  (?  —  «)'+ (t)  —  6)'  die  Form  einer  Function  von  * 
an,  welche  [^(x)]'  heisse.    Substituirt  man  zugleich  C{x)  für  y,  so  erhält  man 

(18)        (j-x)'H-[lj  -  C(x)]>  =  [ö(x)]». 

Diese  Gleichung  stellt  in  ;  und  t)  eine  Schaar  yon  Kreislinien  dar,  deren  Mittel- 
punkte die  Coordinaten  x  und  C{x)  haben,  also  alle  Punkte  der  Curye  C  sind; 

während  ihre  Radien  den  Werth  C3(a:),  d.  i.  K(?  —  «)" + ('J  —  *)*  d.  i.  Ä'B*  besitzen. 
Die  Kreise  (18)  sind  also  diejenigen,  von  denen  a  in  jeder  Lage  je  ein  Element 
beschreibt,  d.  h.  die  gesuchte  Trochoide  ist  die  Enveloppe  aller  dieser  Kreise. 
Dabei  sind  in  Gl.  (18)  die  veränderlichen  Parameter  der  Kreisschaar  sämmtlich 
als  Functionen  der  Mittelpunktsabscisse  dargestellt.  Nach  dem  bekannten  Ver- 
fahren zur  Auffindung  von  Enveloppen  hat  man  also  Gl.  (18)  in  der  Art  zu  diffe- 
rentiiren,  dass  man  auch  x  als  B^unction  von  ^  behandelt.     Dann  ergiebt  sie 

(m       -^  =     g-^      ,    ^    ;~x-h[9- C{xy]C(x)-hrs(x)üf(x) 

Da  die  Enveloppe  in  jedem  ihrer  Punkte  einen  der  eingehüllten  Kreise  nicht 
blos  schneidet,  sondern  auch  berührt,  muss  — ^  denselben  Werth  haben,  wenn 
man  bei  der  Differentiation  x  als  constant  ansieht;  es  muss  also  sein 
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^  =  -^^^^  oder 

(20)       J— *+te  —  C'W]  C*ix)-htaix)m'(i)  =  0. 
Und  wenn  man  nun  zwischen  (18)  und  (20)  x  eliminirt,  erhält  man  die  Gleichung 
zwischen  |  und  t),  welche  die  Gleichung  der  Trochoide  ist. 

Beispiel  2;  Die  Epi-  und  Hypocycloiden.  C  sei  ein  Kreis  vom 
Radius  Äy  T  ein  solcher  vom  Radius  a,  der  beschreibende  Punkt  a  habe  vom 
Mittelpunkt  des  Kreises  T  den  Abstand  a-f-jo. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Epicycloiden,  V  liege  ausserhalb  C;  in  der  An- 
fangsstellung liege  a  auf  der  Centralen  beider  Kreise  im  Maximalabstand  vom 
Mittelpunkt  des  Kreises  C,  und  es  sei  die  y-Axe  in  die  Centrale,  die  x-Axe 
durch  den  Mittelpunkt  von  C  gelegt    Dann  ist  die  Gleichung  von  C 

(13  b)         ar>-Hy»  =  .4». 

Der  Mittelpunkt  von  V  hat  in  der  Anfangslage  die  Coordinaten  ar  =  0,  y  =  -4-f-a, 
also  ist  die  Gleichung  von  F 

(14  b)         Z^-h(ri  —  Ä-ay  =  a\ 
Gl.  (16)  wird  damit,  da  die  Anfangsabscisse  t  gleich  Null  ist, 


rS      g rfg        _   r»      Adx 

j   y^nji  ""J   y^~ 


X» 


oder 

(I6b)        aarcsin — =  >l  aresin  — . 

a  A 

Der  Radius,  welcher  zur  Zeit  t  nach  dem  Berührungspunkt  x,  y  gezogen  wird, 
mache  mit  der  Aze  der  y  den  Winkel  ^]  dann  ist  r  =  Asin^,  und  damit  redu- 
cirt  sich  (16  a)  auf 

(16c)        S  =  asin-^, 

a 

welche  Gleichung  mit  (16  b)  äquivalent  ist. 

Gl.  (17)  wird  nunmehr,  da  das  dortige  a  =  0,  6  =  A-^2a-\-p  ist, 
(17b)         VMri-A^2a^py  ==  (j-a:)»-f.(9-y)>. 

Hierin  ist  nach  (14  b)  

7j  =  A-ha±Va^—k\ 
also  zunächst 

V-hi-a^pq^yä^^^  ==  Cc~x)>4-(t)-y)». 

Setzt  man  hierin  ferner  y  =  K-4* — r',  x  =  Asin^  und  £  =  asin — ~  (16b), 

80  erhält  man  die  Gleichung,  welche  der  Gl.  (18)  entspricht;  da  für  <]/  =  0  so- 
wohl E  wie  ;  gleich  Null  und  ^  =  A-+-2a-\-p  sein  muss,  findet  sich,  dass  das 
negative  Vorzeichen  der  Wurzel  gilt,  und  man  erhält 

(18b)        (I  — ^sin4;)»+(^  — ilcos^;)'  =  {a -h  p^ -h  a^ -h  2  ia'^p)a  cos -^ 

als  Gleichung  der  Kreisschaar  mit  dem  variablen  Parameter  ^,  Differentiirt  man 
dieselbe,  indem  man  ^  als  Function  von  ^  behandelt,  und  setzt  den  Factor  von 

-^  gleich  Null,  so  kommt 
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(20b)    50084*— ^sin^j;  =  (a-hrtsin 


a 

Aus  dieser  Gleichung  und  (18  b)  ist  4*  zu  eliminiren.  Vorläufig  wollen  wir  ;  und 
9  gesondert  als  Functionen  von  «l'  darstellen.  Quadrirt  man  (20b)  und  subtrahiri 
von  (18  b),  so  kommt 

(jsin4;+^cos<|/— -4)*  =  I  o+(a+p)cos  — 3- J  , 

oder,  da  dieselbe  Bemerkung,  wie  oben,  zeigt,  dass  auf  beiden  Seiten  beim  Ra- 
diciren  gleiche  Vorzeichen  zu  nehmen  seien, 

jsinij'-h^cosiji  =  ^4-a4-(a4-;>)cos — ^• 
Combinirt  man  diese  Gleichung  mit  (20  b),  so  ergiebt  sich  leicht 


(22) 


j  =  (2l4-o)8in4'-+-(a+p)8in^ —  ^J 

'Vi- 


a 

Beide  Gleichungen  zusammen  stellen  die  Epicycloiden  dar,   und  zwar  die 
yerschlungene,  gemeine  oder  gedehnte  Epicycloide,  je  nachdem  p  —  O  genommen 

wird.  Man  überzeugt  sich  auch  leicht,  dass  dieselben  Gleichungen  die  drei  Hypo- 
cycloiden  darstellen,  wenn  man  in  ihnen  a  negativ  nimmt;  denn  man  braucht  nur 
in  den  Gl.  (13  b)  und  (14  b)  — a  statt  a  zu  setzen,  so  stellen  sie  die  beiden 
Kreise  C  und  F  in  der  zur  Erzeugung  einer  Hypocycloide  geeigneten  Lage  dar. 
Um  die  Elimination  von  ^  nun  vollständig  auszufahren,  schreiben  wir  ab- 
kürzend Sl  für  A-^a,  33  für  ^-f-p,  n  für  •      Die  Gleichungen  (22)   lau- 

a 

ten  dann 

5  =  31  sin  4*  -h  ösin  n^y 

^  =  91  cos  4*4- 33  cos  ii4'- 

Schreibt  man  dieselben  einmal 

^sin4'  =  j— S3sinn4/,    9(cos4'  =  ^— S3cosn4*, 
und  das  andere  Mal 

33sinn4*  =  j — f[sin4',    93cosn4/=.^ — @cos4>, 

quadrirt  und  addirt  die  entsprechenden  Paare,  so  findet  sich 

51«  =  j2-l-l)'— 2©jsinn4;— 223^cosn4;-f-33», 
33»  =  j'+9'— 2«jsin  4^  —  233^0084; -h33». 

Nun  ist  bekanntlich  sin4'  = ^. ,    oder,   wenn  man   e^'    abkürzend 

mit  X   bezeichnet,    sin  4*  =  -^  y< r-h   ^^^   ^084;  =  il^'^lT/''    ^'^•o*^ 

8inn4/  =  -^(X* Y  co8n4;  =  i(X*H j.     Substituirt  man  dies   in  die 

vorangegangenen  Gleichungen  und  entfernt  die  X**  bzw.  X  aus  dem  Nenner,  so 
erhält  man 
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Diese  Gleichungen  braucht  man  nur  nach  X**  und  X  aufzulösen,  so  ist  die  Eli- 
mination zu  Stande  gebracht;  dieselbe  wird  übrigens  nur  dann  rational,  wenn  n, 

also  wenn  —  eine  rationale  Zahl  ist. 
a 

Die  allgemeinen  geometrischen  Eigenschaften  der  Epi-  und  Hypocycloiden 
müssen  hier  als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Wir  heben  nur  einzelne  Special- 
fälle hervor: 

1)  Cardioide.    a  positiv  =  ^,  p  =  0.    Man  hat  «  =  2-ä,  S  =  -4,  n  =  2, 

j  =  2i!lsint|;+^8iii2<|;,    ^  =  2iJcos4/+-4cos2^. 
Die  Elimination  ergiebt 

[j'-+-(94-^)']''4-4J(^-+-J)[j»-f-(y-^2l)']— U>x»  =  0. 
Setzt  man  t)-h^  =  pcosd,  |  =  psin^,  so  erhält  man  die  bequemere  Polarforme] 

p  =  2^(1 -h  cos»), 

in  welcher  die  Cardioide  auf  ihre  Spitze  als  Anfangspunkt  bezogen  ist 

2)  Hypocycloide  a  =  — ^A;  p  sei  unbestimmt  gelassen.    Man  erhält  aus  (22) 

j  ==  — josini^,    ^  =  (J+rtcos4», 
woraus 

Wenn  also  ein  Kreis  auf  der  Innenseite  eines  Kreises  vom  doppelten  Radius 
umläuft,  beschreiben  alle  Punkte  der  Fläche  F  Ellipsen.  Für  p  =  0  wird  die 
Gleichung  zu  ;  =  0,  die  Ellipse  degenerirt  also  zur  Geraden  (welche  Durchmesser 
der  Basis  ist),   wenn  der  beschreibende  Punkt  auf  dem  Umfang  des  rollenden 

Kreises  liegt.    Für  p  =  — ö~>  ^'  h-»  wenn  a  der  Mittelpunkt  des  rollenden  Kreises 

ist,  wird  die  Trochoide  zum  Kreise.  Aus  Gl.  (22)  ist  leicht  nachzuweisen,  dass 
das  letztere  allgemein  der  Fall  ist  für  ;>  =  —  a. 

Aufgaben  1.  Die  Gleichung  der  Astroide,  Hypocycloide  a  = — ,  p  =  0 

4 

zu  berechnen.  2.  Alle  Evolventen  lassen  sich  als  Trochoiden  auffassen,  die  be- 
schrieben werden  von  einem  Punkt  einer  geraden  Linie,  welche  auf  der  Evolute 
als  Basis  rollt.  Man  berechne  hiemach  die  Evolvente  des  Kreises  und  der  Parabel. 
Dritte  Methode.  Oft  ist  es  vortheilhaft,  die  Curve  T  in  Polarcoordinaten 
darzustellen,  deren  Pol  der  beschreibende  Punkt  a  ist.  Statt  der  Gleichung 
Y]  =  r(6  hat  man  dann  in  der  Anfangslage  für  T  eine  Gleichung 

(24)        p  =  r(0) 
nebst  der  Gleichung  für  C 

(26)  .     y  =  (7(x).  

Das  Bogenelement  von  F  hat  die  Länge  cfo  =  yp'd^'-f-rfp';  an  die  Stelle  der 
Gleichung  (15)  tritt  also  nunmehr 

»t  c 

Dabei  ist  p  der  Leitstrahl  von  a  zum  Berührungspunkt,  d.  i.  die  Linie  A^B*  der 
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Fig.  121.    An  Stelle  yon  Gl.  (17)  tritt  also  nunmehr 

(27)         (5^ar)>+(^-y)»  =  p> 

als  gemeinschaftliche  Gleichung  der  eingehüllten  Kreise.  Differentiirt  man  diese 
in  der  Art,  dass  auch  x,  y  und  p  als  Functionen  von  %  behandelt  werden,  so 
erhiUt  man 

ß«^     ^  _     i-x     fe--)+('>-y)l+p-|    ^ 

dx 
Hierin  muss,  wie  früher,  der  Factor  von  -;—  Null  sein,  also  ist 

(29)        Öc-i:)4-(9-y)C"(x)4-p-J-  =0. 

Hierin  kann  man  nun  die  integrirte  Gleichung  (26)  einführen;  man  kann  aber 
auch,  und  das  soll  hier  geschehen,  die  Gl.  (26)  nach  Weglassung  der  Integral- 
zeichen benutzen,  um  eine  Differentialgleichung  für  die  Trochoide  herzustellen. 
Gl.  (26)  lautet  dann 


Substituirt  man  dies  in  (29),  so  findet  sich 

(30)        [(j_x)4-(9-CW)  C'W]  yi  +  (p^)VpKl+[C'W]»  =  0. 

JA 

Hierin  lässt  sich  zunächst  -r—  mit  Gl.  (24)  durch  p  und  darauf  p  mit  Gl.  (27)  in 

der  Form  

(31)        p  =  Kfe-^)'H-[t)-C(ar)P 
ausdrücken.    Dann  enthält  Gl.  (30)  nur  noch  ;c,  ^,  und  x.    Nun  nehme  man  noch 
die  Bemerkung  zu  Hülfe,   dass  p  normal  zur  Trochoide  ist;   diese   ergiebt  die 
Gleichung 


oder 


(32)         [^-C(a:)]-5-+(^-x)  =  0. 


Eliminirt  man  x  aus  (30)  und  (31),  so  hat  man  die  Differentialgleichung  der 
Trochoide. 

Beispiel.  Welchen  Weg  beschreibt  der  Brennpunkt  einer  Parabel,  wenn 
die  Parabel  sich  auf  einer  Geraden  wälzt? 

Die  Gerade  sei  Axe  der  x,  die  Axe  der  Parabel  falle  in  der  Anfangslage  in  die 
Axe  der  y ;  der  Parameter  der  letzteren  sei  mit  Ah  bezeichnet ;  dann  ist  die  Polar- 
gleichung der  Parabel 
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(24c)        p  =  ~| — — ^, 

1 — COSv 

während  die  Basis  die  Gleichung  y  =  0  hat    Aus  (24  c)  folgt 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  (30),  so  kommt 

(30c)        (g-^ar)ysin»g+(lcosd)'  =  ±    2^^^°\  . 

1  —  cos  V 


Zugleich  wird  (31) 


(31c)        (j-:p)s+9»=.^*' 


(I— cosO)»' 
und  (32)  wird 

(32c)        t)-^-h(j^-x)=^0, 

m 

Setzt  man  (32c)  in  der  Form  (5— x)  =  —t^-~-  in  (30c)  und  (31c)  ein,  so  er- 
hält man 

(33)       Q» (^J  [8ine»-f-(l -cos»)»](l -cosd)«  =  4Ä»sinO», 

(34)        [n.(Ay  ],,>(!  _co8»)'  =  4Ä>, 

zwischen  denen  noch  Ä  zu  eliminiren  ist. 

sind2-f-(l  — cos»^    ist    2(1— cos*) 
und 

sin*«    ist    (H-cose)(l— cosft), 
so  dass  Gl.  (33)  zunächst  wird 

(35)        t)^  (^)  V  -  cos  d)'  =  2ä»(1  -hcos*). 
Dividirt  man  dies  in  (34),  so  findet  sich 

1  -hCOSd  = . 

woraus  1— cos*  =  2  — (1+cosft)  gefunden  wird  zu 

S^tzt  man  dies  in  (34)  ein,  so  erhält  man 

(36)       ds J^, 

als  Differentialgleichung  der  Trochoide.    Integrirt  gifebt  dieselbe 

*  ^       Const 

Gemäss  der  gewählten  Anfangsstellung  ist  ^  =  ä  für  5  =  0,   woraus  folgt 
Const.  =  Ä.    Damit  wird  die  vorstehende  Gleichung 

x_ 

47* 
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oder 

h     1-      — i. 
r)-^-^(eh^e     *). 

Der  Brennpunkt  der  Parabel  beschreibt  also  eine  Eettenlinie,  deren  Axe  die 
Axe  der  ^  ist,  und  deren  tiefster  Punkt  in  den  Brennpunkt  der  Anfangslage  föüt. 

268d.  Die  Umkehniiigreii  des  Troehoidenprobleiiis.  1)  Gegeben  sei 
die  Curve  C  nebst  der  Trochoide  T;  gesucht  wird  die  Curve  F,  wel- 
che auf  C  rollen  muss,  um  die  yorgeschriebene  Trochoide  T  zu  er- 
zeugen. 

Die  allgemeine  Losung  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  aus  den  Gl.  (30),  (31) 
und  (32)  des  Torigen  Paragraphen.    Da  man  in  denselben  C,  C\  ^  als  Function 

Ton  ;  und  somit  auch  -—■  kennt,  braucht  man  zwischen  ihnen  nur  x  und  ;  zu 

eliminiren,  so  bleibt  aus  (30)  eine  Gleichung  zwischen  p  und  -^  übrig,  welche 

die  Differentialgleiphung  der  Gurye  F  ist 

Beispiel.  Welche  Curye  F  erzeugt,  indem  sie  auf  einer  Parabel  rollt,  die 
Dir^ctrix  der  Parabel? 

Die  Parabel  habe  die  Gleichung 

Ihre  Directrix  hat  die  Gleichung 

Es  ist  also  C{x)  =  2  J/Äi,  C\x)  =  j/— ,  und  in  Gl.  (32)  c%  =«  0,  womit  Gl.  (32) 

die  Form  annimmt 

j==  C{x)  =  2yhi, 

Hiermit  wird  Gl.  (31) 

p  =  (j— ar),    x  =  — (p-hÄ) 

und  Gl.  (30) 


oder 


^y^-fr^r-p^^^^c^Sr»« 


p(p-t-A) 


•  =  logp — log(p+A)H-con8t. 

Für  ft  ^  0  wird  p  ^  A ,  da  ja  die  Curve  F  die  Parabel  berühren  mtiss ;   darans 
folgt  cousL  !=  log  2,  also  ist  die  Gleichung  von  F: 

p  +  A 
Die  Cur?e  F  ist  sonach  eine  Spirale,  und  ihr  Pol  beschreibt  die  Directrix. 

Aufgabe  2.  Welche  Curve  beschreibt,  wenn  sie  auf  einer  Geraden  rollt,  mit 
ihrem  Pol  eine  zweite  Gerade,  die  mit  jener  den  Winkel  a  macht? 

2)  Dieselben  drei  Gleichungen  (30),  (31),  (32)  des  yorigen  Paragraphen  führen 
auch  auf  die  Losung  der  Aufgabe,  die  Basis  C  zu  finden,  auf  welcher 
eine  gegebene  Curve  F  rollen  muss,  wenn  ein  Punkt  ihrer  Ebene  eine 
yorgeschriebene  Trochoide  zurücklegen  soll.  Man  kennt  in  diesem  Fall  1}  als 
Function  von  |  und  p  als  Function  von  %  (oder  d  als  Function  von  p),  eliminirt 
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demnach  mit  Ol.  (32)  und  (31)  noch  ;  und  d  (oder  p)  aus  (30)  und  behält  die 
Differentialgleichung  der  Gurre  C  übrig. 

Beispiel:  Auf  welcher  Gurre  muss  eine  Ellipse  rollen,  wenn  ihr  Brennpunkt 
eine  gerade  Linie  beschreiben  soll? 

Wird  der  Brennpunkt  zum  Pole  genommen,  so  lautet  die  Polargleichung  der 

Ellipse  bekanntlich 

P^         P 
P        1— «cos» 
oder 


9—p 
woraus 


^  s=  arccos^ , 

ep 


dh  — p 


Die  Trochoide  falle  in  die  Abscissenaxe,  habe  demnach  die  Gleichung 

n  =  0,     woraus     -p-  =  0. 

Damit  werden  die  Gleichungen  (31),  (32)  reducirt  auf 

j  =  ar    und     p«  =  C(ar)'  =  y\ 

wenn  wir  für  das  nunmehr  iinbekannte  C{x)  wieder  y  schreiben.    Gl.  (30)  ergiebt 
damit 


dx^ 


K-p»  +  2py-(l-6>)y> 

Bezeichnet  man  die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse  mit  a  und  6,  so  ist  p  =a  — , 

a 

6  s=  -1 ;   durch  Einführung  dieser  Grössen  nimmt  die  vorstehende  Glei- 

a 

chung  die  noch  etwas  bequemere  Form  an 

bdy 


dx  = 


>^-6»4-2ay-jr> 
und  giebt  integrirt 

x-hA  ass  Aarcsin— f 

oder 

•    y  =  a  +  F'irr6i.8in^^±^, 

0 

wo  ^  die  Integrationsconstante. 

Beispiel  2.  Auf  welcher  Gurve  muss  die  Gardioide  p  =  2a(l-f-cos0) 
rollen,  wenn  ihr  Rückkehrpunkt,  auf  den  sie  durch  diese  Gleichung  bezogen  ist, 
die  Oerade  y  ^=0  beschreiben  soll  ? 

263  e.  Die  Bednetion  einer  Berülinmgsbedingnng  auf  die 
eanonisehe  Form.  Die  in  F  feste  Carve  U  soll  die  in  der  ^-Ebene 
feste  Curve  P  berühren;  wie  lautet  die  Bedingung  in  canonischer  Form? 

Ein  Punkt  ä,  der  Fläche  F  werde  willkürlich  gewählt,  zum  Ur- 


\ti= — (a — ojjsi 
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Sprung  der  |,  i]  genommen  und  der  Winkel  9  von  einer  Anfangslage 
aus  gezählt,  in  welcher  die  Axe  der  5  parallel  der  Axe  der  x  ist. 
Die  beiden  Gurven  haben  zwei  Gleichungen 

(1)    i7-=/7(Ö        und        (2)    y  =  Pix). 

Man  nehme  willkürlich  eine  Abscisse  ^t  der  Gurve  P  und  eine  Ab- 
scisse  St  der  Gurve  U  an  und  setze  willkürlich  fest,  dass  die  beiden 
Gurven  sich  mit  diesen  Punkten  ai  =  aj,  J  =  5t  berühren  sollen; 
die  Ordinaten  tjj  und  1/7  dieser  Punkte  sind  dann  durch  die  Gleichun- 
gen (1)  und  (2)  mitbestimmt.  Sind  Ä,,y,  die  Goordinaten  von  a^  im 
System  der  ^,  y,  so  gelten  die  Transformationsformeln 

(a  =  djjH-Jcosy — rjsing) 
y  =  yiH-Ssiny+jycosy 
oder 

5  =  («— «i)cos5p-f-(y— yjsiny 

isiny+(y— yi)cos5p. 
Der  Punkt  §7 ,  177  hat  also  im  System  der  ay  die  Goordinaten 
(5)        a?j-f-5rC0sy — ijjsiny,    yi-f-^xSiny-f-ijTCOsy. 
Derselbe  muss  mit  Xr^,  yi  zusammenfallen;  also  muss  sein 

/       ^x  =  ä:, + 5r  cos  (f — n(Sr)sin  g> 
1  JX^t)  =  yi-f-5Tsiny+/7(5T)cos5p. 
Ferner  lautet  die  Gleichung  (1),  auf  das  System  der  x,  y  transformirt 
(7)    — (a;— ^i)siny+(t/— jf  Jcosy  =  /T[(^— Ä?j)cosg)H-(y  — y,)siny]i 

woraus  durch  Differentiation  nach  x,  wenn  11^  die  erste  Derivate 
von  n  ist, 

.g  ^  ^    i7^[(a?— a?Jcosy+(y— y,)siny]+8iny 

"^         cte         cosy — n'[(x — x^)cosg>+Q/ — yjsiny] 

Im  Punkte  x  =  Xr  müssen  nun  beide  Gurven,  weil  sie  sich  dort  be- 
rühren, gleiche  Werthe  von  --—-  besitzen.    Also  muss  sein 

(9)        FCxr)  =  ^'K^T— ^Jcosy-f-Q/T— yjsinyj+siny  ^ 

cosy — Il'[(^Xj — ^,)cos5pH-(j/t — yi)8iiiy] 

Hierin  kann  man  noch  (yr — yO  vermöge  (7)  durch  (xj — «,)  aus- 
drücken. Dann  hat  man  in  61.  (6)  und  (9)  drei  Gleichungen,  durch 
welche  «,,^1,  y  als  Functionen  von  «x  und'?7  dargestellt  sind.  Eli- 
mioirt  man  zwischen  ihnen  Xj  und  ^7,  so  bleibt  die  gesuchte  Bedin- 
gung zwischen  ^i,yi,(p  übrig. 


Reduction  yon  ßerährungsbediBgungen  auf  canonische  Form.  743 

Die  Methode  liefert  bei  voller  Allgemeinheit  recht  steife  Elimi- 
nationen;  besitzt  die  Fläche  2^  ausgezeichnete  Punkte,  so.  wird  es  meist 
vortheilhaft  sein,  einen  derselben  als  o^  zu  nehmen;  man  kann  dann 
von  diesem  zu  anderen  Punkten  a,  nach  263  a  übergehen. 

Beispiel.  11  sei  ein  Kreis  vom  Radius  a  und  P  eine  Gerade,  die  Bedin- 
gung also  ursprünglich  dahin  formulirt,  dass  der  Kreis  auf  der  Geraden  rollen 
und  gleiten  darf.  Der  Schwerpunkt  der  Fläche  F  liege  irgendwo  im  Abstand  / 
Tom  Mittelpunkt  des  Kreises;  die  Bedingung  soll  in  xa,  ya^^  ausgedrückt  werden. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Mittelpunkt  des  Kreises  als  Punkt  «]  und 
transformiren  die  Bedingung  auf  xi,  yi,  7.  Man  sieht  sofort,  dass,  wenn  die  Ge- 
rade zur  Axe  der  x  genommen  wird,  die  Bedingung  lautet  ^1  =  a.  Das  lässt 
sich  auch  analytisch  nach  der  obigen  Methode  leicht  herleiten:  Die  Gleichungen 
der  Curven  P.und  11  (für  letztere  liegt  der  Ursprung  der  (,  1)  im  Mittelpunkt  des 

Kreises)  sind  y  =  0  und  ij  =  Ka'  — 6*.     Die  Gleichungen  (6)  werden  damit 

xj  s=s  xi-hir  cos© — sin©  j/a' —  5 • 
(6a)        • 


{Xj  =5  Xi 


-:j-  5t  sin^ + COS9  Va^  —  ?'. 
Die  transformirte  Kreisgleichung  lautet 

» 

(x— afi)>+(y— yi)*  =  a*,    woraus 

dv 
Für  die  Gerade  ist  -?-  =  0,  also  muss  sein 

dx 

(9  a)        x^ — Xi  =0. 

Führt  man  dies  in   die  erste  Gleichung  (6a)  ein,   setzt  ^1  auf  die  linke  Seite, 
quadrirt  und  addirt,  so  erhält  man 

Hat  man  die  Axe  der  y  nach  derjenigen  Seite  hin  gelegt,  auf  welcher  der  Kreis- 
mittelpunkt sich  befindet,  so  gilt  das  positive  Vorzeichen;  also  ist  die  Bedingung 

(lOa)        ^1  =  a. 

Legt  man  nun  durch  den  Schwerpunkt  ein  neues  Goordinatensystem  der  (, 
Y],  dessen  S-Axe  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  geht,  so  hat  der  Mittelpunkt 
die  Coordinaten  (1  =  /,  i]i  =  0,  also  wird  mit  268a  Gl.  (3)  zweite  Gleichung 

yi  =^a-^^sin^, 

und  somit,  indem  man  dies  in  Gl.  (10a)  einführt 

y  +/sin<p=5aa 

die  gesuchte  Bedingung  zwischen  x^^y^^  9. 

268f.  Die  Bedlngimg^  dass  zwei  Punkte  Ton  F  anf  zwei 
festen  Cnrren  liegen.  Die  Umformungen  des  vorigen  Paragraphen 
vereinfachen  sich  bedeutend,  wenn  die  eine  der  beiden  Curven  D  und 
P  zu  einem  Punkt  degenerirt.     Wir  nehmen  zunächst  an,  dass  sei 


744  Starres  Gebilde  iii  der  Ebene. 

mit  n  der  Fall,   es  sei  also  ein  Punkt  n  der  Fläche  F  gezwungen, 
auf  der  in  ^,  y  festen  Curve  P  zu  bleiben. 

Ist  nur  eine  derartige  Bedingung  gegeben,  so  nehme  man  den 
Punkt  n  zum  Bezugspunkt  a^ ;  dann  hat  die  Bedingung  ohne  weiteres 
die  canonische  Form  V(ä,  ?  yj  =  0- 

Sind  aber  zwei  Punkte  von  F  an  feste  Curven  gebunden,  so  kann 
man  nicht  beide  zugleich  zum  Ursprung  der  $,  17  nehmen;  der^zweite  ' 
erfordert  also  eine  besondere  Untersuchung.  Handelt  es  sich  bloss 
darum,  auf  irgend  eine  Weise  die  canonische  Form  der  Bedingungen 
herzustellen,  so  ist  das  Verfahren  sehr  einfach:  Sind  a,  und  a,  die 
beiden  gezwungenen  Punkte  von  F^  so  nehme  man  zuerst  a,  zum 
Bezugspunkt;  die  erste  Bedingung  erscheint  dann  sofort  unter  der 
Form  *(^,,yi)  =  0.  Hierauf  nehme  man  o,  .zum  Bezugspunkt;  die 
zweite  Bedingung  hat  dann  die  Form  *,(^8,  y,)  =  0;  diese  trans- 
formire  man  nach  263a  auf  den  Punkt  a^,  worauf  sie  die  Form 
V(Ä?,,y,,  5p)  =  0  annimmt;  dann  ist  das  Gewünschte  erreicht,  und 
man  kann  nun,  wenn  man  will,  die  Bedingungen  vom  Punkt  a,  auf 
einen  beliebigen  Punkt  ß  von  F  nach  263  a  transformiren. 

Man  kann  aber  auch  die  Aufgabe,  die  Bahn  des  beliebigen 
Punktes  /9,  so  wie  die  zu  den  Bahnpunkten  gehörigen  Werthe  von 
y,  nebst  den  Curven  F  und  C  zu  eruiren,  direct  angreifen. 

Die  Gleichung  der  Bahn  von  ai  sei  in  einem  beliebig  gewählten  Coordinaten- 
System  der  a;;y 

(1)  yx  =/i(*i) 
und  die  der  Bahn  von  a%  in  demselben  System  sei 

(2)  Vi  =  /a  (a^). 

Die  beiden  Punkte  ax  und  O)  haben  einen  bestimmten  Abstand  /  yoneinander: 
es  besteht  also  die  Gleichung  ' 

(3)        (y2-ir,)«-+-(x,-x,)«  =  i». 

Nimmt  man  arj,  yi  willkürlich  an,  so  lässt  sich  aus  Gl.  (2)  und  (3)  der  zugehörige 
Punkt  a?2,  ^3  bestimmen;  ist  die  Bestimmung  mehrdeutig,  so  muss,  wenn  die  Auf- 
gabe determinirt  sein  soll,  «inmal  angegeben  sein,  welches  Paar  von  Goordinaten- 
werthen  für  aj  und  03  zusammengehört;  für  ^ede  spätere  Zeit  gelten  dann  die- 
jenigen Werthe  tou  x^y  ^3,  die  sich  aus  dem  Anfangswerth  durch  continuirliches 
Fortschreiten  ableiten  lassen.  Am  besten  werthet  man  die  Gleichungen  (1),  (2), 
(3)  in  folgender  Weise  aus: 

Man  betrachte  ^1  und  xi  als  Functionen  der  Grpsse  f,  stelle  also  zwei  Glei- 
chungen auf 

(4)        yi^yiit)    und    ari=xi(0, 

wo  die  Buchstaben  ^1  und  xi  auf  der  rechten  Seite  Functionszeichen  und  die 
beiden  Functionen  willkürlich  gewählt  sind  innerhalb  der  Bedingung,  dass  die 
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Gleichungen  (4)  durch  Elimination  yon  t  auf  Gl.  (1)  führen.  GL  (3)  nimmt  dann 
die  Form 

(3a)        [>,-y,  (0]'4-[^ -*,  (0]'  «  P 
an,  nnd  indem  man  Gl.  (2)  mit  (3a)   combinirt  und  nach  xg,  y^  auflöst,  erhält 
man  zwei  neue  Gldchungen 

(5)         ^8=^8(0,     «8=a^(0, 

in  denen  auch  x^  und  y^  als  Functionen  von  t  dargestellt  sind.  Unter  den  mög- 
lichen verschiedenen  Wurzelwerthen  die  in  der  Gl.  (5)  auftreten,  sind  diejenigen 
auszuwählen,  die  für  ei^ien  Anfangswerth  von  i  ein  zusammengehöriges  Werthe- 
paar  Ton  X],  yi  einerseits  und  a^,  ys  andererseits  ergeben.  Lässt  man  dann  t 
continuirlich  variiren,  so  beschreiben  ai  und  oq  ihre  Bahnen  in  der  vorgeschrie- 
benen Weise. 

Es  sei  nun  Ä  der  Ort,  den  «i 
zur  Zeit  t  einnimmt,  und  B  derje- 
nige von  O) .  Das  Coordinatensystem 
der  (,  1)  legen  wir  durch  die  Mitte 
der  Geraden  AB,  und  es  sei  AB  die 
Axe  der  (,  die  Senkrechte  zn  AB 
die  Axe  der  -q.  Dann  hat  der  An- 
fang der  iy  -q  die  Coordinaten 

i(afi+«»),    i(yi+y») 
im  System  der  x,  y.    Der  Winkel  9, 
welchen  die  Axe  der  i  mit  der  Axe 
der  X  einschliessty  ist  bestimmt  durch 
die  Gleichungen 

X,— Xi 


Fig.  122. 


(6) 


cos  9  = 


,    8in<p  = 


_  y»— yi 


(7) 


Ein  beliebiger  Punkt  ß  von  F,  der  im  beweglichen  System  die  Coordinaten  E,  ?) 
besitzt,  hat  nun  im  ruhenden  System  der  x,y  die  Coordinaten 

==  i(j?i4-a^)-h5cos9 — ijsincp 
i  (yi-f-J^s) -f- E  sin  9-f-ij  cos  9. 

Mittels  der  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  sind  hierin  ^i,  X9,yi,^g  und  9  durch  t  aus- 
gedrückt; man  braucht  also  aus  den  Gl.  (7)  nur  noch  t  eliminiren,  so  hat  man 
die  Gleichung  der  Bahn  von  ß;  eliminirt  man  femer  t  zwischen  der  ersten  Gl.  (6) 
und  der  ersten  (7),  so  erhält  man  9  als  Function  von  x^,  und  damit  ist  das  erste 
der  obigen  Probleme  gelöst. 

Zur  Zeit  t  dreht  sich  ferner  F  um  ein  Momentancentrum  c(7);  die  an  A  und 
B  anliegenden  Bahnelemente  werden  also  durch  Drehung  um  0(7)  beschrieben, 
d.  h.  c(7)  liegt  auf  dem  Durchschnitt  der  beiden  Normalen,  welche  in  A  und  B 
auf  den  Bahnen  von  a  und  ß  errichtet  werden.  Diese  beiden  Normalen  haben 
die  Gleichungen 


dxi 


dy\ 


('-'i)^}^-H(^-yi)--^=0 


(8) 


dt 
dx^ 


dt 


(^-^3)  -3r-  +(y-y3)  -?-  =  0. 


dt 


dt 
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Hierin  sind  arj,a-^,— ~-u.  s.  w.  mit  Hälfe  von  (4)  und  (5)  durch  i  auszudrücken; 

man  braucht  also  nur  noch  t  eliminiren,  so  hat  man  die  Gleichung  aller  Momen- 
tancentra  in  r,  ^,  d.  h.  die  Basis  C. 

Trausformirt  man  die  Gleichungen  (8)  auf  das  System  der  S,  t),  indem  man 
a?  =  J(j:, -hTj,)-f-icos9  —  Yjsin^,  u.  s.  w.  setzt,  und  bedenkt,  dass  5i  =  i4 
?a  =  — i^  7j,  =  Tjs  =  0  ist,  so  erhält  man  zwei  Gleichungen  zwischen  5,  iji  9 
und  t,  in  denen  ^  durch  t  auszudrucken  ist;  hierauf  liefert  die  Elimination  voii 
t  die  Gleichung  von  F. 

Beispiel  1.  Zwei  Punkte  von  F  bewegen  sich  auf  zwei  Geraden,  die  ein- 
ander unter  dem  Winkel  %  im  Punkt  0  schneiden. 

Wir  ■  nehmen  die  eine  Gerade  zur  Axe  der  o:  und  0  zum  Anfangspunkt  der 
Xy  jf,  wo  dann  die  beiden  Geraden  die  Gleichungen  haben 

yi=r,tang*,      y,  =  0. 

Die  erste  von  diesen  lässt  sich  offenbar  ersetzen  durch  yi  =  <sinO,  xi  =:  <cost, 
und  wenn  man  damit  Aach  dem  obigen  y^  und  x^  durch  t  ausdruckt,  findet  sich 

xi  =  tcosb,    X2  =  «cosO-j-J^/*— «'sin'*, 

yi=<sin&,    ys=0, 
hieraus  zunächst 


K/*— <»sin'»        .  ninb 


cos<p  = ,    sin<p 


Bildet  man  damit  die  Gleichungen  (7),  so  findet  sich 


,     .   «      .  «sin»     .       K^'— i'sin'* 


« 

Die  Gleichungen  nehmen  eine  für  die  Elimination  etwas  bequemere  Form  an, 
wenn  man  t  =  —/sin^  :  sind  setzt,  und  9  eliminirt.     So  findet  sich 

J^l  [(5-f-iO'4-(^  + 'cot»)']H-x|  [VH-(6-iO^-f- 

4-2r3y8[(e  -  iO(T)-+-^cotO)--7,(54-iO]  =- [P-+-V-+"^'c<>t^--i^*- 

Das  ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  der  nach  Lage  der  Sache  nur  eine 
Ellipse  sein  kann,  weil  die  Punkte  a  und  ß  wegen  der  endlichen  Grösse  von  / 
sich  nicht  über  einen  gewissen  endlichen  Abstand  hinaus  von  0  entfernen  können. 
Es  heschreibt  also  jeder  Punkt  S,  t]  von  F  eine  Ellipse;  doch  kann  die  letztere 
unter  Umständen  zur  Geraden  degeneriren. 

Setzt  man  willkürlich  |  =  — ^Z,  t)  =  — /cotft,  so  werden  gleichzeitig  die 
Factoren  von  y|,  von  rj^s,  und  das  constante  Glied  der  vorstehenden  Gleichung 
zu  Null.  Die  Gleichung  degenerirt  also  zu  x\  =  0;  d.  h.  der  Punkt  6  =  — W 
t)  =  — /cot*  bewegt  sich  auf  der  Axe  der  y.  Bewegen  sich  also  zwei  Punkte  a 
und  ß  auf  zwei  Geraden,  die  den  Winkel  ft  mit  einander  machen,  so  bewegen 
sich  auch  zwei  Punkte  o  und  ß'  auf  zwei  Geraden,  die  einen  rechten  Winkel  mit 
einander  machen.  Diese  Bemerkung  kann  man  benutzen,  um  die  Gleichungen 
des  Problems  zu  vereinfachen:  denn  nach  derselben  wird  die  Allgemeinheit  nicht 
beschränkt,  wenn  wir  anAehmen,  %  sei  =  ^tc.    Die  Grundgleichungen  lauten  dann 
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Vi  =  <,    y2  ==  0, 
und  in  der  obigen  Kegelscbnittsglerchung  föllt  das  Glied  /cotO  überall  fort-.    Zu- 
gleich wird  

C0S9  = ,     sm^  = —- 

Wir  wollen  die  so  vereinfachten  Gleichungen  benutzen,  um  Basis  und  Rollcurve 
zu  finden.    Die  Gl.  (8)  nehmen  mit  ihnen  die  Form  an 

(8b)        X  =  yP—t'^    und    y  =  <, 
woraus  ohne  weiteres  als  Gleichung  der  Basis  C  folgt 

Die  Gleichungen  (8b),  auf  das  System  der  g,  t)  transformirt,  geben  als  Gleichungen 
der  beiden  Normalen  im  System  der  S,  1] 

i(yi4-ya)4-E8inT-f-Tlco8<p  =  /, 
J(xi-Hjrj)-h?C0S9  — Tjsin  <p  =  ]/P  —  t^, 

Druckt  man  hierin  X],  x^,  yi,  y^  und  9  durch  t  aus,  so  findet  sich  sehr  leicht  als 
Gleichung  von  F  ' 

Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  liegt  im  Anfang  der  (,  t},  also  im  Innern  des 
Kreises  C.  Die  Bewegung  von  F  ist  also  die  hypocycloidische ,  bei  welcher  der 
Halbmesser  des  rollenden  Kreises  die  Hälfte  von  dem  der  Basis  und' der  letztere 
gleich  /  ist. 

Beispiel  2:  Pleuelstange:  Ein  Punkt  ai  bewegt  sich  auf  einem  Kreise, 
der  andere,  a^,  auf  einem  verlängerten  Durchmesser  desselben. 

Die  Distanz  aj  og  sei  wieder  =  /  gesetzt,  a  der  Radius  des  Kreises;  dessen 
Mittelpunkt  werde  zum  Anfang  und  der  fragliche  Durchmesser  zur  Axe  der  x 
genommen.  Die  Gleichungen  x\-\-y\  =  a*  und.  ya  =  0  lassen  sich,  wie  leicht 
ersichtlich,  ersetzen  durch 

«1  =3  aco8<,    xj  =  acosi-hK^-^  — a^sin'i, 

yi  =  asinr,     y,  =  0, 

aus  denen  sich  ergiebt 

VC^-aHmU         .                  a     . 
cos^  =a j    sm^p  = T-  sin«. 

Damit  werden  die  Gleichungen  (7)  für  die  Bahn  des  beliebigen  Punktes  S»  ^ 

X,  =  ocos<-h(i-h-j-)l^/'  — a'sin^i-+-ij-^sinr, 

y,  =  (i p)asin/H-^  K^»^a»sin«<. 

Die  Elimination  von  t  führt  im  Allgemeinen  auf  eine  Gleichung  8*«"  Grades.  Sie 
vereinfacht  sich  für  Punkte  der  Geraden  aß,  da  für  diese  tj  =  0  ist.  Sie  verein- 
facht sich  weiter,  wenn  man  a  =  /  nimmt,  wo  K^*-*— a-sin^<  zu  acosr  wird.  Im 
letzteren  Fall  ergiebt  sie  für  Punkte  der  'Geraden  aß  eine  Ellipse.     Die  Glei- 
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chungen  (8)  werden 

{zsint  ^vcosL 
\ 
X  =  acost-{-VP  —  a'sin*«. 

Sie  ergeben  durch  Elimination  von  t  die  Gleichung  6^»  .Grades  für  C 

welche  sich,  für  l=a  auf  die  Kreisgleichung  «'H-y' «=  4a»  zurückzieht.  Eine 
ähnliche  Gleichung  6t«n  Grades  erhält  man  für  F,  indem  man  i  und  i)  in  (8  b) 
einführt.    Für  /  =  a  ergiebt  sich  eine  Ellipse. 

263  g.  Die  Bedingung^  dass  Curyen  Ton  F  durch  feste 
Punkte  gehen.  Erste  Methode.  Man  kann  die  Aufgabe  direct 
nach  263  c  behandeln.  Es  sei  zunächst  eine  Bedingung  der  Art  ge- 
geben, dass  die  in  F  feste  Curve  ^^  beständig  durch  den  in  der 
^-Ebene  festen  Punkt  a  =  a^,  y  =  ^i  göt*-  I^  ^  sei  der  Punkt  a, 
willkürlich  ausgewählt  und  zum  Ursprung  der  ^,  tj  genommen;  dabei 
sei  71  =  Jl^  (5)  die  Gleichung  der  Curve  Z7.  Wählt  man  nun  auf 
dieser  Curve  einen  Punkt  mit  der  Abscisse  £t  willkürlich  aus,  so 
müssen  in  dem  Augenblick,  wo  dieser  Punkt  durch  a,,  6,  geht,  seine 
auf  ay  transfoimirten  Coordinaten  gleich  a  und  b  sein.  Es  muss 
also  sein 

'  flj  =  .«,+£,  cosy — /7,(5T)sin5p 
< 
.*,  =y, +?Tsin5p+Z7,(jT)cosg). 

Eliminirt  man  zwischen  diesen  Gleichungen  $t,  so  hat  man  die  Be- 
dingung in  der  gewünschten  Form  ^(^r,,  y^,  y)  =  0. 

Besteht  ausserdem  noch  eine  zweite  Bedingung,  dass  die  Curve 
/7,  durch  den  festen  Punkt  a:  =  a,,  y  ='b^  der  ^y-Ebene  geht,  so  sei 
5r  der  Punkt  von  77, ,  welcher  durch  a,,  6,  geht,  wenn  ^r  durch  a^,  b^ 
geht.  Ist  dann  r  der  Abstand  des  Punktes  a„  b^  von  a^,  6p  so  muss 
offenbar 

(2)        (5;-?T)+[//,(?;)-n.  (?.)]'  =  r* 

sein.  In  Verbindung  mit  einer  der  Gleichungen  (1)  liefert  diese 
Gleichung  den  Werth  Von  ?i  ausgedrückt  durch  a,,  ä,,  ;»,,  y„  y. 
Ausserdem  bestehen,  wie  oben,  die  Gleichungen 

(a^=x^  +5;  cosy— JT,(5;)sin5p 
1  *a  =  2/1  +?Tsin9+n,(|t)cosg). 

Setzt  man  in  eine  von  diesen  den  gefundenen  Werth  von  ^^9  so  hat 
man  die  zweite  Bedingung  in  der  Form  ^(^,,  yi,  9)  =  0. 

Eine  zweite  Methode  gründet  sich  auf  die  folgenden  Betrach- 


(1) 
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taugen,  die  wir  ihrer  Allgemeinheit  wegen  in  einen  besonderen  Para- 
graphen verweisen. 

264.  Die  Beeiproeitftt  in  der  ItelatiTbewegiiiig.  Die  Be- 
wegung des  Systems  der  ^,  rj  und  des  Systems  der  xy  gegeneinander 
ist  ein  rein  relativer  Vorgang,  und  wie  in  den  Einleitungsparagraphen 
.  190  ff.  hervorgehoben  wurde,  ist  es  rein  conventionell ,  wenn  wir  die 
Ebene  der  ^,  y  als  ruhend,  die  der  ^^tj  als  bewegt  bezeichnen;  wir 
können  eben  so  wohl  die  Ebene  der  $,  tj  als  ruhend  und  die  der  a^y  ^ 
als  bewegt  ansehen.  Wenn  wir  also  bisher  die  Bewegung  von  i^als 
eine  „Bewegung  des  ^ij-Systems  im  ay-System  beschrieben  haben,  so 
war  das  willkürlich;  die  Beschreibung  lässt  sich  auch  umkehren,  in- 
dem man  die  Bewegung  von  F  als  eine  „Bewegung  des  ^y-Systems 
im  System  der  |ij"  auffasst.  Hierbei  kommen  zweierlei  Recipröti- 
taten  zum  Vorschein,  die  wohl  unterschieden  werden  müssen. 

Um  bequeme  Ausdrücke  zu  haben,  wollen  wir  eine  bestimmte 
Art  der  Beschreibung  bevorzugen,  etwa  die  durch  F  und  C.  Eine 
bestimmte  continuirliche  Bewegung  von  F  sei  characterisirt  durch  den 
Satz:  „Die  gegebene  Curve  F,  welche  im  System  der  J,  ^  festliegt, 
rolle  auf  der  gegebenen  Curve  C,  welche  im  System  der  x,  y  fest- 
liegt." Dann  ist  diese  Beschreibung  vollständig  identisch  mit  dem 
Satz:  „Die  Curve  C,  welche  im  System  der  ay  festliegt,  rollt  (rück- 
wärts) auf  der  Curve  F,  welche  im  System  der  J,  ri  festliegt."  Diese 
Identität  kann  man  den  Dualismus  der  Beschreibungen  nennen. 

Nun  beschreibt  jeder  Punkt  a  von  F  bei  der  Bewegung  eine 
Curve  P  im  System  der  xy,  und  jeder  Punkt  a  der  Ä;y-Ebene  be- 
schreibt bei  derselben  Bewegung  eine  Curve  B  im  System  der  J,  ij 
—  dabei  ist  es  ganz  gleichgültig,  ob  man  F  auf  C  oder  C  auf  P  rollen 
lässt;  die  Curven  P,  welche  a  im  System  der  xy  beschreibt,  sind  in 
beiden  Fällen  identisch.  Aber  die  Curve  P  ist,  wenn  a  zu  irgend 
einer  Zeit  mit  a  zusammenfällt,  im  Allgemeinen  nicht  identisch 
und  nicht  congruent  mit  der  Curve  /7.  Das  leuchtet  zunächst 
an  einem  Beispiel  ein :  F  sei  ein  Kreis  vom  Radius  i2,  C  eine  Gerade. 
Lässt  man  C  ruhen  und  F  darauf  umlaufen,  so  beschreiben  die  Punkte 
von  F  Cycloiden  in  Xy  y.  Zugleich  aber  beschreiben  die  Punkte  der 
x^y  ebene  Bahnen*  in  der  J,  ij-Ebene;  diese  erhält  man  in  der  ge- 
wöhnlichen Form,  wenn  man  F  festhält  und  C  auf  F  rollen  lässt: 
die  Bahnen  77  sind  Ereisevolventen.  Dieselben  Curven  entstehen  aber 
auch  in  der  $,  ij-Ebene,  wenn  man  C  festhält  und  J^  rollen  lässt; 
wenn  man  sich  etwa  im  Punkt  a  der  ory-Ebene  eine  Bleistiftspitze 
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befestigt  denkt,  so  schreibt  diese  auf  der  über  sie  weggleitenden 
C^-Ebene  eine  Kreisevolvente  auf.  Ebenso,  wenn  man  C  auf  F  rcdlen 
lässt,  und  in  der  ^ij-Ebene  im  Punkt  a  eine  Bleistiftspitze  befestigt, 
so  schreibt  dieselbe  in  der  ^-Ebene  eine  Cycloide  auf.  Die  Kreis- 
evolventen sind  andere  Curven  als  die  Cycloiden,  und  der  Unterschied 
beruht  nicht  darauf,  dass  man  das  einemal  F  auf  C,  das  andere  mal 
C  auf  F  rollen  lässt,  sondern  darauf,  dass  die  Cycloiden  in  der 
ary-Ebene  und  die  Evolventen  in  der  ?ij-Ebene  beschrieben 
werden. 

Die  Beziehung,  welche  zwischen  den  Curven  77  und  P  stattfindet, 
wenn  sie  von  zwei  Punkten  a  und  a  beschrieben  werden,  die  zur  Zeit 
Null  zusammenfallen,  wollen  wir  Reciprocität  nennen. 

In  der  Lehre  von  der  Relativbewegung  wurde  der  allgemeine 
Satz  aufgestellt:  „Macht  das  System  2  im  System  S  eine  Bew^ung 
ß,  so  macht  das  System  S  im  System  2  die  Bewegung  — J5."  Der 
Satz  steht  mit  der  Verechiedenheit  reciproker  Bahnen  nicht  im  Wider- 
spruch, sondern  begründet  sie.  Er  bezog  sich  nämlich  auf  Bewegungs- 
ergebnisse, also  auf  den  Unterschied  zwischen  Anfangs-  und  End- 
lagen. Es  sei  T  irgend  ein  (endlicher  oder  unendlich  kleiner)  Zeit- 
raum; zur  Zeit  Null  möge  a  mit  a  zusammenfallen,  und  in  der  Zeit 
T  bewege  sich  F  irgend  wie.  Dann  liegt  nach  Verlauf  der  Zeit  % 
a  in  einem  anderen  Punkt  b  der  a?j/-Ebene,  und  a  coincidirt  mit  einem 
Punkt  ß  der  Cj  ^-Ebene.  Das  Geschehene  lässt  sich  also  beschreiben 
durch  die  Worte:  „a  hat  in  der  ^y-Ebene  den  Weg  ab  gemacht^, 
oder  auch  „a  hat  in  der  5,  ij-Ebene  den  Weg  aß  gemacht". 

Fig.  123  stellt  die  Lage  der  Punkte  a,  6, 
'^'  a,  ß  zur  Zeit  Null  dar.    Ist  c(j)  das  Centrum 

— *     der  Drehung,  welchö  in  der  Zeit  t  ausgeführt 
wurde,  so  ist  ab  längengleich  aß  und 

l^acb  =  — ayß» 

Hierin  liegt  der  obige  Satz,   dass  die  Bewe- 
gungen   der    Systeme    entgegengesetzt    gleich 

äbi  sind. 

Zur  Zeit  t  =  r  fallt  nun  aber  a  nicht 
mehr  mit  a  zusammen,  sondern  die  Punkte  liegen,  wie  in  Fig.  124, 
S.  751 ;  ß  fällt  in  a  und  a  in  b.  Wenn  im  folgenden  Zeitraum  z 
eine  neue  Bewegung  eintritt,  macht  also  nunmehr  ß  eine  Amplitude, 
die  der  von  a  entgegengesetzt  gleich  ist,  und  a  eine  solche,  die  der 
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von  b  entgegengesetzt  gleich  ist.     Daraus  ^^S-  i'^^- 

folgt  aber  keineswegs,  dass  nun  auch  noch 

die  Bewegung  von  a  die  entgegengesetzte 

von  der  von  a  wird.    Sondern:  durch  die 

neue  Bewegung  kommt  irgend  ein  Punkt 

X  von  F  in  die  Lage  a;  zugleich  rückt  a 

von  b  nach    einem    neuen    Punkt  k  der 

A^-Ebene.    Dabei  drehen  sich  a,  ß,  y  um 

das   gemeinsame  Centrum  c\    Der  Weg, 

den  X  beschreibt,  ist  also,  wenn  Z.  xc'ß  =  9 

gesetzt  wird,  wie  leicht  zu  sehen  2.c'a.sin^y;  der  Weg  von  a  aber 
ist  2c'b.8in^(p.  Beide  Wege  sind  also  nur  dann  gleich,  wenn  c'a  =  c'b 
ist,  d.  h.  wenn  c'  zugleich  Momentancentrum  für  die  erste  Bewegung 
ist  oder  wenn  c'  symmetrisch  zu  c  liegt.  Im  allgemeinen  ist  also 
bk  von  ßx  der  Grösse  nach  verschieden.  Nun  sind  a,  i,  k  Punkte  der 
Bahn  von  a,  und  a,  ß,  x  Punkte  der  Bahn  von  a;  das  Gesagte  ge- 
nügt also,  um  den  Satz  zu  beweisen: 

„Reciproke  Curven  sind  im  Allgemeinen  nicht  congruent.^ 

Bleibt  aber  das  Momentancentrum  stationär,  so  sind  beide  Curven  congruente 
Kreise,  bezw.  Gerade,  wenn  c  ins  Unendliche  rückt,  d.  i.  bei  blosser  Verschie- 
bung. Femer  können  sie  durch  symmetrische  Lage  der  Homentancentra  con- 
gruent  werden,  wenn  C  und  F  einander  congruent  sind. 

Aber  die  reciproken  Curven  haben  eine  geometrische  Eigenschaft, 
welche  aus  dem  obigen  unmittelbar  hervorgeht:  Nennt  man  den  Punkt, 
in  welchem  a  und  a  zusammenfallen,  den  Nullpunkt  beider  Curven, 
und  nennt  man  die  Punkte,  welche  gleichen  Werthen  von  t  entsprechen, 
homolog,  80  lautet  die  Gleichung  aß  =  ab  in  Worten : 

„Homologe  Punkte  reciproker  Curven  haben  gleichen  Abstand 
vom  Nullpunkt." 

Auf  Grund  der  vorstehenden  Betrachtungen  kann  man  nun  offen- 
bar jede  Bedingung,  die  für  eine  Fläche  F  gegeben  ist,  umkehren, 
d.  h.  man  kann  sie  auffassen  als  eine  Bedingung,  welche  die  Ebene 
der  ^,  y  in  Bezug  auf  die  Ebene  der  $,  t]  zu  erfüllen  hat.  Damit  kann 
man  dann  die  Bedingungen  unter  Umständen  vereinfachen.  Z.  B.  die 
Bedingung  „die  Curve  77  geht  durch  den  festen  Punkt  p  der  Ä-^-Ebene" 
kehre  man  um;  „der  Punkt  p  bewegt  sich  auf  der  in  der  ^ij-Ebene 
festen  Curve  77",  reducire  sie  in  dieser  Gestalt  auf  die  Form:  die 
Curve  C  rollt  auf  der  Curve  F  der  Jij-Ebene;  dann  kehre  man  diesen 
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Satz  wieder  um,  denke  sich  die  ^-Ebene  in  Ruhe,  die  Ebene  der  $, 
ij  mit  F  in  Bewegung,  so  enthält  der  Satz:  „F  rollt  auf  C^  die  ge- 
gebenen Bedingungen  in  einer  schon  bekannten  Form. 

Beispiel.  F  soll  sich  so  bewegen,  dass  zwei  in  F  feste  gerade  Linien,  X 
und  X',  die  sich  im  Punkt  Q  schneiden,  beständig  dur«h  die  Punkte  a  und  6  der 
j-^-Ebene  gehen. 

Die  beiden  Bedingungen  sind  identisch  mit  dem  Satz:  Die  jry-Ebene  bewegt 
sich  so  relativ  zur  ^t)- Ebene»  d£^ss  zwei  in  der  ary- Ebene  feste  Punkte  a  und  h 
beständig  auf  den  Geraden  X  und  X'  der  Stj- Ebene  bleiben.  Nach  dem  ersten 
Beispiel  zu  263  f«  kann  man  zunächst  statt  X  und  X'  zwei  aufeinander  senkrechte 
Linien  X  und  Xi  für  X  und  X'  substituiren.     Die  Basis  ist  dann  ein  Kreis  F,  der 

die  Gleichung  (1.  c.  Gl.  8b)   6^-+-t]*  =  J^  hat,   wenn  /  der  Abstand  ah  ist,  und 

dessen  Mittelpunkt  in  Q  liegt.     Die  Rollcurve   ist  ein  anderer  Kreis  (1.  c.  letzte 

P 
Gleichung)   x'-h^^  ===  —  vom  halben  Radius,  wie  jener;   sein  Mittelpunkt  liegt 

auf  der  Mitte  der  Strecke  ab.  Die  Losung  lautet  also:  Man  schlage  um  Q  einen 
Kreis  vom  Radius  /,  um  den  Mittelpunkt  der  Strecke  ah  einen  zweiten  Kreis 
vom  Radius  ^/.  Legt  man  den  grossen  Kreis  so,  dass  der  kleine  ihn  von  innen 
berührt,  und  lässt  dann  den  grossen  Kreis  mit  der  ^Tj-Ebene  auf  dem  kleinen 
rollen,  so  sind  die  Bedingungen  erfüllt.  (Betrachtet  man  dagegen  dan  kleinen 
als  fest  in  der  ^T^-Ebene  und  lässt  ihn  auf  dem  grossen  rollen,  so  hat  man  die 
Bedingungen  des  §  203  L) 

Dynamik   der   Fläche  F  unter   Bedingungen,      a)   Zwei   Be- 
dingungen. 

265.    Die  Gleichnngen  der  Bewegung  ohne  Beibmig.   F  sei 

zwei  Bedingungen  unterworfen,  die  in  der  Form 

(1)  #(;r„yo)  =  0, 

(2)  ^(x,,q>)=Q 

gegeben  sind.  Aus  den  Bedingungen  gehen  Zwangskräfte  hervor,  die 
zusammen  eine  Dyname  bilden,  deren  Coordinaten  X,  ^,  91  seien. 
Ist  an  F  die  explicite  Dyname  X,  7,  N  gegeben,  so  wirkt  im  Ganzen 
auf  F  eine  Dyname  der  Coordinaten  X+3£,  F+2),  JV+911;  also  sind 
die  Gleichungen  der  Bewegung  von  F^  wenn  m  die  Masse  und  Kc 
das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt, 

(3)  m-^  =  Z+3E.  : 

(4)  m-^  =  F4-§), 

(5)  K„J^  =  N^^-m{..%-y.^). 
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Die  implicite  Dyname  3f,  D,  91  muss  nun  dem  d'Alembert'schen  Prin- 
cip  genügen,  welches  wir  hier  einfach  in  der  Form  aussprechen  kön- 
nen: „die  implicite  Dyname  thut  keine  Arbeit **.  Nach  260(3)  lautet 
dieser  Satz  analytisch,  wenn  äxa^^  dya^  dtp  die  zusammengehörigen 
Wachsthtimer  sind, 

(6)        3£(&^+g)rfy^-|-(Iya-2)^a+5ft)ciy  =  0. 

Mittel^  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  kann  man  zwei  von  den  hierin 
vorkommenden  Differentialquotienten  durch  den  dritten  ausdrücken 
und  hierauf  den  dritten  als  gemeinsamen  Factor  fortlassen.  Differen- 
tiirt  man  nun  (1)  und  (2)  zweimal  nach  t^  so  erhält  man 

In  diesen  Gleichungen  treten  natürlich  —nf-  ^^^      , ?     neben 

d^a  d*v 

yj    auf;  man  kann  also  aus  den  Gleichungen  (3),  (4),  (5)  —^ 

und  —^  eliminiren  und  hat  dann  in  (3),  (4),  (5),  (6)  4  Gleichun- 

d^a 
gen,  welche  ausreichen,  um  X,  D,  31,       ,  ,^     zu    bestimmen.     Damit 

ist  die  Aufgabe,  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  von  F  und 
die  Zwangskräfte  herzustellen,  gelöst.     Selbstverständlich  kann  man 

auch  —-^-  und     , ,    herstellen,    indem  man  je  die  beiden  andern 

Differentialquotienten  eliminirt. 

Legt  man  keinen  Werth  auf  die  Eenntniss  der  Zwangsdyname, 
80  kann  man  das  kürzere  Verfahren  der  zweiten  Lagrange'schen  Form 
anwenden.  F  hat  dann  eine  freie  Coordinate;  wählt  man  dieselbe 
ganz  beliebig  innerhalb  der  vorgeschriebenen  Bedingungen,  so  muss 
man  den  Werth  von  T  durch  geometrische  Betrachtungen  ermitteln. 
Unter  anderen  kann  man  aber  auch  eine  der  drei  Grössen  osat  ya^9 
als  Lagrange'sche  Coordinate  benutzen.  Wir  wollen  beispielsweise  die 
Bechnung  mit  Xa  durchführen.    Es  ist 

Da  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  jederzeit  gelten,  folgt 
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(8)        ^  =  0,     ^  =  0,     also 

ö#      dxa    .     9*     dya         ^ 
J =  y^ 


(9) 


dzg      dt         dy,      dt 

e«p    dx„      d^    d(p      ^ 


dx       dt  dg)       dt 


Hiermit  lassen  sich      ,      und  — ^  leicht  durch  —37-  ausdrücken,  wo- 

dt  dt  ^       dt 

d*c 
rauf  T  an  Differentialquotienten  nur  —jf-   enthält.     Somit   ist    die 

linke  Seite  der  Gleichung 


(10)     Af_5r\__ör__ 

dt  \  dxf,  j        dxa 


dU 

dXa 

ö*     a*     ö^ 


unmittelbar  herstellbar,  wenn  man  noch  die  in    ^      ,     ^      >     ^a 

uXd  (^ya  C/Xff 

und  -ö —  etwa  vorkommenden  ya  und  5p  mittels  der  Gleichungen  (1) 

und  (2)  eliminirt.  Andererseits  können  wir  annehmen,  die  Kräfte- 
function  U  greife  zur  Zeit  t  an  einem  einzelnen  Punkt  ä?,  y  von  F 
an,  da  ja  die  aus  ihr  hervorgehende  Dyname  sich  auf  eine  Einzel- 
kraft reduciren  lässt,  die  an  einem  Einzelpunkt  x,  y  angreift.  Macht 
nun  Xa  die  Bewegung  dxo ,  so  macht  auch  ya  eine  Bewegung  dxa  und 
q>  wächst  um  d(p.  Diese  zusammengehörigen  Incremente  unterliegen 
den  aus  (1)  und  (2)  hervorgehenden  Bedingungen 

(11)       J*+j£.^==o,     |^4-fi-^  =  0, 

#  OXa  Oya     dXa  äXg  Otf     dXa 

woraus    J^^    und  -r^  sich  in   bekannter  Weise   ergeben.     Wenn 


*a  ^**^a 


nun  Xay  yay  g>  um  dxa,  dya,  dg>a  wachsen,  so  macht  der  Punkt  x^y 
die  Bewegung,  deren  Componenten  sind 

(12)        dx  =  dxa—(y—yv)d(p,    dy  =  dya-^(x—Xa)dq>. 
Also  ändert  sich,  wenn  x  um  dxa  zunimmt,  U  um 

n  TT  f^TT 

(13)        dü  =  -^  [däfa—(}/—ya)d(p]-^'-^[dya+(x—Xa)dq>l 

worin  dy^  und  dg>  die   durch  (11)  bestimmten  Werthe  haben.     Nun 

..du  ^      dU  ^     , 

ist  -7^ —  =  — A,    —TS —  =  —  y ,  also 
ox  oy 
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Dabei  ist  der  Angriffspunkt  ^,  y  an  die  Bedingung 

(15)        N=xY—yX 
geknüpft;  führt  man  dieselbe  in  (14)  ein,  so  erhält  man 

(16)    •   - 


dXa 

und  damit  wird  Gl.  (10) 
d  {  dT\       dT 


'^=^^-^^-^[^-c-^-^'^]l 


(17) 


dt 


das, 


^X+Y^+[«-i^Y-y,^]^ 


worin    ^^    und     ,^    aus  (11)  zu  bestimmen  sind.    Wie  im  ersten 

Bache  nachgewiesen  wurde,  gilt  61.  (17)  auch  dann  noch,  weqin  keine 
Eräftefunction  TJ  existirt,  das  TJ  in  der  vorstehenden  Ableitung  also 
als  leeres  Symbol  betrachtet  ist.  Existirt  ein  TJ  und  kann  man  das- 
selbe als  Function  von  x^  darstellen,  so  ist  tJl.  (10)  unmittelbar  zu 
verwenden. 

Im  letzteren  Falle  giebt  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte  ein 
lutegral  der  Gleichung  (10).    Man  braucht  nur  T,  wie  oben  geschehen, 

daß 

als  Function  von  —-^darzustellen,  so  ist  die  Gleichung  m-Z7=const. 
unmittelbar  anwendbar. 

Beispiel!.  Em  homogener  oder 
conaxial  geschichteter  schwerer  Cylinder 
ist  so  gefesselt,  dass  er  auf  einer  hori- 
zontalen Ebene  rollt,  ohne  zu  glei- 
ten. An  seiner  Axe  zieht  ein  elasti- 
scher Faden,  der  durch  eine  Oeffnung 
A  geht,  welche  in  der  Hohe  A  über 
der  festen  Ebene  liegt.  Die  Länge  des 
Fadens  ist  so  bemessen,  dass  die  Kraft, 
mit  welcher  er  wirkt,  proportional  dem 
Abstand  der  Axe  von  A  ist,  und  A 
liegt  in  einer  Ebene,  die  senkrecht  zur 
Axe  des  Cylinders  steht  Dicke  und 
Gewicht  des  Fadens  sind  zu  yemach- 
lässigen,  ebenso  der  Durchmesser  der  Oeffnung  A,  Wie  bewegt  sich  der  Cy- 
linder? 

Derselbe  kann  offenbar  für  die  Rechnung  durch  einen  Kreis  Yon  der  Masse 
m  ersetzt  werden,*  der  auf  der  Geraden  MB  rollt,  ohne  zu  gleiten,  und  in  dessen 
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Ebene  der  Punkt  Ä  liegt.  Die  Aufgabe  lautet  dann:  Der  Sj-eis  F  rollt  in  der 
Terticalen  Ebene  ABM  auf  der  horizontalen  Geraden  MB  und  wird  dabei  vom 
Punkte  A  mit  einer  Kraft  angezogen,  die  proportional  der  Länge  AC  ist.  Wie 
bewegt  er  sich? 

Der  Schwerpunkt  des  Kreises  fällt  in  den  Mittelpunkt  C  desselben.  Die 
erste  Bedingung:  ^Der  Kreis  berührt  die  Gerade  MB'^^  lautet  also,  wenn  a  der 
Radius  des  Kreises  ist,  BM  zur  Aze  der  x  und  BA  zur  Aze  der  y  genommen  wird. 

Die  zweite  Bedingung  i,er  rollt,  ohne  zu  gleiten*,  heisst  mit  andern  Worten: 
Wenn  er  sich  um  den  Winkel  9  von  der  x-  zur  ^-Axe  hin  dreht,  legt  der  Be- 
rührungspunkt auf  der  Aze  der  x  die  Strecke  — 09  zurück,  und  da  x^  gleich 
dem  x  des  Berührungspunktes  ist,  lautet  das  in  Gleichungsform 

(2a)        x^  =  — a<p, 

wenn  der  Winkel  9  für  x^^ssQ  gleich  Null  gesetzt  wird.  Die  auf  F  wirkenden 
Kräfte  sind  1)  die  Schwere,  2)  der  elastische  Zug  des  Fadens.  Erstere  hat  die 
Coordinaten  0,  — gm^  — 9^^^'  ^^^  elastische  Zug  ist  gleich  e.C4,  wenn  £ 
eine  Constante,  und  CA^  =sXg^-\-{h — a)^   Der  Richtungscosinus  desselben  sind 

■  und  -77T-;  seine  Coordinaten  also  —  «a:^ ,  e(Ä— a),  und  e  [«"^(ä— «^-f-y^arj. 

Im  Ganzen  ist  also 

jr  =  — jfcT^,   y=--^-|-e(Ä— a),  iV=e[— ^mx^-Ha:^(Ä— a)-hy^a:^)]. 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  von  F  sind  demnach 

d^x^ 
(3a)       m  -^  =  — «:^-f-3E 

d^y„ 
(4a)        m  -^  =  — ^-f-8(A— a)-f.ig 

(5a)     ir^-g ^gi-(:,^2J_y^X). 

In  der  letzten  Gleichung  haben  sich  die  übrigen  Posten,  was  sich  auch  unmittel- 
bar daraus  ergeben  hätte,  dass  die  Resultante  von  Schwere  und  Fadenzug  durch 
den  Schwerpunkt  von  F  geht. 

In  Gl.  (6)  S.753  wird  nun  vermöge  (la)  dya  =  0,  vermöge  (2  a)  rf®  = dx 

a 

Gl.  (6)  wird   also,    mit  dx„  dividirt,    1 — ^(^^y«— B^^H-Sfl)  =  0,   oder,    da 

Va^a  ist 

(6a)        5R  =  :r^8. 

Differentiirt  man  nun  (la)  und  (2a)  zweimal  nach  /,  so  erhält  man 

^"^        ~^r-  =  0,  (8a)        -^j^  =  -a-^. 

Die  erste  von  diesen  giebt  mit  (4a)  unmittelbar 

(18)        a  =  irm-re(A-a), 
und  damit  wird  (6  a) 
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(19)        SU  =  *^[>m— e(Ä— a)]  =  --a<p|>i— e(Ä— a)]. 
Gl.  (5  a)  aber  giebt  mit  (6  a) 

Nimmt  man  dazu  aus  (8a)  und  (Sa) 


(20)        —am 


A5 


=  — «'fl-+-3E, 


und  dividirt  (19)  in  (20),  so  findet  sich 

(21)        3E  =  - 


a^m 


K. 


tx 


0' 


Also,  wenn  man  noch  K^  =  x'm  setzt,  X  = 


a»-f-x' 


ex  ,  und  damit  aus  (3a) 


(3  b) 


tPx. 


m 


d<> 


cor 


Ö» 


womit  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  von  F  hergestellt  ist.    Die  Inte- 
gration Yon  (3  b)  ist  altbekannt.    Gl.  (18)  zeigt,  dass  e  nicht  grösser  als 


gm 


h—a 


sein  darf,  wenn  der  Gelinder  nicht  von  der  festen  Ebene  abgehoben  werden  soll. 
Gl.  (21)  thut^die  Thatsacbe  dar,  dass,  wenn  die  Bedingungen  (1)  und  (2)  erfüllt 
sein  sollen,  eine  angebbare  Gomponente  3£  vorhanden  sein  muss :  die  Ebene  muss 
der  seitlichen  Bewegung  von  F  Widerstand  leisten;  ist  also  die  Reibung  wirk- 
lich zu  vernachlässigen,  so  lässt  sich  die  Bedingung,  dass  der  Gylinder  ohne 
Gleiten  rollen  soll,  nur  dadurch  herstellen,  dass  man  ihn  mit  seiner  Unterlage 
verzahnt. 

Beispiel  2.  Ein  hohler  Ereis-Gylinder  vom  Radius  na  und  von  verschwin- 
dender Dicke  ist  über  einen  zweiten  festen  Kreis-Gylinder  vom  Radius  a  gehängt, 
dessen  Axe  horizontal  liegt,  so  zwar  dass  beide  Gylinder  sich  in  einer  Erzeu- 
gungslinie berühren.  Wie  bewegt  sich  der  erste  Gylinder  unter  dem  Einfluss 
der  Schwere,  wenn  beide  nicht  aufeinander  gleiten? 

Das  Problem  ist  offenbar  dasselbe 


wie  das  folgende:  Ein  verticaler,  be- 
weglicher Kreis  F  vom  Radius  na  ist 
über  einen  festen  verticalen  Kreis  O 
vom  Radius  a  gehängt  und  kann  auf 
demselben  rollen  ohne  zu  gleiten;  wie 
bewegt  sich  F? 

Die  Axen  der  z  und  der  y  gehen 
durch  den  Mittelpunkt  0  des  Kreises 
G}  die  Axe  der  x  liege  horizontal.  P 
sei  der  Punkt,  in  welchem  beide  Kreise 
sich  berühren,  und  Z^yOP  oder  %  sei 
die  Lagrange'sche  Goordinate,  auf  wel- 
che wir  das  Problem  reduciren  wollen. 
Es  liegt  zunächst  der  Schwerpunkt  von 
Fy  d.  i.  der  Mittelpunkt  von  F,  auf  der 


Fig.  126. 
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Geraden  PÖ,  im  Abstände  (n — \)a  von  0;  seine  Goordinaten  sind  also 

Xg  =  (n  —  l)asind,     y^  =  — (n — l)acosd. 
Die  Kräftefunction  der  Schwere  ist  m^y^,  also  C/^=  — «^(n— l)aco8ft, 

^  =  —mff{n—  l)asind. 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  liefern  auch  sehr  leicht 

Für  d  =  0  berührt  F  den  Kreis  O  in  seinem  höchsten  Punkt,  der  -ß  heisse. 
Findet  die  Berührung  in  P  statt,  so  hat  F  auf  G  den  Bogen  PQ  =  a^  abgerollt; 
dabei  muss,  weil  kein  Gleiten  stattfindet,  PQ=  PR  sein;  es  ist  also 


^  PoÄ  = 


id 


na 


n 


R(S  macht  also  mit  der  Verticalen  den  Winkel  ^ 


1 


d   oder 


n— 1 


%,  und  dies 


n  n 

ist  der  Winkel  9,  um  den  sich  F  gedreht  hat,  wenn  P  zum  Momentencentntm 
geworden  ist.    Sonach  ist 

dt'  n        Ä~' 

und  da  nun  K^  =  n^a^m^  ist,  so  wird  schliesslich 

Die  Gleichung  der  Bewegung  von  F  ist  also 


2m«(n— l)>a> 


d'd 


dt^ 


=  — fn^(w — l)asin^,     oder 


d«d 


— ^ 


sin^, 


dt^  2ma(n— 1) 

d.  i.  die  Pendelgleichung,  über  deren  Integration  hier  nichts  weiter  zu  bemerken 
ist.  Der  Kreis  F  schwingt  wie  ein  einfaches  Pendel,  dessen  Länge  gleich  2a  (n — 1), 
d.  i.  gleich  der  Differenz  der  Durchmesser  Yon  F  und  G  ist 

3.  Aufgabe.     Eine  Kreis- 


Fig.  127. 


I^S 


fläche  F  rollt  in   ihrer  Ebene 
auf  einer  Geraden  MN,  ohne  zu 
gleiten.     An  derselben  ist  ein 
zweiter,  kleinerer,  Concentrischer 
Kreis  G  befestigt,  und  um  diesen 
ist  ein  unendlich  dünner  Faden 
geschlungen,    der  auf  der  un* 
teren  Seite  Yon  G  herauskommt 
An    diesem    Faden    zieht    eine 
constante  Kraft  i2,  die  mit  MN 
den  Constanten  W^inkel  %  macht 
Wie  bewegt  sich  der  anfönglich  ruhende  Kreis?   (Das  Problem  ist  physisch  her- 
stellbar durch  eine  Fadenrolle  auf  horizontalem  Tisch,  wenn  der  Faden  so  um 
die  Rolle  geschlungen  ist,  dass  er  sie  auf  ihrer  unteren  Seite  verlässt) 
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Die  qualitative  Losung  ist  leicht  anzugeben,  wenn  man  bedenkt,  dass  der 
^unkt  C,  in  welchem  F  die  Gerade  MN  berührt,  Momentancentrum  der  mög- 
lichen Bewegung  ist.  Ist  %  klein,  so  dass  die  Eraftrichtung  (etwa  PR\  die  Linie 
My  zwischen  M  und  C  schneidet,  so  strebt  der  Schwerpunkt  von  F  sich  nach 
.^^  hinzubewegen,  der  Faden  wird  also  aufgewickelt;  ist  %  so  gross,  dass  die 
Erä'teriehtung  (etwa  QS)  MN  zwischen  C  und  N  schneidet,  so  bewegt  sich  der 
Schwerpunkt  nach  M  hin,  und  der  Faden  wird  abgewickelt.  Geht  die  Eraft- 
richttng  gerade  durch  C,  so  kann,  wenn  die  Bedingungen  eingehalten  werden 
sollen,  keine  Beschleunigung  eintreten.  Die  genauen  Gleichungen  des  Problems 
sollen  aufgestellt  und  mit  Rucksicht  auf  das  Vorstehende  discutirt  werden. 

266.  Die  Bewegung  mit  Reibung.  In  erster  Annäherung 
kann  angenommen  werden,  was  Coulomb  und  Morin  für  Geschwindig- 
keiten bis  zu  3 festgestellt  haben,   dass  die  Reibung  eine  Kraft 

liefere,  welche  an  den  Berührungspunkten  angreift,  tangential  wirkt 
und  in  jedem  Berührungspunkt  dem  daselbst  vorhandenen  Normal- 
druck proportional  ist.  In  zweiter  Annäherung  sind  diese  Sätze  nicht 
genau:  Es  giebt  überhaupt  keine  Berührungspunkte,  sondern  Berüh- 
rungsflächen, da  die  festen  Naturkörper  einander  eindrücken,  die  Rei- 
bung hängt  von  der  Geschwindigkeit  ab,  ist  nicht  genau  tangential 
und  auch  dem  Normaldruck  nicht  genau  proportional.  Die  Gesetze, 
denen  sie  folgt,  sind  aber  noch  nicht  so  allgemein  und  widerspruchs- 
frei aufgestellt,  dass  man  sie  ein-  für  allemal  in  bestimmter  Weise  in 
die  Formeln  einführen  könnte.  Wir  sind  daher  hier,  schon  aus  Rück- 
sieht  auf  den  Raum,  und  weil  es  sich  nur  um  die  Darlegung  der 
Behandlungsgrundsätze  handelt,  genöthigt,  es  bei  der  ersten  Annäherung 
bewenden  zu  lassen. 

Man  unterscheidet  gleitende  und  rollende  Reibung.  Die  erstere  tritt  ein, 
wenn  ein  Punkt  tz  von  F  über  eine  feste  Curve  P  oder  wenn  eine  Curve  11  von 
F  über  einen  festen  Punkt  p  gleitet.  Sie  wird  Null,  wenn  das  Gleiten  sich  in 
blosses  Rollen  verwandelt,  also,  wenn  die  Bedingungen  dadurch  hergestellt  sind, 
dass  man  die  Curven  V  und  G  physisch  herstellt  und  sie  auf  einander  rollen 
lässt.  Dann  bleibt  aber  noch  ein  Rest  von  Reibung  übrig,  der  daher  rührt,  dass 
C  durch  r  eingedrückt  wird, -und  dass,  weil  kein  Material  vollkommen  elastisch 
ist,  der  hintere  Theil  des  Eindruckes  der  Fläche  F  mit  einer  Kraft  nach  vom  drückt, 
die  geringer  ist,  als  die  Kraft,  welche  aufgewendet  werden  muss,  um  den  vorderen 
Theil  des  Eindrucks  immer  neu  herzustellen.  Die  rollende  Reibung  ist  nach 
St.  Yenant  proportional  1)  dem  Druck  3)  der  relativen  Krümmung  von  F  in  Be- 
zug auf  C,  3)  der  Geschwindigkeit,  4)  der  Fähigkeit  von  C,  Eindrücken  nachzu- 
geben. Sie  ist  bei  massigen  Geschwindigkeiten  klein  gegen  die  gleitende  Rei- 
bung, und  kann,  da  eine  einigermassen  ausreichende  Behandlung  derselben  ziem- 
lich eingehende  Betrachtungen  verlangt,  hier  nicht  berücksichtigt  werden. 
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Sind  nun  zwei  Bedingungen 

(1)        #  =  0,  (2)         «^  =  0 

für  die  Fläche  F"  gegeben,  so  finden  im  Allgemeinen  zwei  Beruhrungan 
von  Curven  77  der  Fläche  F  mit  festen  Curven  P  der  «y-Ebene  st^t. 
An  jeder  Contactstelle  entwickelt  sich  ein  bestimmter  Normaldruck, 
und  die  Reil}ung  ist  an  jeder  Contactstelle  von  diesem  Normaldruck 
abhängig,  wie  wir  voraussetzen  wollen,  demselben  proportional,  um 
also  die  Reibung  zu  bestimmen,  muss  man  die  Drucke  in  beiden  Berüh- 
rungspunkten kennen,  d.  h.  es  genügt  nicht,  die  Zwangsdyname  3E^  D,  % 
als  Ganzes  herzustellen;  vielmehr  muss  man  sie  in  zwei  Theile 
^ij  ?)i?  5li  und  Xjj,  ?)jj,  Sflj  zerlegen,  von  denen  der  erste  sich  auf  die 
eine,  der  zweite  sich  auf  die  andere  Berührungsstelle  bezielu;  dann 
erst  kann  man  die  Reibung  für  jeden  Contactpunkt  herstellen  und 
in  die  Rechnung  einführen. 

Ferner  ist  zu  beachten,  dass  die  Reibung  von  vom  herein  vor- 
geschriebene Angriffspunkte  hat;  sie  wirkt  ja  an  den  Contactstellen. 
Es  seien  nun,  wie  oben,  3£j,  2)p  91,  und  3£,,  Dj,  91,  die  beiden  Zwangs- 
dynamen,  von  denen  die  erste  aus  der  ersten,  dier  zweite  aus  der 
zweiten  Bedingung  hervorgeht.  R^j  Rtj,  Rn  sei  die  aus  der  Reibung 
hervorgehende  Dyname;  dann  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung, 
wenn  X,  7,  N  die  explicirte  gegebene  Dyname  ist 

(3)  ^^=.X+3E.4-J,-|-Ä„ 

(4)  m^^Y-}-W,+W,-hR„ 

(5)        K,^  =  N+%+%+R.-m[:c„^-y„^). 

Jede  einzelne  der  beiden  Zwangsdynamen  3£,,Si,9li  und  X„  D,,  SR, 
muss  der  Grundbedingung  des  d'Alembert'schen  Princips  genügen, 
dass  sie  keine  Arbeit  leistet;  daraus  ergeben  sich  nach  260  (3)  die 
Bedingungen 

(6)  3l/ha+^,dya-h(i,yo-^,ä^o+%)d(p  =  0, 

(7)  I,(/^a+2)./ya+(3e,yc— g),^<,+gt,)d9>  =  0. 

Ferner  greifen  die  Zwangsdynamen  in  den.  aus  (1)  und  (2)  bestimm- 
baren Contactpunkten  an.  Bezeichnet  man  die  Coordinaten  der  letz- 
teren mit  ^1,3/,  resp.  «27,,  y„  so  folgt 
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(8)  9l.=^.g),-y,X„ 

(9)  9i,  =  ^,2),-y,I,. 

Endlich  ist  die  Normalkraft,  welche  im  Punkte  x,,  y^  wirkt,  gleich 
yXJ-hS},  und  diejenige,  welche  im  Punkte  Xj,  y,  angreift,  ist 
yjjH-SJ;  die  Reibung  im  ersten  ist  also,  wenn  «der  Reibungs- 
coefficient  in  jj,,y,  ist,  — «Vlf+^J,  die  im  zweiten  ist,  wenn  e' 
der  Reibungscoefficient  in  x„  t/„  —  e.'VXJ+glJ;  beschreibt  dabei  der 
Punkt  TT, ,  mit  welchem  F  im  ersten  Contact  auf  der  Curve  P,  gleitet, 
ein  Bahnelement  rf«,  so  ist  die  Richtung  der  Reibung  im  ersten  Con- 

tact  bestimmt  durch  die  beiden  Cosinus = —  und 3^;  also  sind 

die  Coordinaten  der  Reibung  im  ersten  Contact 

Ebenso  sind  sie  im  zweiten  Contact  zu  erhalten,  wenn  man  überall 
die  Marke  1  durch  2  ersetzt.    Man  hat  also  weiter 

(10)      r^  =  -[b  -^  yijiji^+e'  -^  i/I[Tf!], 
•  (11)      Ä,  =  -[«^VIjipi[+e'-^VxjTl5], 


(12) 


Damit  sind,  wenn  man  die  Gleichungen  ^  ^  =  0  und  —71-  ein- 
rechnet,    12  Gleichungen    für    die    12  Unbekannten    des    Problems 

— ^^?  "~d^'  ~di^'  ^>'  ?!'  ^"  ^*'  ^«'  ^^2'  ^*'  ^'  ''^  gegeben, 
die  letzteren  also  bestimmbar.  Selbstverständlich  sind,  nachdem  die 
9  letzten  Unbekannten  bestimmt  worden,  2  von  den  Gleichungen  (3), 
(4),  (5)  überflüssig  und  können  durch  (1),  (2)  ersetzt  werden.  Man 
kann  also  eine  von  den  drei  Grössen  aa^ya^fp  ftls  die  unabhängige 
Grundvariable  ansehen;  die  Grössen  x,,  y,  und  a?,,  y,  lassen  sich  dann 
mit  Hülfe  der  Bedingungsgleichungen  (1),  (2)  von  vorn  herein  als 
Functionen  dieser  Grundvariablen  ausdrücken.    Es  liegt  in  der  Natur 
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der  Sache,  dass  die  Bedingungen  (1),  (2)  von  vorn  herein  als  Be- 
rührungsbedingungen  gegeben  sind;  in  den  einfacheren  Fällen  kann 
man  ^,,  y,  und  ^,,  y^  direct  durch  geometrische  Betrachtung  ermitteln, 
wo  es  dann  am  bequemsten  sein  wird,  die  Bedingungen  (1),  (2)  gleich 
in  der  canonischen  Form  hinzustellen. 

Anm.     Es    ist  zu    beachten,    dass   in   den  obigen    Gleichungen 

V3£J+2)J  stets  mit  seinem  absoluten,  positiven  Werth  zu  nehmen  ist. 
Drückt  man   also    etwa  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (6),  (7),  (8),  (9) 

?),  durch  3£j  aus,  erhält  also  l/Xj-hllJ  in  der  Form  /(ij,  so  ist 
l/3£J+§)J  =-+-/(3£,)  zu  setzen,  wenn  /(X,)  an  sich  positiv  ist,  da- 
gegen y3£f-f-?)J  =  — /(3£J,  wenn  /(X,)  an  sich  negativ  ist.  Das- 
selbe gilt  für  ysy+fj. 

Der  Fall  zweier  Contacte  mit  Reibung  wird  hier  nur  der  Voll- 
ständigkeit und  dos  Folgenden  wegen  aufgeführt,  da  es  kaum  ein 
Beispiel  von  Belang  giebt,  dessen  Differentialgleichung  schliesslich  inte- 
grabel  wird.  Zur  Uebung  möge  der  Leser  etwa  die  Gleichungen  eines 
nicht  homogenen  Kreises  behandeln,  der  in  verticaler  Ebene  zwischen 
den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels  aufgelegt  ist. 

267.  Das  Oleichgewiclit.  Man  erhält  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichts  aus  denen  des  vorigen  Paragraphen,  indem  man     ,  /  , 

,j/  ,    — T^  gleich  Null  setzt.    Sie  lauten  also,  wenn  die  Bedin- 
gungen #  =  0  und  V  =  0  sind, 

(1)  0  =  Z-f-3e.+X,±Ä„ 

(2)  0=F+D,+2),±ß„ 

(3)  Q  =  N-\-%-{-%±Rn, 

(4)  3e,d«<,+Vy<.+(S,y„-g),;r„+3ll,)d9  =  0 

(5)  X,<ir„+D,d!y„4-(3e,ya-?),^a-H9i,)rf9  =  0, 

(6)  lR,  =  ^,?)-y.X., 

(7)  31,  =  *,2), -y,X„ 


(8) 


dSj         ^  *  cfej 


(9)        i?,  =  e4y-L^^Ef+Ij+c'^VjjTäJ, 


dSj   ^    ^      ^^  ds^ 
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(10) 


Bezüglich  der  Werthe  von  V3E*+g)J  und  l/iJ+SJ  gilt  die  Schluss- 
anmerkung des  vorigen  Paragraphen.  Ä^,,  i?^,  Rn  sind  in  den  Glei- 
chungen (3)  bis  (5)  mit  doppeltem  Vorzeichen  eingeführt,  weil  die 
Reibung  vor-  wie  rückwärts  wirkt;  führt  man  die  Rechnung  einmal 
mit  den  drei  positiven,  das  andere  mal  mit  den  drei  negativen  Vor- 
zeichen durch,  so  erhält  man  die  beiden  Grenzen,  zwischen  denen  das 
Gleichgewicht  stattfindet.  Ist  die  Reibung  zu  vernachlässigen,  so  fallep 
iZjy,  Ry^  Rn  fort,  und  die  Gleichungen  (8),  (9),  (10)  werden  über- 
flüssig. Auf  alle  Fälle  hat  man  eine  Gleichung  mehr,  als  Unbekannte 
(3£,,  §),,  $R,,  3£,,  K,,  5R„  /?,,  -Ry,  Rn)  vorhanden  sind,  erhält  also  schliess- 
lich eine  Restbedingung  für  Xo^ya^  SP)  welche  mit  den  gegebenen  Be- 
dingungen die  gesuchten  Lagen  von  F  bestimmt.  Die  Gleichungen 
(4)  und  (5)  sind  aus  den  Bedingungen  $  ==  0,  *P  =  0  durch  Diffe- 
rentiation herzustellen. 

Vernachlässigt  man  die  Reibung  und  legt  ausserdem  keinen 
Werth  darauf,  die  Vertheilung  des  Normaldrucks  auf  beide  Contact- 
stellen  zu  kennen,  so  kann  man  3£i+3£,  zu  einer  Grösse  3£,  §),-h2), 
zu  §),  5Rj-f-9l,  zu  5R  zusammenfassen,  und  hat  dann  nur  die  4  Glei- 
chungen 

0  =  X-}-X 

0=7+2) 

l  3Etfo;c;  +  2)rf3/a+(Syo  — 2)^a-i-9l)rf9  =  0 

mit  den  drei  Unbekannten  j,  2),  SR  zu  behandeln. 

Besitzen  die  Kräfte  X,  7,  N  eine  Eräftefunction  17,  so  kann  man 
ü  mittels  der  Gleichungen  *  =  0,  ^^  =  0  als  Function  einer  ein- 
zigen Coordinate,  etwa  x^^  ausdrücken,  und  die  Gleichgewichtsbedin- 
gung lautet  dann  einfach 

du 


(11) 


dx^ 


=  0. 


Das  Gleichgewicht  ist  dabei  stabil,  wenn   U  ein  Minimum  ist. 

Bei    einfacheren  Problemen   kann    man   oft   die  Zwangsdyname 
3f,  2)>  91  durch  directe  geometrische  Betrachtung  ermitteln. 
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Fig.  128.  Beispiel  1.    Ein  homogener,  schwerer  recht- 

winklig parallelepipedischer  Balken  von  der  Länge 
2/  und  der  Dicke  2k  stützt  sich  mit  der  unteren 
Kante  auf  eine  horizontale,  mit  der  oberen  gegen 
eine.verticale  Wand,  so  dass  die  Kanten,  mit  denen 
er  die  Wände  berührt,  der  Durchschnittslinie  beider 
Wände  parallel  sind.  Die  Ebene,  welche  die  Be- 
rührungskanten miteinander  verbindet,  mache  mit 
der  horizontalen  den  Winkel  9,  der  Reibungscoef- 
ficient  sei  c  für  die  obere,  i)  für  die  untere  Kante. 
Der  Balken  soll  im  Gleichgewicht  gehalten  werden 
durch  eine  horizontale  Kraft  P,  welche  an  der  in  der  Figur  mit  b  bezeichneten 
Kante  wirkt;  wie  gross  muss  P  sein?  (Der  Balken  kann  auch  cylindrisch,Yom 
Radius  k  sein.) 

Der  Balken  kann  offenbar  durch  ein  Rechteck  ersetzt  werden,  weiches  sich 
auf  die  beiden  in  seiner  verticalen  Ebene  liegenden  Punkte  a  und  c  der  Figur 
stützt.     ^L  Cax  ist  7.    Sein  Schwerpunkt  hat  die  Coordinaten  (vergl.  Fig.  128) 

xa  =  —/cos 9 -hirsin 9,    y^  =  /sin^ — icos^, 

welche  beiden  Gleichungen  die  Bedingungen  des  Falles  sind. 
Die  expliciten  Kräfte  sind 

1)  die  Schwere  mit  den  Coordinaten        0,     — mg,-        mg{lcosff — ibsin^), 

2)  P  mit  den  Coordinaten  — P,       0,       — 2Pkco8^. 

Femer  ist  dxa  =  (/sin^-hljcoscp)//^,  dy^  =  {lcos^^k8m^)d^.    Die  Contact- 

punkte  sind  arj  8=  —  2/ cos  9,  yi  =  0  und  ar,  =  0,  yj  =  2/ sin  9;  dabei  ist 

dsi  '       däi  *       ds^  '       </«} 

Hiermit  ergeben  die  Gleichungen  (4),  (5),  (6),  (7),  was  auch  geometrisch  unmittel- 
bar einleuchtet, 

also 

Die  Gleichungen  (1)  bis  (3)  werden  also 
0  =  -/>-h3E,±tg)i, 
0  =  — m^-hgi±T]3E8, 

0  ==  — 2Pifccos9-|-wt^(/cos9— isin^p)— 2/cos9Bi--2/sin9X3. 
Die  Elimination  liefert,  wenn  die  oberen  Vorzeichen  genommen  werden, 

y   _  P—mgt        g.  -rjP+mg 

^ ThT'     ®^=     l-htje     ' 

p m^|(l-f-T)e)(/co8y  —  A;siny)  —  2/(cosy  — esiny)} 

~  2Ä  cos  9  ( H-  T]t)  -f-  2/  (tj  cos;?  -h  sin  9) 

Die  Resultate  der  Elimination,  wenn  die  negativen  Vorzeichen  gelten,  erhält  man 
einfach,  indem  man  hierin  — c  statt  e,  und  — t]  statt  t]  setzt;  also  wird  dann 

p, ni^{(l-f-T)e)(/coscp — Irsin^p)— 2/(coscp-he8incp)| 

2fccos<p(H-T)e)  —  2/(Tjcoscp  — sin^) 

Die  gesuchte  Kraft  muss  zwischen  den  Grenzen  P  und  P'  enthalten  sein.     Soll 
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die  Reibung  allein  den  Balken  im  Gleichgewicht  halten,   so  muss  P  =  0  sein. 
Die  Bedingungen  für  die  Grenzen  dieses  Zustandes  lauten  also 

(l-f-i)e)(/cos9— Asin^p)  :=  2/ (cos 9— «sin cp) 
und 

(H-T]e)(/cos9— Ärsin^p)  ^  2/(cos9-l-esin9), 

woraus  sich  für  die  Grenzwerthe  yon  7  ergiebt 

tang^  = \ und    tang^  = 5 • 

(H-Ti«)y+2e  (H-^e)y-2» 

Ist  die  Reibung  zu  yemachlässigen,   so  fallen   beide  Grenzen   in  dem  Werth 
tango  e=  — r-  zusammen ;  es  ist  dann  cos©  = ,  und  sin«  ^s  ■  ; 

damit  wird  xa  =  xi  und  zugleich  hat  xa  seinen  Maximalwerth,  also  auch  U,  das 
Gleichgewicht  ist  also  labil. 

Beispiel  2.  Ein  gerader,  schwerer  Stab  von  yerscb  wind  ender  Dicke-  liegt 
in  einem  Cylinder  oder  in  einer  Kugel ,  so  zwar ,  dass  er  mit  der  horizontalen 
Axe  des  Cylinders  einen  rechten  Winkel  macht,  bzw.  dass  er  in  die  Ebene  eines 
grösseren  Kugelkreises  fallt.  Der  Reibungs- 
coefficient  sei  an  beiden  Enden  e;  wann  ist 
er  im  Gleichgewicht? 

Der  Stab  kann  durch  eine  Gerade  21  ver- 
treten werden,  die  in  einem  Kreis  vom  Radius 
a  liegt  Die  bequemste  Lage  des  Coordina- 
tensystems  ist  erst  aufzusuchen;  wir  geben 
demselben  daher  die  schiefe  Lage,  Fig.  129. 
Der  Schwerpunkt  0  liegt  in  der  Mitte  der 
Geraden  und  hat  vom  Kreismittelpunkt,  der 
zugleich  Coordinatenanfang  sei,  den  Abstand 
S ;  S  mache  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  cp. 
Dann  ist 

Xa  =  —  8cos<p,        y^  ==  — 8  sin  9, 


Macht  die  Schwere  mit  der  Axe  der  or  den  Winkel  9,  so  ist 

X  =  mg  cos  ^,     Y=:mg  sin  ft,     N  =i  mg  (xa  sin  0  — y^  cos  9), 

Die  beiden  Punkte,  in  welchen  der  Stab  den  Kreis  berührt,  haben  die  Goordi- 
naten 

xi  =  — -Scos^-h/sin^,      yi  ^  —  (8sin<p-f-/cos9), 

Xi  =  — (8  cos  9 -h/ sin  9),    ^  =  — Jsincp-h/cos^, 

cfei   dxj 8sin9-|-/co8<p  >siny-h/cosy  yi 

^'i    *""     Vdxi-hdyl     ""         Vp^^        ""  «  "~        «    * 

dy\  __  gl       dxj  __   _  y«       ^y%  _  ^ 

d»i  .a  '       <f«)  a    '       ds^  a 

Diese  Gleichungen  gelten  für  jede  Lage  des  Goordinatensystemes,  also  auch,  wenn 

\ 
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man  es  so  legt,  dass  9  =  0  wird,  also  die  y-Aze  durch  den  Schwerpunkt  geht; 
dann  ist  x ©  =  0,  y^  =  — 8,  «i  =  ^  arj  =  — /,  yj  s=  y,  =  — 8,  womit  die  Formeln 

die  Gestalt  annehmen: 


xa=^0,    yo==— ^     -i:r=-^^f    -^  =  ö,    arj  =  ^    Ä^  =  — /, 


yi  = —ö,   y,  —  — 0,    — —  =  — ,    — — =  — ,    — — = — ,    — — ^ — —  . 

dsi  a         tUi  a         d$^  a         ds^  a 

Damit  liefern  die  Gleichungen  (4),  (5),  (6),  (7) 

^1  =  0,    %  =  0, 

3Ei  ist  offenbar  negativ,  3E)  positiv,  daher  die  Vorzeichen  der  Wurzel.   Nach  dem 
Vorstehenden  ist 

und  damit  werden  die  Hauptgleichungen  (1),  (2),  (3)  für  die  eine  Grenzlage 

l 
0  =  in^cos^H-3Ei-|-3£j  — e— (X,— 3£j), 

0  =  mg  sinO  — j-  (3Ei  —  3E2)  —  e  (3Ei  —  3Ej), 

0  =  m^Scosd  —  e  — r-(Xi  — 3£2). 

* 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  liefern 

^    ,  ^  esind — cosft       %r       «  ^     (sinÄ-f-ecosO) 


H-.3        »    --i      ---       "^    5  1^^, 

Setzt  man  den  letzteren  Ausdruck  in  die  dritte  Gleichung,  so  erhält  man 

>9       a  9  (sinÄ-f-tco8^) 

5'  cos  ^  =  ea»  -^^ ;— — = , 

1-ht' 


tangO  = 


3 


ea 

-^ ^  ist  der  absolute  Werth  des  Winkels,   den  der  Stab  mit  dem  Horizont 

macht;  heisst  der  letztere  also  ^,  so  ist 

(l-f-e')e«— t'a» 
cotv  =  -^ 5 • 

Die  Bedingung  für  die  eine  Grenze  des  Gleichgewichts;   die  Bedingung  für  die 
andere  Grenze  erhält  man,  wenn  man  e  negativ  nimmt;  sie  lautet  also 

(l-f-e«)8»— «>a« 


cotx'  =  - 


.9 


Da  cot/  der  negative  Werth  von  cotx  ist,  sind  beide  Grenzlagen  symme- 
trisch zur  Verticalen.    Ist  e  =  0,  so  wird  x  '^  ^'  ^^^  selbstverständlich. 

3.  Aufgabe.  Man  verallgemeinere  die  letzte  Aufgabe  dahin,  dass  an  die 
Stelle  des  Stabes  ein  parallelepipedischer  homogener  Balken  tritt. 
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4.    Ein  gleichschenkliger  rechter  Winkel,   welcher  der  Schwere  unterworfen 
ist,  reitet  auf  einem  yerticalen  Kreise.    Wann  ist  er  im  Gleichgewicht? 

b)  Die  Fläche  F  unter  einer  Bedingung. 
268.    Bewegnu^g  ohne  Reihimg.   Aus  der  gegebenen  Bedingung 

geht  eine  Zwangsdyname  mit  den  Coordinaten  £,  ^,  91  hervor.  Die 
Gleichung  liefert  durch  zweimalige  Differentiation  nach  t 

d  *c       d  V        d  w 
welche  Gleichung  -^ ,  — ^ ,     , ,    enthält,  also  dazu  dienen  kann, 

eine  von  diesen  Grössen  durch  die  beiden  anderen  auszudrucken. 

Die  Zwangsdyname  thut  keine  Arbeit;  dies  liefert  die  schon  be- 
kannte Gleichung 

(a)        3Erf^o4-2)dya+(%a  — S«a+5ß)d?P  =  0. 

Diflferentiirt  man  nun  die  Bedingung  nach  den  Coordinaten,  so  er- 
hält man 

d^  d^  d^ 

Hierin  kann  man  zwei  von  den  Differentialen  als  unabhängig  und 
das  dritte  als  von>  ihnen  abhängig  ansehen.  Wir  wollen  beispiels- 
weise dq>  als  das  abhängige  Differential  betrachten  (doch  kann  selbst- 
verständlich eben  so  wohl  dxa  oder  dya  ^Is  abhängig  angesehen  wer- 
den).   Dann  hat  man 

dcp  =  — 

Damit  wird  Gl.  (a) 


(c) 


{X-(%a-2)^« 


r^              UM 

OXa 

•"  '    dya  '^' 

d9 

d(p 

8^ 

^>  B^ 

-   dXa-^- 

dq> 
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Hierin  sind  dx^  und  dya  ganz  ivillkürliche,  von  einander  unabhängige 
Increm ente;  die  Gleichung  kann  also  nur  bestehen,  wenn  jedes  ihrer 
Glieder  Null  ist;  sie  zerfällt  also  in  die  beiden 

(2)       2>-||— (%<'-2'^«+^)-^  =  0- 


Nimmt  man  dazu 


und  die  Gleichungen  der  Bewegung,  in  denen  X,   F,  N  die  explicite 
gegebene  Dyname  ist, 

(4)     -^  =  x+je, 

(5)      m^  =  y+2), 

(6)        K.^  =  N^,X-m(./^-y/^\ 

SO  hat  man  die  6  Gleichungen,  deren  man  bedarf,  um  die  6  Unbe- 
kannten J,  3,  31,      .J  ,     ,jv  ?     ,T    zu  bestimmen.    Eine  von  den 

drei  Schlussgleichungen  für  die  drei  letztgenannten  Grössen  wird 
selbstverständlich  überflüssig  und  kann  durch  die  Gleichung  üP  =  0 
ersetzt  werden. 

Die  Bedingung  wird  im  Allgemeinen  ursprünglich  in  Form  einer 
Berührungsbedingung  gegeben  sein.  Ist  der  Punkt  ^j,  i/j,  in  welchem 
F  die  Fessel  berührt,  bequem  zu  bestimmen,  so  kann  die  Gleichung 

(2a)        91  =  ^,  y-y.X 

an  die  Stelle  einer  der  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  treten. 

Beispiel.  Eine  schwere  verticale  Kreisscheibe  (Cylinder  mit  horizontaler 
Axe),  deren  Schwerpunkt  vom  Mittelpunkt  den  Abstand  /  hat,  kann  auf  einer  hori- 
zontalen Graden  (Ebene)  rollen  und  gleiten.  Ihre  Bewegungsgleichungen  sollen 
aufgestellt  und  insbesondere  untersucht  werden,  ob  und  unter  welchen  Umstanden 
sie  von  der  Fessel  abspringt. 

Im  Anfang  sei  x^  =  ^  ^  0,  y^  ==  y,,  und  «o,  vq,  <Oo  seien  die  Anfangswerthe 

der  Geschwindigkeitscoordinaten.  Nimmt  man  die  Gerade  zur  Axe  der  x,  legt 
die  Axe  der  y  vertical  nach  oben  und  nennt  a  den  Radius  des  Kreises,  so  ist 
die  Bedingung  bereits  in  §  2i8e  auf  die  canonische  Form 
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gebracht    Diese  Gleichung  liefert  vq  =  —  ^«»o,  yo  =  <»i  ^^d 

sa  0    -5 ==  1     -ä —  =  ^cos^p; 


und  damit  werden  die  Gleichungen  (1),  (2) 

X  =  0    9l  =  8)(/co8<p4-a:^). 
Femer  ist 

und  die  zweimal  nach  <  differentiirte  Bedingung  liefert 


(3a)        -^  =  /coscp-5-/sin,(-^)', 
die  drei  Hauptgleichungen  werden  mit  dem  obigen 

(5a)       m-^^ my+S 

•  (6a)    J:^-^  =  ?)/co8«p, 

Aus  (3  a),  (5  a),  (6  a)  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  — p—  ^^^   ~Ä»   '  ^^^^ 


»  =  Jf. 


«^         x>— /«cos'<p 
und  damit  als  Schlussgleichungen 


^-/sin9(-^y 


=  /cos 9 


<Ä«  ^      *>— r-»cos'cp 

Pie  erste  von  diesen  Gleichungen  giebt  ohne  Weiteres  x^  ^  Uo'-  Die  zweite 
lässt  sich  mit  Hülfe  des  Princips  der  lebendigen  Kräfte  umgehen.  Man  findet 
leicht  ü  =  mg{a — /sin^), 

üi  =  mga;     T  =  ^  [„.  +  (/» cos' <p+*«)]  (-^)',     T^=^  ["?  +  (P+«')««>?], 


woraus 


dj /  2y/8inyH-(/'H-x^a)3  \* 

rf<    ~\         /»cos*<p-hx^i  / 


/'cos*^ 

Die  Gleichung  genügt,  um  den  Charakter  der  relativen  Bewegung  erkennen  zu 
lassen:  ist  u)J(/*-|-x^>  2^/,  so  ist  —j—  für  jeden  möglichen  Wcrth  von  ^  reell; 
die  Bewegung  um  a  ist  also  eine  Rotation  mit  periodisch  veränderlicher  Geschwin- 
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digkeit;  ist  (üJ(/»-|-x')>  2^/,  so  wird  -^  für  die  grosseren  negativen  Werthe 

von  9  imaginär,  die  Bewegung  ist  also  eine  schwingende,  bei  der  die  Grenzen 
nicht  überschritten  werden,  wo  sin 9  =  — {/'-|-x')a)J  :  2^/  ist 

Der  Cylinder  springt  von  der  Ebene  ab,  wenn  0  negativ  wird;  dies  ist  der 
Fall,  wenn 

9 


(-J-)' 


,  /sinop 


ist.    Bei  wachsenden  Werthen  von — r-  wird   diese  Grenze  offenbar   zuerst  er- 

dt 

reicht   für  den  Fall   sincp  =  l;   das  Springen  beginnt  also  bei   der  Geschwin- 
digkeit 


dt  ■"  K  / ' 


in  dem  Augenblick,  wo  der  Schwerpunkt  seine  höchste  Lage  hat.    Ist 


dt   -^yT' 


so  beginnt  es  schon  während  der  Schwerpunkt  noch  steigt,  aber,  da  sin 7,  um 
2)  negativ  zu  machen,  stets  positiv  sein  muss,  liegt  der  Schwerpunkt  in  dem 
fraglichen  Moment  stets  über  der  Hohe  des  Kreismittelpunktes.  Man  erkennt 
leicht,  dass  die  Bedingung  für  das  Springen  sich  auch  schreiben  lässt 

m/sincp  \—t—)  >  »»^> 

d.  h.  die  Verticalcomponente  der  Centrifügal kraft  des  Schwerpunkts  ist  grösser 
als  der  absolute  Betrag  der  Schwere  von  F, 

269.    Bewegung  mit  Reibung.    Die  Bedingung 

wird  der  Natur  der  Sache  nach  in  Form  einer  Berührungsbediogang 
gegeben  sein;  wir  nehmen  an,  sie  sei  ausserdem  auf  die  Form 
^(^a  j  ^o ,  y)  =  0  gebracht.  Die  aus  der  vorigen  entstehende  Glei- 
chung 

bleibt  bestehen;  ebenso  der  Satz,  dass  die  Zwangsdyname  keine  Ar- 
beit thut,  und  mit  ihm  die  -beiden  Gleichungen 

(3)     ^^-(^yo-^^o+m-^  =  0. 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  aber  werden,  da  nunmehr  die  Rei- 
bungsdyname  Ä.^,  R^,  Rn  zutritt, 
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(5)        m-^  =  Y+^+R,, 

Der  Punkt  ^1,^1,  in  welchem  F  seine  Fessel  berührt,  lässt  sich  aus 
der  Bedingung  ermitteln.    In  ihm  greift  die  Reibungskraft  an,  und 

zwar,  da  die  Normalkraft  des  Zwanges  j/SM-W  ist,  mit  der  Inten- 
sität «y^'+l)'?  und,  wenn  ds^  das  Bogenelement  ist,    welches  der 

da? 
berührende   Punkt   beschreibt,   mit    den   Richtungscosinus -r— , 

^—*    Also  ist 

(7)  Ä,  =  _e-^VIM:F, 

(8)  Ä,  =  _e-^y3pTf^, 

(9)     Ä.  =  _.(.*_,,  ^)yr+F, 

wobei  wieder  darauf  zu  achten  ist,  dass  VX'+S'  absolut  positiv  ist. 
Die  9  Gleichungen  (l)  bis  (9)  gentigen  zur  Herstellung  der  9  Unbe- 
kannten  J,  2),  %   fiar,  Äy,  Rny   -^ ,     -^,     -^  • 

Beispiel  1.  Ein  homogener,  schwerer  Kreis  bewegt  sich  in  verticaler 
Ebene  auf  einer  unter  dem  Winkel  a  gegen  den  Horizont  geneigten  Geraden; 
der  Anfangszustand  sei  Ruhe,  der  Reibungscoefficient  t.  Welches  wird  seine 
Bewegung? 

a  sei  der  Radius  des  Kreises,  die  Gerade  sei  Axe  der  x,  die  Axe  der  y  gehe 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  in  der  Anfangslage;  der  Schwerpunkt  liegt 
im  Mittelpunkt;  die  Bedingung  lautet  also  offenbar        « 

und  der  Punkt,  in  welchem  der  Kreis  die  Gerade  berührt,  hat  gleiche  x  mit  dem 
Schwerpunkt,  also  ist 


«i=«ai    yi  =  0;     -3--  =  l,     -JLtsrO, 


Gl.  (2)  wird  hiemach  unbestimmt;   wie  schon  in  268  bemerkt  wurde,  kann  man 

49* 


also 


772  Starres  Gebilde  in  der  Ebene. 

aber  auch  bei  Herstellung^  der  Gleichungen  (2)  und  (3)  y„  statt  9  als  die  ab- 
hängige Veränderliche  ansehen;  dann  liefert  61.  26S  (a)  und  (b)  die  Bedingungen 
(c)  in  der  Form 

(2)       H-^ 0-f2L=,o, 

(3)      (%<,-8'„+5R)-|^-t)-|^==0, 

hier  ist  Gl.  (2)  nicht  mehr  unbestimmt,  sondern  liefert 

3E  =  0, 
woraus  mit  (3) 

Demnach  ist  KXM^  ==  8,  und  zwar  -f-g),  da  8  offenbar  positiv  ist.     Also 

Rx  =  tg,      Äy  =0,      An  =  0. 

Die  Schwere  wirkt  mit  den  Coordinaten  X  =  m^sina,  y= — m^cosa,  N  ^= 
—  m^(a:^cosa-Hasino).     Also  erhält  man  schliesslich 

(4  a)       m  —7-5-  =  "'^  sin« — iJS, 
(5  a)       »'»-j^  ==  —  wycosaH-g, 


(la)  und  (5  a)  geben  ^  =  m^cosa,  womit 


<Px^ 

=  ^(sina  —  ccosa) 


1—  = e<7  cos  ot. 

wenn  x  der  Trägheitsradius  des  Schwerpunkts  ist. 

Die  Integration  ergiebt  mit  den  Anfangsbedingungen 


dx 


a 


=  ^(sina— ecosa)^,     — r— = 5-t^coso 


dt  ^^ "       dt  X 

x^  =  ^g(sina—tC08a)t%      9  =  — -^e^cosa. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  bestätigt  den  bekannten  Satz,  dass  der  Schwerpunkt 
sich  so  bewegt,  als  ob  Reibung  und  Schwere  direct  an  ihm  angriffen. 
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Nun  ist  aber  zu  bemerken,  dass  die  gleitende  Reibung  erst  dann  zur  Wir- 
kung kommt,  wenn  der  Berührungspunkt  xi,  yi  wirklich  gleitet,  d.  h.  wenn  er 
eine  positive  «-Componente  der  Geschwindigkeit  bat.  Es  isl  nach  bekannter 
Formel 

Dieser  Ausdruck  überschreitet  für  positives  i  den  Werth  Null  nur  dann,  wenn 

tanea  > 3 c  ist. 

Nur  in  diesem  Falle  gelten  die  obigen  Gleichungen  vollständig.    Ist 

x*-|-a' 

tango  <■ s so,  geht  die  Bewegung  in  blosses  Rollen  über;  an  Stelle  von 

X 

(6  a}  tritt  also  die  neue  Bedingung, 

welche  mit  x  &=  ^^(sina  —  ecosa)^'  eine  Lösung  darstellen  würden,  wenn  nicht 
die  Differentialgleichungen  selbst  unbrauchbar  würden.  Das  letztere  ist  aber 
der  Fall,  weil  jetzt  die  rollende  Reibung  nicht  mehr  vernachlässigt  werden  kann, 
deren  verwickeitere  Verhältnisse  sich  übrigens  erst  auf  dem  Boden  der  Defor- 
mationstheorie genügend  behandeln  lassen. 

Der  Kreis  kann  1)  einen  Gylinder  mit .  horizontaler  Axe  auf  der  schiefen 
Ebene,   2)  eine  Kugel,   die  auf  der  schiefen  Ebene  längs  einer  Linie  stärksten 

Abfalls  läuft,  vertreten.    Im  ersten  Fall  ist  x'  ==  -5- ,  im  zweiten  x*  =  |  a\  also 

sind  tangf  >  3e  und  tang9>|E  die  Bedingungen,  unter  denen  ein  Gylinder 
und  eine  Kugel  überhaupt  nicht  bloss  rollen  sondern  .auch  gleiten.  Hohlcy linder 
und  Hohlkugeln  verlangen  kleinere  «Neigung  als  volle  Gebilde  der  gleichen  Art, 
weil  X  bei  ihnen  relativ  grösser  ist 

Beispiel  2.  Ein  homogener,  schwerer  Kreis  bewegt  sich  mit  beliebigem 
Anfangszustand  auf  einer  horizontalen  Geraden  und  bleibt  dabei  in  verticaler 
Ebene;  der  Reibungscoefficient  ist  e. 

Die  Gerade  sei  Axe  der  x,  die  Axe  der  y  durch  die  Anfangslage  des  Mittel- 
punktes 0  gelegt,  so  dass  die  Anfangsgeschwindigkeit  (--7^]  =  «  des  Schwer- 

punkts  positiv  ist,  ai  sei  die  anfangliche  Winkelgeschwindigkeit.  Die  Bedin- 
gung ist 

und  man  sieht  leicht  ohne  Rechnung,  dass  -X  =  0,    y= — m^,  N= — x^mg^ 

3£  SB  0,  9  =  mgy  ^  =  Xg  mg,  jR^  =  0,  Ä«  =  0  ist.    Rx  ist  dem  absoluten  Werth 

nachtm^;  das  Vorzeichen  von  ii^e  ist  aber,  wie  in  allen  Fällen,  wo  man  die  frag- 
lichen Grössen  geometrisch  ermittelt,  besonders  zu  beachten.  Die  Reibung  wirkt 
nämlich  stets  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  x^  y^  entgegen,  in  welchem  F  die 
Fessel  berührt.  Hier,  wo  es  sich  um  ihre  ^x-Componente  handelt,  ist  die  or-Com- 
ponente  der  Geschwindigkeit  von  x^y  yi  zu  beachten.    Dieselbe  ist 

-  -(yi~yo)-4-    oder.   — -^H-a^^  - 


dl  dl         ^^'     '«''    dt      dt      'dt 
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Fig.  130  a.  Wir  unterscheiden  nun  die  bei- 

den Fälle  der  Figuren  130  a  und 
b:  a)  (D  sei  von  Anfang  an  po- 
sitiv, d.  h.  F  drehe  sich  mit  sei- 
ner obem  Seite  nach  der  y-Axe 
hin.     Dann   ist  im  Anfang   der 

Bewegung    -^ — ^^"aT    ^^^^ 

positiv,    -2 —   also  positiv,   die 

Reibung  wirkt  nach  der  Richtung 
der  negativen  x  hin,  also  ist  Rn 
negativ,  und  die  Differentialglei- 
chungen der  Bewegung  in  x  und 
7  werden 


b. 


i?xc 


=  --e^, 


K, 


<P^  _ 


a-^^—m^ta. 


Die  Integration  liefert  zunächst 


dxa  d^  tga 


^u—tgt, 


dt  ^'       dt  X» 

und 

dxi 


dxi  (  tga    \ 


Diese  Grösse  ist  zu  Anfang,  wie  gesagt,  positiv  und  bleibt  positiv,  bis  sie  Null 
wird;  das  ist  der  Fall  für 

«H-aoi       , 
tg(x^-ha^ 

Bis  zu  diesem  Augenblick  gelten  also  die  Differentialgleichungen,  und  mit 
ihnen  alles  gesagte;  von  dem  Zeitpunkt  tr  dagegen  an  tritt  reines  Rollen  ein. 
Der  Schwerpunkt  steht  still  zur  Zeit 


Zu  dieser  Zeit  ist 


Ist  also  a>  >  — j-  ,  so  ist  zur  Zeit  tm  die  Winkelgeschwindigkeit  noch  positiv 

und  tr>tm;  es  besteht  also  die  Bewegung  von  F  aus  drei  Phasen:  1)  von  0 
bis  tm  bewegt  sich  der  Schwerpunkt  vorwärts  und  es  findet  Gleiten  an  der  Un- 
terlage statt;  2)  von  tm  bis  tr  geht  der  Schwerpunkt  rückwärts,  aber  langsamer 
als  dem  blossen  Rollen  entspricht,  3)  zur  Zeit  tr  hat  der  Schwerpunkt  die  Ge- 
schwindigkeit, welche  dem  Rollen  entspricht,  erreicht  und  F  rollt  rückwärts,  der 
^-Axe  zu. 

Ist  aber  u><— 5-,   so  fallt  der  Zeitpunkt  tr  vor  tm;   der  Moment,    wo  der 


tm  ■■ 

= 

*  • 

(/cp 
dt 

:  CO 

au 
x' 
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Schwerpunkt  still  steht,  wird  gar  nicht  erreicht,  sondern  die  positive  Winkelge- 
schwindigkeit hat  sich  schon  vorher  in  negative  verwandelt,   und  vom  Moment 

tr  ab  rollt  F  vorwärts,  von  der  v-Axe  fort.  Ist  (o  =  — =-  *  so  ist  tr  =  tm  und  F 
kommt  im  Augenblick  tm  völlig  zur  Ruhe. 

QU 

Aus  der  Bedingung  0)  > —|-   sieht  man,   dass  es   unter  übrigens   gleichen 

Verhältnissen  um  so  leichter  ist,  die  Körper,  welche  durch  unsem  Kreis  F  ver- 
treten werden  können  (Kugel,  Cylinder,  Hohlcylinder,  Ringe),  zum  Ruckwärts- 
rollen zu  bringen,  je  grösser  x  ist;  eine  Thatsache,  die  schon  im  Kinderspiel 
benutzt  wird,  insofern  dies  den  Reifen  beim  Experiment  bevorzugt. 

b)  Ist  —^  zu  Anfang  negativ,  so  wollen  wir  — ui   dafür  schreiben.     Dann 
dt 

ist  zu  Anfang 

f— j-^j   =u— «CO,     positiv  für    tt>aa>; 

also  wirkt  die  Reibung  nach  den  negativen  x  hin,  wenn  ii>au>,  nach  den  posi- 
tiven aber,  wenn  iKao)  ist  Im  ersten  Fall  gelten  die  obigen  Differentialglei- 
chungen, bis 

geworden  ist;  bis  zu  diesem  Zeitpunkt  verschiebt  sich  der  Schwerpunkt  schneller 
als  dem  Rollen  entsprechen  würde,  ein  Stillstehen  des  Schwerpunkts  kommt 
nicht  vor,  und  vom  Moment  tr  ab  tritt  reines  Rollen  in  der  Richtung  der  posi- 
tiven X  ein. 

Ist  aber  u  <  aco,  so  ist  die  Reibung  nach  der  positiven  Richtung  thatig,  und 
die  Differentialgleichungen  des  Falles  nehmen  die  Form 

dPxa 


an.    Die  Integration  liefert 


SB  tmga 


dxa  dm  ,    zga 

Der  absolute  Werth  der  Winkelgeschwindigkeit  nimmt  also  ab,  der  der  Schwer- 
punktsgeechwindigkeit  nimmt  zu,  bis  das  Verhältniss  beider  dem  reinen  Rollen 
entspricht,  was  eintritt,  wenn 

dx, 


_l.^„  +  .^<-.a(a>--^r)  =  0 


geworden  ist.    Von  da  ab  gelten  die  Differentialgleichungen  nicht  mehr. 

3.  Aufgabe.     Wie  verhält  sich  der  homogene  schwere  Kreis  des  ersten 

Beispiels,  wenn  sein  Anfangszustand  durch  \—r-)  =  «>   \^~J  ^^  ^  bestimmt 
ist,  wo  tt  und  a>  beliebige  Werthe  haben? 

270.    Das  Gleichgewicht«    Die  Gleichgewichtsbedingungen  er- 
hält  man,  wenn  man  in  den  Gleichungen  des   vorigen  Paragraphen 
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die  Differentialquotienten  nach  t  gleich  Null  setzt  and  dabei  R^,  R,, 
Rn  mit  doppeltem  Vorzeichen  einfuhrt.    Sie  lauten  also,   wenn  die 

BediniTunK 

^  =  0    ist, 

(2)       |,^_(jy„_D..+5R)^  =  0, 

(3)  0  =  X-h3L±R„ 

(4)  0=Y-{-^±Ry, 

(5)  0  =  N+^±R., 

(6)        Ä, « -^  l/TTF, 

(8)     B.=  -.{.,^-y,-^)yr+W. 

Das  sind  zweimal  8  Gleichungen  für  die  6  Unbekannten  X,  ^,  9t,  ü^^, 
i2y,  /{»;  es  bleiben  also  zweimal  2  Gleichungen  zwischen  ^0,  ^9,  9)  und 
den  Kräften  übrig,  welche  zusammen  niit  der  Bedingung  V  =  0  die 
Coordinaten  der  Gleichgewichtsgrenzen  bestimmen.  Bezüglich  der  Vor- 
zeichnung von  l/X*H-2)'  ist  auf  die  früheren  Bemerkungen  zu  ver- 
weisen. 

Statt  der  Gleichungen  (1),  (2)  kann  man  eventuell  die  Gleichungen 
(2),  (3)  des  Beispiels  (1)  zu  §  269  benutzen. 

Ist  die  Reibung  zu  vernachlässigen,  so  fallen  A«,  i2y,  Rn  und 
die  drei  letzten  Gleichungen  fort. 

Beispiel.  Ein  schwerer,  homogener,  rechteckiger  Balken  liegt  afif  einem 
Kreiscylinder  mit  horizontaler  Aze,  so  dass  die  verticale  Mittelebene,  welche  der 
Länge  nach  durch  den  Balken  geht,  senkrecht  auf  der  Axe  des  Cylinders  steht; 
welches  sind  die  Gleichgewichtsgrenzen,  wenn  e  der  Reibungscoefficient  ist? 

Das  Problem  reducirt  sich  auf  das  Folgende:  Ein  Rechteck  von  der  Länge 
2/  und  Hohe  2k  liegt  in  verticaler  Ebene  auf  einem  ^erticalen  Kreise  vom  Ra- 
dius a.  (Das  Rechteck  kann  auch  einen  Cylinder  vertreten,  dessen  Axe  senkrecht 
auf  der  Axe  des  stützenden  Cylinders  steht.) 

Die  Axen  der  x,  y  seien  in  willkürlicher  Lage  durch  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  gelegt,  die  der  ^  und  -q  durch  den  Schwerpunkt  des  Rechtecks,  so  dass 
die  Axe  der  (  durch  die  Mitte  der  unteren  kürzeren  Seite  geht.  Das  Rechteck 
berühre  den  Kreis  im  Punkt  ar^yi  (Si,  t]i),  und  die  Axe  der  S  mache  mit  der  Axe 
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der  X  den  Winkel  9.  Dann  macht 
auch  der  von  o  nach  xi ,  yi  gezogene 
Radius  mit  der  Axe  der  y  den  Win- 
kel —  9,  und  es  ist 

Xi  =  — asinf,    yi  =  acos^, 

Xo  =  — (a4-Ä:)8in9  — S1CO89, 

ya  =  (a-i-k) cöBtp  —  El  sin 9. 

Eliminirt  man  hieraus  (1,  so  erhält 
man 

— xasin^+^aCOSf  =  a~{-k 

als  die  canonische  Form  der  Bedin- 
gung.   Damit  wird 

=  -  Xö  cos  9  — ya  sin  9, 


89 
dxa 


=s  —sin  9, 


8Y 

8ya 

8x 


9*1 


=  cos«, 

* 

-  =  —  cos  9, 


A 

</«! 


— sin  9. 


Nachdem  diese  Differentiationen  vollzogen  sind,  kann  man  willkürlich  das  Coordi- 
natensystem  der  x,  y  gegen  das  -Rechteck  festlegen  (nicht  vorher,  weil  dann  die 
Differentiationen  keinen  Sinn  haben):  wir  setzten  also  9  =  0,  wodurch  die  For- 
meln sich  zu  den  folgenden  vereinfachen: 


Xi  =0,    yi  =  a, 


8V 


=  • — X(j, 


-1, 


=  0. 


89  ""' '     8xa 

Damit  liefern  die  Gleichungen  (l),  (2) 

3E  =  0,    !R  =  0, 
K3E*+2)'  =  -f-2),  da  2)  nach  aussen  gerichtet,  also  positiv  ist;  demnach 

Macht  also  die  Schwere  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  —  Ä,  mit  der  Axe  der  y 
den  Winkel  -^-H-Ä,  so  liefern  die  Gleichungen  (3),  (4),  (5) 

* 

0=      mycosÄ±e9, 
0  =  —mysin^-f-g), 
0  =  — mg  (xasin^-^ifo  cos%)±ia^. 
Die  beiden  ersten  liefern  mit  dem  oberen  Vorzeichen 

1 


tangd  =  — 


e 


Der  Winkel,    welchen    die  Längenaxe   des   Rechtecks    mit   der  Horizontalebene 

macht,  ist  -^ Ä;   bezeichnen  wir  seinen  absoluten  Werth  also  mit  y,  so  lässt 

sich  die  vorige  Gleichung  auch  schreiben 

tangx  ==  «• 
Die  letzte  der  Gleichungen  giebt,  wenn  man  J9  ==  mysin^  einfährt,  eine  Gleichung 
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zwischen  xa  und  ya,  welche  mit  der  Bedingung  ya  z=  a-i-k  die  Lage  des  Schwer- 
punkts feststellt;  dieselbe  lautet 

—  mg(x(f  sm%-\'y  a  cos%)-\'t  a  mg  sin%  =  0, 

und  wenn  man  darin  noch  cot^  =  — t  setzt,  erhält  man 

Xa  =  — th. 

—  Xa  ist  zugleich  61 ;  und  x  i^^  gleichzeitig  der  absolute  Werth  des  Winkels,  den 
die  Axe  der  y  mit  der  Verticalen  macht  Die  zweite  Grenzlage  erhält  man,  wenn 
man  — t  statt  t  setzt;  für  sie  ist  also 

tangx  =  — e»    ara  =  4-tfc. 
Der  Balken  ist  in  jeder  Stellung,  die  zwischen  beiden  Grenzlagen  enthalten  ist, 
im  Gleichgewicht.    Beide  sind  symmetrisch  gegen  die  Verticale. 

Das  Resultat  kann  unmittelbar  vom  Kreise  auf  jede  beliebige  ebene  Gurre 
von  endlicher  Krümmung  übertragen  werden;  denn  man  kann  immer  annehmen, 
dass  die  Curve  von  der  Contactstelle  durch  ihren  Krümmungskreis  ersetzt  sei, 
da  sämmtliche  wirkenden  Kräfte  sich  eben  an  der  einzigen  Contactstelle  aufheben 
müssen.  Die  Gleichungen  tang^  =  ±i  und  xa  '=+tk  sind  also  die  allgemeinen 
Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  eines  Balkens,  der  auf  einem  Cylinder  von 
beliebigem  Querschnitt  ruht,  wenn  die  Längenaxe  des  Balkens  und  die  horizontale 
Gylinderaxe  sich  rechtwinklig  kreuzen. 

Aufgabe.  Wie  gestalten  sich  die  Gleichgewichtsbedingungen  des  Beispiels, 
wenn  am  einen  Ende  der  Längsaxe  des  Balkens  noch  ein  Gewicht  Q  angehängt 
wird? 


F.    Der  starre  Korper  mit  einem  festen  Pnnkt. 

271.  Fällt  ein  Punkt  o  des  starren  Körpers  G  beständig  in  den 
Punkt  0  des  ruhenden  Raumes,  so  ist  klar,  dass  jeder  Punkt  von  G 
sich  nur  auf  einer  Kugel  bewegen  kann,  deren  Mittelpunkt  0(o)  ist; 
femer,  dass  alle  Punkte  einer  Geraden  A,  welche  durch  o  gebt,  ähn- 
liche Bewegungen  vollführen,  deren  Aehnlichkeitsmittelpunkt  0(o)  ist. 
Schlägt  man  also  von  0(p)  als  Mittelpunkt  aus  zwei  Kugeln  mit  dem 
Radius  1,  von  denen  die  eine,  i2,  in  ö,  die  andere,  Z7,  im  ruhenden 
Raum  festliegt,  so  ist  die  Bewegung  von  G  vollständig  bestimmt,  wenn 
man  weiss,  wie  sich  die  Kugelfläche  i3  in  der  Kugelfläche  ü  bewegt. 
Das  hier  vorliegende  Problem  reducirt  sich  also,  wie  das  des  Ab- 
schnitts E,  phoronomisch  auf  zwei  Dimensionen,  auf  die  Bewegung 
der  Fläche  i2  in  der  Fläche  JT,  und  die  phoronomischen  Betrachtungen 
des  vorigen  Abschnitts  lassen  sich  geometrisch  mit  geringen  Aende- 
rungen  auf  den  hier  vorliegenden  Fall  übertragen;  die  Formeln  aber 
werden  hier  um  so  viel  verwickelter,  als  die  Gleichungen  der  Sphärik 
weniger  einfach  sind,  wie  die  der  Planimetrie. 

Man  kann  sich  nach  dem  Gesagten  der  Einfachheit  wegen  vor- 
stellen, der  Körper  G  selbst  sei  eine  Kugel  vom  Durchmesser  1;  die 
feste  Kugel  ü  wollen  wir  die  Himmelskugel  nennen.  Wir  werden 
im  Folgenden  nicht  alle  die  in  Abschnitt  E  angestellten  Betrach- 
tungen für  den  hier  vorliegenden  Fall  reproduciren,  sondern  nur  die- 
jenigen auswählen,  welche  auf  das  Ziel,  die  Herstellung  der  Be- 
wegungsgleichungen von  G,  hinsteuern. 

1.    Lage  und  Lagenunterschied. 

272.  Die  Lagenbestimmnng  von  G.  Der  Punkt  0(o)^  um 
den  G  sich  drehen  kann,  sei  zum  Ursprung  des  ruhenden  Coordinaten- 
systems  der  ä?,  y,  z  und  zugleich  des  beweglichen  Coordinatensystems 
der  J,  jy,  C  gewählt.  Beide  Systeme  unterliegen  der  Convention  des 
§  1^  sind   also  consentirend.     Die  Axen  der  $,  77,  C  seien  durch  die 
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drei  Hauptträgheitsaxen  des  Körpers  G  in  Bezug  auf  den  Punkt  O 
gelegt.  (Ist  das  Trägheitsellipsoid  von  G  in  Bezug  auf  O  ein  Ro- 
tationsellipsoid, und  etwa  die  Äxe  der  ^  seine  Hauptaxe,  so  können 
die  Axen  der  5  und  ij  willkürlich  in  irgend  zwei  aufeinander  senk- 
recht stehende  Queraxen  desselben  zerlegt  werden;  ist  es  eine  Kugel, 
so  kann  man  irgend  ^rei  aufeinander  senkrechte  Radien  derselben 
willkürlich  auswählen  und  die  Coordinatenaxen  der  $,  ij,  ^  in  sie 
fallen  lassen.) 

Die  Lage  von  G  im  System  der  ^,  y,  z  ist  dann  bestimmt,  wenn 
man  die  Winkel  kennt,  welche  die  Axen  der  5»  ^>  t  ißit  denen  der 
Ä?,  y,  z  bilden.  Selbstverständlich  erscheinen  diese  Winkel  auf  der 
Himmelskugel  als  Bogen.     W^ir  setzen  abkürzend 

.  cos(J,  ^)  =  a,,  cos(J,  y)  =  6,,  cos(J,  2)  =  c^, 
co8(i?,  o:)  =  a„  cos(ij,y)=6„  cos(ij,  2:)  =  <?„ 
cosCS,  ;c)  =  a„     cosCC,3/)  =  i„     cos(C,  z)  =  c,. 

Dann  bestimmen  die  9  Grössen  a,  bis  c,  die  Lage  von  G,  Dieselben 
sind  aber  bekanntlich  nicht  unabhängig  voneinander.  Es  bestehen 
zwischen  ihnen  vielmehr  die  6  unabhängigen  Gleichungen 

(1)      .|i?4-6J+6',  =  1         und        (2)      jaJ  +  i;-hoJ  =  l 

welche  ausdrücken,  dass  jedes  der  beiden  Coordinatensysteme  recht- 
winklig ist.  Dasselbe  kann  man  auf  andere  Weise  ausdrücken,  in- 
dem man  Formeln  anwendet  wie 

cos(y,  z)  =  cos(y,  ^)cos(z,  £)-hcos(«/,  ti}cos(z,  i7)-hcos(y,  öcos(2,  C) 

und  dann  cos(y,  2)  =  0  setzt.     So  erhält  man 

<?ia,-f-^5  «,+<?,«,  =0 

(3)  und  (4)  sind  gleichbedeutend  mit  (1)  und  (2).  Dieselben  Rela- 
tionen lassen  sich  auch  noch  auf  eine  andere  Form  liegen,  deren 
Kenntniss  nützlich  ist.  Irgend  zwei  der  Gleichungen  (3)  und  (4),  die 
drei  gleiche  Coefficienten  haben,  z.  B. 


(3)         la,a,-i-b,b,+c,c,=0  (4) 
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b  c 

lassen  sich  benutzen,  um  die  Verhältnisse  — *-  und  — *-  zu  berechnen. 

Man  findet  leicht 


a,  :  i,  :  c,  =  (^,0,  —  Ä^c,)  :  C^,«,— <?,«,)  :  («2*3  —  0,6,). 
Fugt  man  die  Relation  a'-HÄJ-HcJ  =  1  hinzu,  so  erhält  man 

W        «,  —  ^^  »     Ö,  —  ^  1     ^,  —  ^ 

WO  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

J'  lässt  sich  aber  unter  der  Form 

(.a\+b\^c\)(a\+b\+c\)-ia,a,+b,b,+c,cy  =  J» 

darstellen,  wie  man  leicht  durch  Ausrechnung  nachweisen  kann.  Mit 
Rücksicht  auf  (2)  und  (3)  ist  also 

J  ist  eine  Grösse,  die  entweder  bei  jeder  Lage  der  beiden  Coordinaten- 
systeme  gegeneinander  positiv,  oder  bei  jeder  Lage  negativ  ist,  sich 
aber  offenbar  nicht  sprungweise  von  +1  zu  — 1  ändern  kann,  wenn 
das  System  der  5, 1^,  f  sich  im  System  der  ä?,  y,  z  continuirlich  be- 
wegt. Es  genügt  also,  das  Vorzeichen  von  J  für  einen  Specialfall 
festzustellen;  wir  lassen  die  Axe  der  §  in  die  Axe  der  x^  die  der  iq 
in  die  Axe  der  y  fallen.  Ist  dann  das  System  der  $,  1;,  ^  consentirend 
mit  dem  der  ^,  y,  0,  so  fällt  auch  die  positive  Axe  der  t,  in  die  der 

z.     Also  ist  a,  =  6,  =  c,  =  4-1  und  alle  anderen  a,  i,  c  sind  Null. 

1 
Die   erste    der   obigen   Gleichungen    (a)  giebt   damit    1  =  — ,  also 

^  =  -f-l.  (Wären  dagegen  die  Coordinatensysteme  dissentirend,  so 
würde,  wenn  die  Axen  der  ?  und  ij  in  die  Axen  der  x  und  y  fallen, 
die  Axe  der  f  in  die  Axe  der  — z  fallen,  also  a,  =  J,  =  1,  e?,  ^  — 1 
sein,  und  man  erhielte  J= — 1.  Der  Unterschied  im  Vorzeichen 
von  A  hängt  hiernach  davon  ab,  ob  die  beiden  Coordinatensysteme 
consentirend  oder  dissentirend, .  congruent  oder  symmetrisch  sind).  In 
den  obigen  Gleichungen  für  a,,6,,Cj  ist  also  ^=-}-l  zu  setzen; 
thun  wir  das  und  schreiben  zugleich  die  weiteren  Gleichungen  nieder, 
die  sich  aus  den  drei  ersten  durch  cyklische  Vertauschung  der  Marken 
ergeben,  so  findet  sich 
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^j  =  *a^i  —^i^z^     *j  =  ^i«i  — ^i«i»     ^>  =  «A  — ^A» 

Auch   diese  Relationen   sagen   nicht  mehr  aus,    als  (1)  und  (2)  zu- 
sammen; 3  von  ihnen  folgen  identisch  aus  den  6  anderen. 

Da  sonach  G  durch  9  Grössen  bestimmt  ist,  zwischen  denen 
6  Bedingungen  bestehen,  ist  G  thatsächlich  durch  3  unabhängige  Win- 
kel bestimmt;  G  hat  3  Coordinaten.  Es  muss  also  auch  möglich 
sein,  3  Winkel  anzugeben,  welche  ohne  Nebenbedingung  die  Lage  von 
G  bestimmen.    Das  ist  durch  Euler  geschehen. 

In  nebenstehender  Figur  seien  x^  y, 
2,  $,  1},  ^  die  Punkte,  in  welchen  die 
gleichnamigen  Äxen  die  Himmelskugel 
schneiden.  Es  sei  d"  der  absolute  Werth 
des  Bogens  z^  und  ^  der  Winkel,  den 
die  Ebene  zo^  mit  der  Ebene  zox  macht 
Dann  ist 

Cj  =  cos(2,  Q  =  cos^, 

6,  =  cos(j/,  Q  =  siuv^siny, 

«j  =  cos(^,  ö  =  sin^cosy. 

Ferner  sei  ip  der  Winkel,  um  den  man 
die  Ebene  foj  im  positiven  Sinn  (von 
§  nach  1^  hin)  drehen  muss,    wenn  sie 
in  die  Ebene  ^oz  fallen  soll.     Dann  ist   aus   dem    sphärischen  Drei- 
eck ^^z 

c^  =  cos($,  z)  =  co8(C,  2)cos(^,  §)-f-sin(t,  2)sin(f,  5)cos tp  =  sin^cos  tp. 

Und  aus  Dreieck  ijza 

TV 

Cj  =  cos(ij,3)  =  cos(2:,o')cos(?j,<r)-f-sin(2;,(r)sin(ij,<r)cos-^  =  sm-d^sintp. 

Aus  den  5  Grössen  «,,  ^3,  ^,,  ^2,  ^,  lassen  sich  nun  mit  den  Gleichun- 
gen (5)  die  noch  fehlenden  4  eindeutig  berechnen.  Man  findet  z.  B. 
aus  den  Gleichungen  für  a,  und  6, 

siux^'cosi/^coscjrcos^+sin^'sinysin^^ 

""  sm^^ 

=  —  cos  9  cos  ip  cos  0  —  sin  9  sin  ip. 


Euler^sche  Winkel;  Lage  des  einzelnen  Punktes  von  0. 


783 


Aaf  ähnliche  Weise  finden  sich  a,,  &,,&,;  man  erhält  die  Za- 
sammenstellung 

a,  =  — cos  ^  cos  1// cos  ^ — sinysini//, 

6,  =  — sin  y  cos  1// cos  ^-4- cos  y  sin  i//, 

c^  =  cos  1// sin  ^, 

a,  =  — cosysinl/;cosv^-^-cosycosl/;, 

(6)  1  *a  =.  —  8^^  ys^^  l//  cos  v^  —  cos  y  cos  l//, 

c,  =  sin  i// sin  ^, 

a,  =  cos  9)  sin  ^, 

6,  =  sin  ^  sin  ^, 

<?,  =  cos  5^. 

Die  drei  Grössen  9,  i//,  i>  bestimmen  also  eindeutig  die  Werthe  der 
9  Coefficienten  a,  bis  c, ;  und  damit  die  Lage  von  G  im  System  der 
iT,  y,  2.  Sie  sind  Lagrange'scbe  Coordinaten  von  G.  i>  heisst  der 
Nutations-,  9  der  Präcessionswinkel. 

Man  kann  aber  ebensowohl  die  9  Grössen  a,  bis  c,  als  Coor- 
dinaten von  G  betrachten,  welche  nicht  völlig  frei  sind,  sondern  6 
Bedingungsgleichungen  erfüllen.  Die  Euler'schen  Winkel  9,  1/;,  ^ 
sind  thatsächlich  weniger  bequem  für  die  nächsten  Rechnungen,  als 
die  9  Grössen  a,  bis  <:,,  weil  erstere  asymmetrische,  letztere  symme- 
trische Formeln  liefern. 

273.    Die  Lage  eines  einzelnen  Punktes  von  G,    Hat  ein 

Punkt  a  von  G  im  System  der  J»  %  C  die  Coordinaten  J,  ij,  C,  im 
ruhenden  System  die  Coordinaten  x^  1/,  £,  so  ist  nach  bekannten 
Trahsformationsgleichungen 

y  =  ^5-h*,'7-h6,C, 

und  diese  Gleichungen  bestimmen  die  Lage  von  a  im  System  der 
^9  y»  ^*    Umgekehrt  ist  auch 

Löst  man  die  Gleichungen  (1)  nach  S,  1],  C  oder  (2)  nach  x^  y^  z  auf,  so  er- 
hält man  im  ersten  Fall  Gleichungen,  die  mit  den  Gl.  (2)  vermöge  der  Gl.  (5) 
des  vorigen  Paragraphen  identisch  werden,  und  umgekehrt. 
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274.  Der  Lagenunterschied^  besonders  der  unendlich  kleine. 

Zu  irgend  einer  Zeit  t^  haben  die  drei  Euler'schen  Winkel  drei  be- 
stimmte Werthe  g>,  tp,  ^;  zu  einer  späteren  Zeit  seien  dieselben 
Winkel  auf  die  Werthe  (p\  xp\  ^/  angewachsen.  Dann  bestimmen  die 
3  Differenzen  y' — y,  xfj* — i//,  ^' — ^  oder  die  aus  ihnen  hervorgehen- 
den Differenzen  in  den  Werthen  von  a,  ...<?,  analytisch  den  Unter- 
schied zwischen  der  ersten  und  zweiten  Lage. 

Es  lässt  sich  aber  leicht  geometrisch  zeigen,  dass  derselbe  Unter- 
schied in  einer  zweiten,  sehr  anschaulichen  Form  dargestellt  werden 
kann.  Offenbar  kann  man  nämlich  aus  der  ersten  in  die  zweite  Lage 
gelangen,  indem  man  1)  den  Körper  G  einmal  so  bewegt,  dass  die 
Äxe  der  C  aus  der  Anfangslage  ^  in  die  Endlage  C'  gelangt;  dies  kann 
durch  eine  Drehung  um  eine  zu  der  Ebene  C^C  senkrechte  Axe  ge- 
schehen; 2)  indem  man  hierauf  den  Körper  G  um  die  Axe  o^  dreht 
bis  er  die  verlangte  Endlage  erreicht  hat.  G  kommt  also  in  seine 
Endlage  durch  zwei  Drehungen  um  zwei  Axen,  welche  sich  in  0 
schneiden.  Zwei  Drehungen  um  zwei  sich  schneidende  Axen  lassen 
sich  aber  nach  194  durch  eine  einzige  Drehung  ersetzen;  also  gelangt 
G  aus  der  ersten  in  die  zweite  Lage  durch  eine  Drehung  um  eine 
bestimmte  Axe.  Jeder  Lagenunterschied  lässt  sich  durch 
einen  Drehungswinkel  darstellen. 

Fig.  133.  Ist  nichts  weiter  gegeben,   als  die  An&ngs- 

und  die  Endlage  von  O,  so  ist  dieser  Drehungs- 
winkel in  zweifachem  Sinne  mehrdeutig.  Es  sei 
z.  B.  (Fig.  132)  der  Durchmesser 'Cje^  der  Him- 
melskugel die  Doppelrichtung  für  die  Axe  einer 
Drehung,  durch  welche  ein  Punkt  a  der  Kugel  Q 
aus  der  Lage  a  in  die  Lage  a!  gelangt  Dann 
kann  a  erstens  den  Weg  aho!  gemacht  haben, 
der  einem  bestimmten  Drehungswinkel  w  ent- 
spricht Zweitens  kann  aber  a  auch  von  a  über 
e  nach  a!  gelangt  sein;  diesem  Weg  entspricht 
ein  Drehungswinkel  w\  wobei  offenbar  ii?-|-io'=2i:. 
Ausserdem  kann  a  in  jedem  dieser  Sinne,  wenn  es  einmal  nach  o!  gelangt  ist, 
noch  beliebig  oft  den  Winkel  2tc  zurücklegen  und  kommt  dabei  immer  wieder 
nach  a'.  Im  ganzen  kann  also  a  den  Winkel  «7  +  2  nn  im  einen,  den  Winkel 
ii7'-H2nir  im  andern  Sinne  zurückgelegt  haben,  um  von  a  nach  a'  zu  gelangen. 
Uandelt  es  sich  aber  um  eine  concreto,  physisch  gegebene  Bewegung,  so  fallt 
die  Mehrdeutigkeit  fort;  dann  gelangt  oc  immer  auf  einem  bestimmten  Wege  und 
mit  einer  bestimmten  Anzahl  von  ganzen  Umläufen  (n  hat  einen  bestimmten 
Wertb)  von  o  nach  a',  und  die  Natur  dieses  Weges  ist  durch  das  Problem  vor- 
geschrieben.    Uuseru  früheren  Conventionen  gemäss  ist  dann  auch  die  Richtung 
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der  Axe  durch  den  Sinn  der  Drehung  bestimmt;  ?on  den  beiden  Hälften  des 
Durchmessers  cic,,  welcher  die  Doppelrichtung  der  Axe  bezeichnet,  giebt  die- 
jenige die  Richtung  der  Drehungsaxe  an,  für  welche  die  Drehung  nach  links 
gerichtet  ist.  In  Fig.  132  z.  B.  ist  oc^  die  Axe  der  Drehung,  wenn  die  letztere 
im  Sinne  aba'  erfolgt. 

Die  obige  Zweideutigkeit  Üillt  insbesondere  dann  stets  fort,  wenn  die  Dre- 
hung, um  die  es  sich  handelt,  unendlich  klein  ist;  denn  dann  erreicht  oc  den 
Punkt  a'  stets  auf  dem  kürzesten  Wege,  und  der  ist  durch  die  Natur  der  Be- 
wegung eindeutig  bestimmt. 

Wir  betrachten  nun  eine  unendlich  kleine  Drehung  von  G.  Bei 
derselben  ändern  sich  die  drei  Winkel  9),  ip,  &  um  irgend  welche 
Differentiale  dg),  dip,  d^\  entsprechend  ändern  sich  die  Grössen  a^  6, 
u.  s.  w.  um  da^,  db^  u.  s.  w.  Zugleich  aber  hat  sie  eine  bestimmte, 
durch  o  gehende  Axe  und  eine  Amplitude  dw\  es  handelt  sich  darum, 
die  Beziehung  aufzufinden,  welche  zwischen  da^,  db^,  dc^,  da^  u.  s.  w. 
einerseits  und  dw  nebst  der  Äxenrichtung  andererseits  bestehen  muss. 

Die  unendlich  kleine  Drehung  lässt  sich  nach  den  Grundsätzen 
des  Abschnitts  A  auf  ihrer  Axe  darstellen,  indem  man  auf  dieser  die 
Länge  dw  abschneidet.  Macht  ihre  Axe  mit  den  Axen  der  x,  3/,  z  die 
Richtungscosinus  l,  m,  n,  mit  den  Axen  der  $,  1},  ^  aber  die  Richtungs- 
cosinus Xy  /El,  V,  so  lässt  sie  sich  nach  denselben  Grundsätzen  in  Com- 
ponenten  parallel  den  Coordinatenaxen  zerlegen;  diese  sind 

Idw,    mdw,    ndw  im  System  der  *c,  y,  2, 
Xdw,     fidw,     vdw  im  System  der  5,  rj^  ^. 

Die  unendlich  kleine  Bewegung  setzt  sich  also  zusammen  1)  aus  einer 
Drehung  vom  Betrage  Idw  um  die  Axe  der  ^,  einer  zweiten  vom 
Betrage  mdw  um  die  Axe  der  y,  und  einer  vom  Betrage  ndw  um  die 
Axe  der  z;  oder  2)  aus  drei  Drehungen  von  den  Beträgen  Xdw,  fidw, 
vdw  um  die  Axen  der  ?,  ij  und  5.  Wir  betrachten  zunächst  die  Gruppe 
Idw,  mdw,  ndw. 

Irgend  ein  Punkt  a  habe  zur  Zeit  t  die  Coordinaten  a:^,  y^,  z^, 
und  er  erfahre  eine  Drehung  vom  Betrage  Idw  um  die  Axe  der  x. 
Er  beschreibt  dann  ein  Bahnelement  ds^,  welches  in  einer  Ebene  liegt, 
die  der  ^^^-Ebene  parallel  ist.  Dasselbe  zerfällt  in  die  Componenten 
dx^,  dy^,  dz^,  und  es  ist  analog  den  Formeln  des  §  226,  da  die  Drehung 
von  y  nach  z  hin  gemessen  wird, 

da?,  =  0,     dy^  =  — z^  ,ldw,    dz^  =  y^ldw. 

Erleidet  derselbe  Punkt  eine  Drehung  mdw  um  die  Axe  der  y,  welche 
Drehung  von  z  nach  x  hin  gemessen  wird,  so  ist 
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dx^  =  2;,  ,7ndu\    dy^  =  0,     dz^  =  — a^tndw. 

Erleidet  derselbe  Punkt  eine  Drehung  ndw  um  die  Axe  der  2,  die 
von  X  nach  y  hin  gemessen  wird,  so  wird 

cb,  =  — y^.ndw,     dy^  =  x^ndw,    dz^  =  0. 

Erleidet  er  alle  drei  Drehungen  zugleich,  so  sind  die  Incremente 
hiernach 

(1)     (Ar,  =  (z^m — y^n)dii\   dy^  =  (x^n — zj)dw^   dz  =  Q/J — jr^m)dw. 

Als  Punkt  ^,,3/,,  2,  sehen  wir  nun  der  Reihe  nach  die  drei  Punkte 
an,  in  welchen  die  Axen  der  J,  ij,  C  die  Himmelskugel  schneiden. 
Deren  Coordinaten  sind  der  Reihe  nach 

für  den  Durchschnitt  von  J  . . .  a,,  6,,  c,, 

für  den  von  i^  «j»  ^a?  ^,» 

für  den  von  ^   <*a)  *»?  ^a- 

Man  hat  also  nach  dem  Vorstehenden 

da,  =  (c^m — b^7i)dw^    dh^  =  (a,?i — cj)dw^ 

de,  =  (b^l — a^m)dw^ 

da^  =  (c^m  —  b^n)dw^     db^  =  (a^n — c^I)dw^ 

dc^  =  (bj — a^m)dw, 

da^  =  (c^m — b^ii)dw,     db^  =  (a^n — cj)dw, 

dc^  =  (b^l — a^m)dw. 

Damit  sind  die  Aenderungen,  welche  a,  bis  c,  durch  die  Drehung  dw 

erleiden,  durch  die  Componenten  dieser  Drehung  dargestellt. 

Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  für  da^ ,  da,  da,  der  Reihe 

nach   mit  er,,  e,,  (?,   und   bedenkt,    dass  c^ij+^jÄj-l-^?,^,  =  0  ist,    so 

findet  sich 

Tndw  =  c^da^+c^da^  +c^da^, 

Aehnlich  ergeben  sich  zwei  Gleichungen  für  Idw  und  ndw^  wenn 

man    die  Gleichungen    der  zweiten  Colonne  von  (1)  der  Reihe  nach 

mit  a,,  ttg,  a,,  die  der  dritten  mit  6,,  6,,  6,  multiplicirt.  Die  Zusammen- 
stellung der  Ergebnisse  lautet 

fldw  =  6,d(?j4-6,dc,-f-6jdc„ 
mdw  =  c^da^+c^da^-i-c^da^, 
ndw  =  a,d6,H-a,d6,-f-ajdÄj. 

Diese    Gleichungen   liefern   die   drei   Componenten    Ww,  mdw,  ndw^ 
wenn  da^^  db^  u.  s.  w.  bis  der,  gegeben  sind.     Sie  liefern  damit  auch 
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:4)     /  = 


die  Gesammtamplitude  dw^  denn  diese  ist 

(3)        dw  =  y(ldwy-h(mdwy-h(ndwy 

und  sie  liefern   die  drei  Cosinus,    welche  die  Drehungsaxe   mit  den 
Axen  der  x,  y,  z  macht;  denn  diese  sind 

\  dc^  +  6^dg, + \dc^ 


y(^^dc^-^h^dc^-^\dcy-)r{c^da^'\'C^da^'^c^^^ 

u.  s.  w.,  wobei  die  Wurzel  mit  ihrem  absoluten  Werth  zu  nehmen  ist. 
Es  muss  nun  noch  untersucht  werden,  wie  die  Axe  der  Drehung  im 
System  der  $,  r\^  ^  liegt,  also  welches  die  Cosinus  A,  ju,  v  sind.  Dies 
kann  fast  ohne  Rechnung  mittels  der  einfachen  Bemerkung  geschehen: 
Macht  das  System  der  5,  ij,  £  die  Drehung  dw  im  System  der  x^  y,  2, 
so  macht  das  System  der  x^y^z  im  System  der  $,  ij,  ^  die  Drehung 
— die  um  dieselbe  Axe.  Es  gelten  also  die  vorstehenden  Gleichungen 
vollständig,  wenn  man  A,  ju,  v  statt  Z,  m^  n,  — dw  statt  dw  und  statt 
der  Coordinaten  von  $,  i;,  C  1^  System  der  x^  y,  z  die  Coordiuaten  von 
^,  y,  z  im  System  der  $,  1},  %  einsetzt.     Die  letzteren  sind 

für  den  Durchschnitt  der  ^-Axe  mit  der  Kugel  i2  ...  a,,  a,,  a,, 

für  den  der  y-Axe ^n  *2j  ^,5 

für  den  der  2-4xe ^i»  ^2»  ^a» 

An  die  Stelle  der  Gleichungen  (1)  treten  also  nunmehr 

f 
da^  =  (a^ii — a^X)dw^ 

db^  =  (6,v — \fi)dw^     db^  =  (b^X — b^v)dw, 

db^  =  (b^fi — b^X)dw, 
dc^  =  (c,v — c^fi)dw^     dc^  =  (CjA — c^v)dw^ 

dc^=^{c^ii — c^X)dw, 

und  hieraus  an  Stelle  der  Gleichungen  (2) 

Idw  =  a^da^-hb^db^-\-c^de^, 

(6)        '  fjidw  =  a^da^-^b^db^+c^dc^^ 

vdw  =  a^da^  -h6,d6,  -^c^dc^^ 

womit  die  Grössen  A,  ju,  v  gemäss  den  Formeln 

X 


(5) 


X  = 


yx'+fi'+v' 


u.  s.  w. 
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durch  da^^db^  u.  s.  w.  ausgedrückt  sind,  während  61.(5)  gestatten, 
die  Incremente  da^ ,  db^  u.  s.  w.  zu  berechnen,  wenn  die  Componenten 
der  Drehung  dw  im  System  der  J,  ij,  f  gegeben  sind. 

Es  ist  nun  nach  dem  Vorstehenden  leicht,  die  Componenten  der 
Yerrückung  anzugeben,  welche  ein  beliebiger  Punkt  a  von  G  durch 
die  Elementarbewegung  dw  erleidet.  Sind  ^,  97,  C  die  unveränderlichen 
Coordinaten  von  a  im  System  der  J,  1;,  C^  so  erhält  man  durch  Diffe- 
rentiation von  Gl.  (1)  §  273 

dx=  ?d!a, -+-^da,+Crfa3, 

dy  =  ^db^+rjdb^-hCdb,, 

dz  =  5  <fc,-|-ijdc,  +  fd(:„ 

und  wenn  man  hierin  für  da^^  db^  u.  s.  w.  ihre  Werthe  aus  61.  (1) 
des  vorigen  Paragraphen  setzt,  sind  djr^  dy^  dz  durch  Idw  u.  s.  w.  aus- 
gedrückt.   Ist  ds  die  Totalveränderung  von  a,  so  ist 


ds  =  ydx^+dy^'-{'dz\ 

2.     Continuirliche  Bewegung;   erste  Differentialquotienten. 

275.     Die   Beschreibung   der   continnirlichen   Bewegrong. 

Bewegt  sich  G  continuirlich,  so  ändern  sich  die  Grössen  a^,  a,  . . .  r, 
continuirlich,  was  geometrisch  bedeutet,  dass  die  Punkte,  in  welchen 
die  Himmelskugel  von  den  Äxen  der  $,  i;,  C  geschnitten  wird,  conti- 
nuirliche Bahnen  auf  der  Himmelskugel  zurücklegen.  Die  Bewegung 
von  G  innerhalb  eines  gegebenen  Intervalls  kann  erstens  beschrieben 
werden,  indem  man  angiebt,  welchen  Verlauf  die  Werthe  von  a,, 
o^  .  .  .  c,  haben. 

Andererseits  haben  wir  gesehen,  dass  die  Elementarbewegung, 
welche  G  in  irgend  einem  unendlich  kleinen  Zeitraum  dt  macht,  eine 
u.  kl.  Drehung  um  ij^end  eine  Axe  oc(py)  ist,  welche  durch  0(0) 
geht.    Diese  Axe  heisst  die  Momentanaxe  für  d^n  Zeitpunkt  ^,  der 

den  Anfangsmoment  von  dt  bildet.    Ist  die 

Flg.  134.  Bewegung  von  G  continuirlich,  so  dreht  sich 

y^        G  zur  Zeit  t^  um  die  Axe  oe?,(oy,)  und  legt 

*^         -«^-— ^n      /^        im  ersten  Zeittheilchen  einen  u.  kl.  Winkel 

^y         dw^    zurück.     Dadurch   kommt  eine  Gerade 
//  0^3  von  G  in  die  Lage  oc,,  und  im  nächsten 

I  Zeittheilchen  dt^  dreht  sich  G  um  diese  nun- 

mehrige Doppellinie  ^,C^t)-  Dadurch  kommt 
oy^  in  die  Lage  oc,,  und  im  folgenden  Zeit- 
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theilchen  dt^  dreht  sich  G  um  oc^Coy^)  u.  s.  w.  Der  Ort  sämmtlicher 
aufeinander  folgenden  MomentanaKen  ocn  im  System  der  a,  y^  z  ist 
irgend  ein  Kegel,  den  wir  mit  (C)  bezeichnen.  Der  Ort  aller  Mo- 
mentanaxen  oyn  ist  ein  in  G  festliegender  Kegel,  der  (JT)  heisse.  Nach 
dem  Gesagten  fallen  die  Erzeugungslinien  des  Kegels  (r)  der  Reihe 
nach  mit  denen  des  Kegels  (C)  zusammen,  und  zwar  durch  blosses 
Rollen,  ohne  zu  gleiten,  da  offenbar  y,y,  =  (?,c,,  y,Cj  =  c,<?,  u.  s.  w. 
ist.  Dabei  berührt  der  Kegel  (F)  den  Kegel  (C)  zur  Zeit  t  in  der- 
jenigen Erzeugungslinie,  die  zur  Zeit  t  Momentanaxe  ist.  Also,  ganz 
analog  dem,  was  in  Abschnitt  D  über  die  Curven  JT  und  C  gesagt 
wurde: 

Die  continuirliche  Bewegung  von  G  lässt  sich  beschrei- 
ben als  das  Rollen  eines  in  G  festen  Kegels  (JT)  auf  einem 
im  ruhenden  System  der  a,y,z  festen  Kegel  (Q;  die  Spitzen 
beider  Kegel  liegen  im  Centrum  0. 

Kennt  man  beide  Kegel  und  die  Art  ihres  Rollens,  so  kennt  man 
die  Bewegung  von  G.  Die  beiden  Kegel  (C)  und  (F)  schneiden  die 
Himmelskugel  in  zwei  sphärischen  Curven  C  und  JT.  Es  leuchtet  ein, 
dass,  wenn  (r)  auf  (C)  rollt,  auch  F  auf  C  rollt. 

Die  beiden  Kegel  (F)  und  (C)  kön- 
nen einander  1)  von  aussen  2)  von  innen 
berühren.  Im  ersten  Fall  (Fig.  135  a)  dreht 
sich  die  Contactlinie  des  Kegels  (JT)  in 
demselben  Sinn   um   die  Axe   von  (C), 
den  die  Drehung  von  G  hat;  im  zweiten 
Fall  (Fig.  135  b)  dreht  sich  die  Contactlinie 
von  (O  in  (Q  in   einem  Sinn  herum, 
der  dem  Sinne  der  Drehung  von  G  ent- 
gegengesetzt  ist.     Die   Fortbewegung   der  Mo- 
mentanaxe (Contactlinie)   auf  dem  Kegel   (Q 
nennt  man  Präcession;    im  Falle  ihr  Sinn  mit 
dem  der  Drehung  von  G  übereinstimmt,  heisst 
die  Präcession  rechtläufig,  im  entgegengesetzten 
Falle  rückläufig. 

In  Specialfällen  kann  einer  der  beiden  Kegel 
zu  einer  geraden  Linie  zusammenschrumpfen. 
Diese  Gerade  ist  dann  ein  Kegel  von  der  Oeffnung  Null;  ein  solcher 
legt  beim  Rollen  offenbar  den  Weg  Null  zurück,  wie  lange  er  auch 
rollen  mag;  er  fallt  also  stets  in  dieselbe  Erzeugungslinie  des  anderen 


Fig.  135  a. 


Fig.  135  b. 
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Fig.  136. 


Kegels.  D.  h.  Wenn  einer  der  beiden  Kegel  zu  einer  Geraden  d^e- 
nerirt,  so  thut  das  auch  der  andere;  die  Momentanaxe  wird  zur  sta- 
tionären Äxe  der  Drehung.  Hat  die  Rotationsaxe  von  G  eine  statio- 
näre Lage  in  Cr,  so  ist  sie  auch  im  Räume  der  ^,  y,  z  stationär,  und 
umgekehrt. 

Beispiel.  Die  Astronomen  beschreiben  die  Drehung  der  Erde,  wenn  man 
von  der  Nut^tion  absieht,  abkürzend  in  der  Form:  „Die  Erde  dreht  sich  in  einem 
Stemtag  einmal  um  eine  in  ihr  feste  Linie,  die  Erdaxe,  von  Westen  nach  Osten, 
und  die  Erdaxe  beschreibt  in  25868  Jahren  rückläufig  einen  Kreiskegel  von  der 
halben  Oeffnung  23»  27'  32''  um  die  Axe  der  Ekliptik.«"  Die  Beschreibung  in 
dieser  Form  kann  nicht  richtig  sein;  denn  wenn  die  Momentanaxe  der  Erde 
wirklich  in  ihr  fest  läge,  müsste  sie,  abgesehen  von  der  Verschiebung  des  Erd- 
mittelpunkts, auch  im  Räume  festliegen,  müsste  also  sich  stets  parallel  bleiben. 

Die  Beschreibung  soll  vielmehr  lauten: 
„Die  in  der  Erde  feste  Erdaxe  ist  die  Axe 
eines  kleinen  Kreis-Kegels  (F)  der  binnen 
25868  Jahren  in  dem  Kegel  (C)  einmal 
umrollt.^  Die  wirkliche  Momentanaxe  der 
Erde  liegt  also  nicht  in  dieser  fest  und 
fällt  nicht  in  die  Erdaxe,  sondern  macht 
mit  der  letzteren  einen  kleinen  Winkel  >. 
Ist  in  Fig.  136  oe  die  Axe  der  Ekliptik, 
oa  die  Erdaxe,  so  ist  oc  die  Momentanaxe 
der  Erde.  Man  sieht  ohne  Weiteres,  dass 
dieselbe  in  der  Ebene  eoa  liegt  und  zwar 
auf  der  Seite  der  Erdaxe,  welche  von  der 
Axe  der  Ekliptik  abgewandt  ist,  letzteres, 
weil  die  Präcession  der  Erde  rückläufig  ist, 
der  Kegel  (F)  also  den  Kegel  (C)  von  innen 
berührt.  Bezeichnen  wir  den  Winkel  eoa 
abgekürzt  mit  X,  so  ist  sin(X-Hv)  der  Ra- 
dius des  Kreises  C  auf  der  Uimmelskugel, 
sinv  der  des  Kreises  F;  die  Um&nge  beider  Kreise  sind  also  2icsinv  und 
2icsin(X-f-v);  diese  müssen  sich  verhalten,  wie  ein  Sterntag  zu  25868  Jahren, 
oder  wie  1:25868.365,2564.    Man  hat  also  die  Proportion  % 

sinv :  sin(X-|-v)  =  1 :  25868.365,2564, 
oder 

sin  X  cot  V  4- cos  X  =  25868.365,2564 

sinX 

^^^^  ~  25868.365,2564  — cos X  * 

Die  Ausrechnung,  bei  der  v  für  tangv  gesetzt  werden  und  cosX  vernach- 
lässigt werden  kann,  giebt 

V  =  0",0087, 

also  eine  so  kleine  Grösse,  dass  es  für  die  astronomische  Praxis  genügf,  die  Mo- 
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mentanaxe  mit  der  Erdaxe  zusammenfallen  zu  lassen.    Die  Strecke  auf  der  Erd- 
oberfläche, welche  dem  Winkel  v  entspricht,  beträgt  rund  27  Gentimeter. 

276,  Der  Oeschwindigkeitszustand  Ton  G  ist  nach  dem  obigen 
in  zweierlei  Weise  zu  beschreiben. 

Erstens.    In  der  Zeit  dt  erlangen  die  9  Grössen  a^,  a,  . . 
Wachsthümer  da^y  da^^  . . .  dc^.     Die  9  Grössen 


c,  die 


da. 


da. 


da. 


db. 


db. 


db. 


de. 


de. 


de^ 


dt  '      dt    '      dt   '      dt  '      dt  '      dt   '      dt  '      dt   '      dt 

bestimmen  zusammen  den  Geschwindigkeitszustand  von  G.  Selbst- 
verständlich sind  die  9  Grössen  nicht  unabhängig  von  einander,  son- 
dern sind  an  die  Bedingungen 

da^ 


(1) 


(2) 


a. 


a. 


a. 


a. 


dt 

da, 
~dt~ 

da^ 
dt 

da^ 
~W 

db. 


a. 


db, 
dt 

db, 
dt 

db^ 
dt 

da, 
dt 

db 


-hc. 


dc^ 
~dt 

de, 
~di 

de. 


=  0 


=  0 


dt 
da. 


a. 


dt 

de, 
~dt 


de. 


dt 


dt 

db^ 
dt 

de^ 
~dt 


-  =  0 


=  0 


=  0 


=  0 


geknüpft,  welche  durch  Differentiation  nach  t  aus  den  jederzeit  be- 
stehenden Gleichungen  272  (1),  (2)  folgen.  Statt  der  vorstehenden 
Bedingungen  kann  man  auch  diejenigen  einsetzen,  die  aus  272  (3),  (4) 
durch  Differentiation  nach  t  hervorgehen,  so  wie  auch  diejenigen,  die 
aus  den  Gleichungen  (5)  desselben  Paragraphen  folgen.  Der  Geschwin- 
digkeitszustand von  G  ist  also  durch  3  unabhängige  Grössen  bestimmt. 
Als  unabhängige  Coordinaten  des  Geschwindigkeitszustandes  kann 

man    auch  die  drei  Geschwindigkeiten  -^-,    --^,    — ^   betrachten, 

mit  welchen  die  Euler'schen  Winkel  y,'  i//,  d^  wachsen.     Die  nach  t 
differentiirten  Gleichungen  (6)  des  §  272 

'  =  cosycosi//sma"--^- — hCcosysmi/^cosc^ — smycosi//)— ^ 
(sin 9 cos i// cos ^ — cosysini//)-^  u.  s.  w. 
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geben  dann  ohne  Weiteres  an,  wie  — r'  ,    — ,'-  u.  s.  w.  durch  —7-, 

dt  dt  dt 

d\p      dq)  ,  ..  -         .  j 

—rr'i  — /r  auszudrucKen  sind. 
dt       dt 

Zweitens.    In  der  Zeit  dt  dreht  sich  G  um  die  Momentanaxe 

und  legt  dabei  die  Amplitude  dw  zurück,  deren  Axencomponenten  im 

System  der  ^,  y,  z  sind :  Idw^  mdw,  ndw^  während  dieselbe  im  System 

der  J,  ij,  ^  die  Axencomponenten  Mw,  fidv^,  vdw   hat.     —^  ist   die 

Winkelgeschwindigkeit  von  G  um  die  Momentanaxe  zur  Zeit  t.    Die 
drei  Componenten 

,  dw  dw  dw 

dt'  dt  '  dt 

bestimmen  vollständig  die  Winkelgeschwindigkeit  -^  und   die  Lage 

ihrer  Momentanaxe  im  System  der  .r,  y^  z.    Die  3  Grössen 

.  dw  dw  dw 

^-df  ''nf'  "nr 

bestimmen  -^  und  die  Lage  der  Momentenaxe  im  System  der  $,  ij,  ^. 

Die  6  Grössen,  für  die  wir  nunmehr  die  nachstehenden  Abkürzungen 
einführen, 


,  dw 

^  dt    ^' 

dw 

"^  dt     «' 

dw 

"  dt 

,  dw 

^  dt     "' 

dw 

f"  -dt     ^^ 

dw 

"  dt 

(3) 

\   ^  dw  aw  aw 

bestimmen  die  Winkelgeschwindigkeit  und  die  Lage  der  Rotationsaxe 
zur  Zeit  t  in  beiden  Coordinatensystemen ;  sie  bestimmen  also  voll- 
ständig den  Geschwindigkeitszustand  von  G  zu  jeder  Zeit  t^  für  die 
sie  gegeben  sind. 

Auch  diese  6  Grössen  sind  nicht  unabhängig  von  einander. 
p,  q,  r  sind  die  Coordinaten  des  Endpunkts  der  auf  ihrer  Axe  auf- 
getragenen Winkelgeschwindigkeit  im  System  der  a,  y^  z;  ;r,  Xi  Q 
sind  die  Coordinaten  desselben  Punkts  im  System  der  5,  ij,  f. 
Zwischen  beiden  Grössengruppen  bestehen  also  die  Transformations- 
beziehungen 

(4)        {q=b,7i+b,x-^b^Q,  (5)        j  Z  =  «s2^4-ft,g-4-c,r, 
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/?,  9,  r  sind  direct  die  Coordinaten  des  Geschwindigkeitszustandes  von 
G  im  Sinne  des  §  209.     Selbstverständlich  ist 

(6)         p'-i-q*+r*  =  n'+x'+e'  =  (^)'- 

Das  erste  Verfahren  der  Geschwindigkeitsbeschreibung  fasst  den  Ge- 
schwindigkeitszustand zunächst  rein  analytisch  als  Wachstumszustand 
der  Grössen  a, ,  a,,  a,  u.  s.  w.,  d.  i.,  wenn  man  ihm  eine  geometrische 
Deutung  unterlegen  will,  als  dargestellt  durch  die  Geschwindigkeits- 
componenten  der  Punkte,  in  welchen  die  Axen  der  $,  i;,  C  die 
Himmelskugel  schneiden.  Das  zweite  Verfahren  beschreibt  den  Ge- 
schwindigkeitszustand als  Drehungszustand  um  die  Momentanaxe. 
Das  letztere  ist  daher  anschaulicher;  die  Beziehungen  zwischen 
beiden  Beschreibungsarten  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Gleichungen 
(1),  (2),  (5),  (6)  des  §  274  durch  dt  dividiren.     Sie  ergeben 


(7) 


da^ 
~dt 


=  c,q 


h  T 


db. 


da. 


dt 
da, 


dt 


(8) 


dt 

dt 

dh, 

dt 

dc^ 


=  aj—c^py 


de. 


dt 
de. 


=  b,p  —  a,q. 


=  a,r—c,p,    ~fl- =  b,p—a,q, 


P  =  *|-^+*. 


q  =  € 


dt 
da. 


'    dt 
db. 


a. 


(9) 


da. 
--  =  a,Q-a,x. 


dt 

da^ 
~dt 
dh^ 
dt 
de, 


a. 


dt 

da, 
dt 

db. 


•    dt 
=  a,n—a^q, 

=  b^n—b^Q, 


a 


dt 

dt 

dc^ 
dt 

da, 
dt 

db, 
'    dt 

da. 


=  hp—^z9' 


dt 
db 


=  a^X—a,n, 


dt 


=  <^,Q—CzX^  -di~^^*^^^'^' 


dt 
dc^ 


f-=  ^xX—K^, 


(10) 


.=  a.^+*.  ^' 


Z=ö, 


dt 

da, 
IT 


dt 


L    db. 


dt 


da.        ,     db. 


dt 


dt 


dt 

de, 
'    dt 

de, 

"^'"df 

de. 


=  CxX  —  c%^' 


dt 
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(7)  und  (9)  stellen  '  u.  s.  w.  durch  p,  q^  r  oder  tt,  x>  ^  dar;  (8) 
und  (10)  thun  das  Umgekehrte. 

277.    Die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte  ron  G. 

Hat  ein  Punkt  a  von  G  zur  Zeit  t  die  Coordinaten  a,  y,  z  im  ruhen- 
den, 5,  ij,  5  im  bewegten  System,  so  sind  die  Beziehungen  zwischen 
.r,  y,  z  und  5,  tj,  ^  durch  273,  (1),  (2)  gegeben.  Differentiirt  man 
die  erste  dieser  Gleichungen  nach  t  mit  Rücksicht  darauf,  dass  S,  ij,  C 
unveränderlich  sind,  so  erhält  man 


(1) 


dj!         .    da.  da^        ^  da^ 


_^y_  =  f  A 


Je 

dz 


dt 


dt 


db.         f,  db. 


*.  de. 


dt 
de 


dt 


^H-C   *' 


^  dt         ''dt      '  '*    dt      '   -     (ft    ' 
womit  die  3  Geschwindigkeitscomponenten  von  a  bestimmt  sind.    Für 

J    u.  8.  w.  kann  man  nun  hierin  ihre  Werthe  aus  61.  (7)  des  vorigen 

Paragraphen  einsetzen,  womit  man  erhält 

d*c 

dy 


(2) 


dt 
dz 


Ka^r-^c^p)+ri(a^r--c^p)-^l{a^r—c^p\ 


Setzt  man  hierin  $  =  a^x-^-b^y-i-c^ z  u.  s.  w.  und  multiplicirt  aus,  so 
findet  sich  leicht  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  272  (2)  bis  (5) 

dx 


(3) 


du 

-^^  =  rx — pz^ 


dt 

dz 
'dt 


^py-^qx. 


Das  sind  die  durch  dt  dividirten  Gleichungen  (1)  des  §  274. 

Ferner   kann   man  noch   statt  Gl.  (7)  die  61.  (9)   ^^   vorigen 
Paragraphen  einsetzen,  wo  man  dann  erhält 


(4) 
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dt 

dz 
'dt 


=  Hc^Q—c^X)+n(pz^-'^iQ)+i(.^i%—^^^)' 


Eodlich  können  wir  noch  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  a  nach  drei 
Richtungen  zerlegen,  welche  den  Momentanlagen  der  Axen  f,  iy,  t 
parallel    sind.     Die  so  erhaltenen  Componenten  der  Geschwindigkeit 

von  a  seien,  da  wir  sie  nicht  füglich  — i— ,  -i^-?  -^schreiben  kön- 
nen (denn  diese  Zeichen  würden  DiiTerentialquotienten  der  ihrer  Natur 
nach  mit  der  Zeit  unveränderlichen  Grössen  ^,  ij,  ^  bedeuten),  mit 
Hl  ^»y?  H  bezeichnet.  Um  sie  zu  finden,  brauchen  wir  nur  anzu- 
nehmen, das  System  der  ^,  y,  z  sei  so  gelegt,  dass  es  im  Augen- 
blick t  mit  dem  der  J,  ij,  C  coincidirt.  Dann  ist  2?  =  tt,  g'  =  %^ 
r  =  Q,  a  =  ^  u.  s.  w.  und  die  Gleichungen  (3)  werden 

n=^v—xt 

Dies  sind  die  brauchbarsten  Gleichungen  für  die  Geschwindigkeit  v, 
und  zwar  deshalb,  weil  sie  an  Orts-Coordi^jaten  nur  die  unveränder- 
lichen Grössen  $,  rj,  ^  enthalten. 

278.  Die  lebendige  Kraft  yon  6r.  Ist  dm  ein  Element  von 
G,  welches  die  Coordinaten  a?,  y,  z  ($,  rj^  t,)  hat,  so  ist  seine  lebendige 
Kraft 

IdT  =  ^dm(vl  -i-v^  +viy 

Die  lebendige  Kraft  T  des  ganzen  Körpers  G  ist  die  Summe  sämmt- 
licher  dT.  genommen  über  alle  Elemente  von  G.  Da  nun  die  Axen 
der  ^,  1},  ^  nach  unserer  früheren  Festsetzung  Hauptträ'gheitsaxen 
von  G  sind,  ist  2rj^dm  =  2^^dm  =  2^rjdm  =  0,  und  2'(ij'4-?')dw, 
2(t^-^§^)dm^  2{^^+ri^)dm  sind  die  drei  Hauptträgheitsmomente  in 
Bezug  auf  die  Axen  der  f,  ij,  f,  dieselben,  die  in  §  182fr.  mit  A^  B,  C 
bezeichnet  wurden.    Also  ist 


796  Starrer  Körper  mit  einem  festen  Punkt 

(2)        T=K^'A+x'B+q'C). 
Schreibt   man    n,  x^  Q   einen  Augenblick    in    aufgelöster   Form    als 

A-5— -  etc.,  so  wird 
dt 


T=UVA+f,^B+v'C)[^)\ 


=  ^k{- 


Nach  182  Gl.  (10)  ist  aber  X^A+fi^B+v^C  das  Trägheitfi- 
moment  A'  für.  die  Axe,  welche  mit  den  Coordinatenaxen  die  Rich- 
tungscosinus A,  1},  V  macht,  d.  i.  in  unserem  Fall  die  Axe  der 
Drehung.  Bezeichnet  man  also  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 
die  Drehungsaxe  mit  AT,  so  ist 

dt) 

ein  selbstverständliches  Resultat,  welches  hier  nur  den  Werth  einer 
Verification  von  Gl.  (2)  hat,  welches  aber  die  Grundlage  für  die  Unter- 
suchung der  Trägheitsmomente  abgeben  würde,  wenn  wir  dieselbe  hier 
erst  machen  müssten. 

279.  Die  Bewegimgsmenge  von  G,  Wir  benutzen  zur  Her- 
stellung derselben  zunächst  wieder  die  Gleichungen  (5)  des  §  277. 
Ein  Element  dm  besitzt,  wenn  seine  Coordinaten  $,  1},  ^  sind,  eine 
Bewegungsmenge,  deren  6  Coordinaten  sind 

vjidm,    v^dm^    v^dm,    (tj^f — ^v^)dmj    (J^v^ — Jü^dw,     (Jt?^ — 7jv^)dm^ 

oder,  mit  den  genannten  Gleichungen  (5) 

(Xi—Qi)^"^^    (Q^—^Odm,    (7ifi—x^)dm, 

Summirt  man  diese  Grossen  über  alle  dm  von  6,  so  erhält  man  die 
6  Coordinaten  der  Bewegungsmenge  von  G;  sind  §0,  ija»  £a  die  Coor- 
dinaten des  Schwerpunkts,  so  erhält  man  offenbar,  wenn  m  die  6e- 
sammtmasse  von  G  ist^  für  die  Coordinaten  der  Bewegungsmenge  im 
System  der  5, 1;,  f 

'S=  (xta—Qria)'rn,    H  =  (q^o  —n^a)m,     Z  =  (7tfja—xio)m, 

A  =7vA,  M  =  xB,  N  =  qC, 

wo  A^  B,  C  wieder  die  drei  Hauptträgheitsmomente  sind. 

Die  drei  ersten  Grössen  B^  H,  Z  stellen  offenbar  die 
Componenten  der  Bewegungsmenge  dar,  welche  der  Schwer*- 


(1) 
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punkt  von  G  haben  würde,  wenn  er  die  Masse  m  enthielte. 
Die  drei  letzten  ^,  M,  N  vereinigen  sich  zu  einem  resultirenden  Mo- 
ment, welches  mit  S  bezeichnet  werden  möge,  a,  /?,  /  seien  die  drei 
Winkel,  welche  S  mit  den  Axen  der  $,  rjy  ^  macht.     Dann  ist 

(2)        S  =  ]/n\A'+x'B'+Q'C\ 

/o\  .    ^^  a  X^  Q^ 

(3)        cosa  =     ^    ,    cösp=-=^,    cosy=-V-- 

Es  hat  nun  das  Poinsot'sche  Trägheitsellipsoid  für  den  Punkt  o  die 
Gleichung 

V  =  A^'-hBrj'+CC'  =  const. 

und  die  Drehuugsaxe  hat  in  gewöhnlicher  Form  die  Gleichung 

Q  Q 

Hat  nun  eine  Gerade  die  Gleichungen  $  =  a^,  rj  =  b^,  so  sind 
die  Gleichungen  ihrer  conjugirten  Diametralebene  im  Ellipsoid 
V  =  const. 

Die  zur  Drehuugsaxe  conjugirte  Diametralebene  hat  also  die  Gleichung 


n 


A^-^-^Bri-hCC=0    oder 


Q  Q 

nA^-hxBV'^Q(^  =  0, 

d.  h.  das  auf  ihr  errichtete  Perpendikel  macht  mit  den  Axen  die 
Cosinus 

nA  xB         qC 

yn^A'-hx'B'+^  '     ~~S~'     ~S^' 

d.  i.  cosa,  cos^,  cosy  aus  Gl.  (3).  Die  Gleichungen  (1)  und  (3)  sagen 
also  aus:  Das  resultirende  Moment  S  der  Bewegungsmenge, 
als  Paar  gedacht,  liegt  in  derjenigen  durch  0  gehenden 
Ebene,  welche  im  Poinsot'schen  Trägheitsellipsoid  zur 
Drehuugsaxe  conjugirt'ist. 

Oder:  Die  Axe  des  resultirenden  Moments  der  Bewe- 
gungsmenge steht  senkrecht  auf  derjenigen  Ebene,  die  im 
Poinsot'schen  Trägheitsellipsoid  zur  Drehuugsaxe  conju- 
girt  ist. 

Es  folgt  unmittelbar,  dass  die  beiden  Axen  nur  in  dem  Fall 
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coincidiren,  wo  die  Drehungsaxe  eine  Hauptträgheitsaxe 
des  Punktes  0  ist. 

Es  erübrigt  nun  noch,  die  Coordinaten  der  Bew^ungsmenge  im 
System  der  ^,  y,  z  herzustellen.  Bezeichnen  wir  dieselben  mit  X,  F, 
Z,  L,  A/,  iV,  so  ergeben  sich  X,  F,  Z  unmittelbar  aus  dem  obigen 
Satz,  der  in  den  3  ersten  Gleichungen  (1)  enthalten  ist:  „Der  resul- 
tirende  Vector  der  Bewegungsmenge  ist  die  Bewegungsmenge  des 
Schwerpunkts."  Da  der  Schwerpunkt  im  System  der  x,  y,  z  die  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  qzo — ry«,  ^^a — p^o',  py<i — q^a  hat,  folgt 

(4)         X  —  {qza — ryo)m,     Y  =  (rxa  —pz„)m,     Z  =  (py«  —  qxo)m. 

Um  die  drei  Momente  L,  A/,  N  zu  finden,  zerlegen  wir  die  drei  Grössen 
A^  M,  N  nach  den  drei  Axen  x^  y^  z  und  sammeln  die  zusammen- 
gehörigen Bestandtheile.  A  liegt  in  der  Axe  der  $,  macht  also  mit 
den  Axen  der  ^,  y,  z  die  Richtungscosinus  a,,  6^,  c,,  M  macht  a,,  b^^  c^ 
u.  s.  w.     Also  wird 

L  =  a^A+a^M+a^N^     M=  b^A-hb^M-hb^N  u.  s.  w., 

oder,  wenn  man  für  tt,  %,  q  ihre  Werthe  aus  276  61.  (4)  einsetzt 
L  =  aXa^p-i-b^q-hc^r)A-i'a^(a^p+b^q-\-€^r)B 

M=  b^  (a^p+b,q+c^r)A  +  h^(a^+b^q'^c^r)B 

N  =  c^(a^p-hb^q-{'C^r)A+c^(a^p-^b^q+c^r)B 

Anmerkungen.  Eine  Anzahl  von  Eigenschaften  der  Bewegungsmenge  er- 
giebt  sich  leicht  aus  den  Gleichungen  (1). 

1)  Man  bemerkt  zunächst,  dass  mit  Rücksicht  auf  27S  Gl.  (2) 

(6)        A  =  -g^.     M  =  — .      N  =  -^ 

und 

(7)        2  r  =  TcA  -h  xM  H-  pN    ist. 

Setzt  man  Ti^'-h^'-hp^  =  a>^  und  A'-+-M'-+-N*  =  *§>,  so  dass  also  cd  die 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  Drehungsaxe,  S  das  resultirende  Moment  der  Be- 
wegungsmenge von  G  ist,  und  nennt  e  den  Winkel,  welchen  S  mit  co  macht,  so 
ist  Gl.  (7)  identisch  mit 

(8)        2r=a>5.cose. 

2)  Der  resuHirende  Vector  S 4-  H4-Z  wird  offenbar  Null,  wenn  xa  r=y0=za  =0 
ist,  also  wenn  der  feste  Punkt  0  in  den  Schwerpunkt  a  fallt.  In  diesem  Fall 
reducirt  sich  also  die  Bewegungsmenge  auf  ein  blosses  Moment    Im  andern  Fall 
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hat  der  resuitirende  Vector  der  Bewegungsmenge  die  Richtung  der  Geschwindig- 
keit des  Schwerpunktes. 

3)  Da  die  Axe  des  Moments  S  nicht  allgemein  in  die  Drebungsaxe  fallt, 
liegt  es  nahe,  ^  so  zu  zerlegen,  dass  ein  Antheil  von  'S  in  der  Drehungsaxe,  ein 
zweiter  senkrecht  dazu  liegt.  Um  die  Aufgabe  aligemein  zu  verfolgen,  legen  wir 
ein  neues  Coordinatensystestem  der  Z',  y)',  C'  so,  dass  die  Axe  der  £'  in  die  Dre- 
hungsaxe fallt,  während  der  Anfangspunkt  auf  dieser  eine  beliebige  Lage  haben 
möge,     ig,  7)^,  C[y   seien  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  in   diesem   System, 

A'  das  Trägheitsmoment  von  G  in  Bezug  auf  die  Axe  der  Z';  da  die  letztere  keine 
Hauptaxe  ist,  haben  für  sie  die  Deviationsmomente  SCS^'m  und  I,^dm  im  All- 
gemeinen angebbare  Werthe;  wir  setzen,  wie  früher,  l^^idm  =  E*,  l^ridm  =  F\ 
Ein  Element  dm,  dessen  Coordinaten  £',  ^f  C  sind,  bat  bei  der  Winkelgeschwin- 
digkeit u>  die  Geschwindigkeitscomponenten 

0,    —  C'a>,    -hTi'cD, 

seine  Bewegungsmenge  hat  also  die  6  Coordinaten 

0  — C'tt>t/w,  ri'wdm, 

Summirt  man  diese  Grössen  über  sämmtliche  dm,  so  erhält  man  die  6  Coordinaten 
der  Bewegungsmenge  von  O;  diese  sind 


r3'  =  0,         H'  = 
\a'=A'u>,    M'  = 


(9) 

Die  drei  ersten  Gleichungen  (9)  bestätigen  den  Satz,  dass  der  resultirende  Vector 
der  Bewegungsmenge  identisch  ist  mit  der  Bewegungsmenge  des  Schworpunkts. 
Die  drei  letzten  liefern  die  oben  verlangte  Zerlegung :  X'  ist  das  Moment  auf  der 

Drehungsaxe,  |/SFH-N^  das  senkrecht  dazu  stehende;  wte  man  sieht,  hängt 
das  letztere  von  den  Deviationsmomenten  ab. 

4)  Suchen  wir  mit  Gl.  (9)  die  Centralaxe  der  Bewegungsmenge.  Zu  dem 
Ende  wollen  wir  annehmen,  die  Axe  der  C'  sei  durch  den  Schwerpunkt  gelegt, 
also  r^g  =  0,  Zg  sei  mit  8  bezeichnet.      Ist   dann  xq  der  Trägheitsradius  des 

Schwerpunktes  für  eine  Axe,  welche  der  Drehungsaxe  parallel  ist,  so  ist 
A'  =  (xj-+-8^m;  die  Gleichungen  (9)  vereinfachen  sich  hiemach  zu 


\{'  =  —hmm,     Z'  =  0, 


Ein  Punkt  £',  r^\  C»  durch  den  die  Centralaxe  geht,  muss  nach  211  der  Bedingung 
genügen 

S'  ^  H'  Z' 

oder 

Diese  Gleichungen  enthalten  kein  t}';  die  Centralaxe  ist  also  parallel  der  Axe 
der  T)',  d.  h.  die  Centralaxe  steht  senkrecht  auf  der  durch  Drehungs- 
axe und  Schwerpunkt  gelegten  Ebene.     Die  beiden  Gleichungen  (11)  be- 
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stimmen  ihren  Durchschnitt  mit  der  S'C'-^bene.    Die  erste  kann  man  schreiben 

C'_8  =     0 


8 
Der  fragliche  Durchschnitt  liegt  also  in  einer  Parallelen  zur  Drehungsaxe,  welche 


X? 


stets  jenseits  des  Schwerpunkts  liegt  und  von  diesem  den  Abstand  —^  hat.   Die 

0 

Abstände  8  und  C' — S  sind  mit  einander  in  Involution,   deren  Constante  x}  ist. 

Ist  die  Drehungsaxe  eine  Hauptaxe,  so  ist  zugleich  ('  =  0,  also  geht  die  Cen- 

tralaxe  durch  die  Axe  der  C'-    Da  man  die  vorige  Gleichung  auch  schreiben  kann 

xH 
8  :=  ^,  \  ,   und  da  die  Axe  der  ?'  senkrecht  auf  der  durch  den  Schwerpunkt 

und  die  Centralaxe  gelegten  Ebene  steht,  folgt;  „Drehungsaxe  und  Gentral- 
axe  sind  reciprok,  wenn  beide  flauptaxen  der  Trägheit  sind.**  Ist  i:! 
die  Centralaxe  der  Bewegungsmenge,  welche  der  Drehungsaxe  ir  entspricht,  so 
ist  auch  17  die  Centralaxe  der  Bewegungsmenge,  welche  der  Drehungsaxe  it'  ent- 
spricht —  vorausgesetzt,  dass  beide  Hauptaxen  sind.  Uebrigens  zeigen  die 
Gl.  (10),  dass  die  Lage  der  Centralaxe  nur  von  der  Lage  der  Drehungsaxe,  nicht 
von  der  Winkelgeschwindigkeit  abhängt. 

Reduciren  wir  nun  die  Bewegungsmenge  thatsächlich  auf  ihre  Centralaxe, 
so  bleiben  die  Componenten  des  resultirenden  Vectors  unverändert,  an  die  Stelle 
von  A'M'N'  dagegen  treten  die  Ausdrücke  A'— ^Z  — C'H',  M'— CS'-hg'Z', 
N'— E'H'— Y)'2',  d.  h.  mit  den  Ausdrücken  (10)  und  (11),  die  Coordinaten  der 
Bewegungsmenge  auf  der  Centralaxe  sind 

0,    — Imto,    0, 

0,     —  F'ai,     0. 

Wenn  also  die  Drehungsaxe  eine  Hauptaxe  ist,  und  nur  in  diesem  Fall,  re- 
ducirt  sich  die  Bewegungsmenge  auf  ihrer  Centralaxe  auf  den  Einzelvector  — hmm. 

Fällt  der  Befestigungspunkt  0  in  den  Schwerpunkt,  so  wird  C'  unendlich,  die 
Reduction  ist  also  mit  Hülfe  der  obigen  Entwickelung  nicht  auszuführen,  ist  aber 
dann  sofort  gegeben;  da  in  diesem  Fall  S'  =  H'  =  Z'  =  0  ist,  hat  man  von 
vom  herein  die  Bewegungsmenge  in  Form  eines  blossen  Momentes 

A'  =  xju>m,    M'  =  — F'ü>,    N' =  —!:'«> 

und  die  Axe  dieses  Momentes  ist  die  Centralaxe. 

280.  Momentane  Impalse.  An  6r  wirke  eine  Impulsdyname, 
deren  Coordinaten  im  System  der  5,  ij,  ^  seien  jr,  Q,  g,  I,  m,  n.  Der 
feste  Punkt  liefert  ausserdem  einen  Zwangsimpuls;  die  Momentan- 
kräfte, deren  Zeitintegral  derselbe  ist,  gehen  offenbar  durch  den  festen 
Punkt  0,  ihre  Momente  in  Bezug  auf  diesen  sind  also  jederzeit  Null, 
und  der  Zwangsimpuls  reducirt  sich  auf  drei  Componenten  p^)  py  7  P<- 
Der  gesammte  Impuls,  welcher  an  G  thätig  ist,  hat  also  im  System 
der  I,  ij,  £  die  Coordinaten 

r+px,    tf+\>y,    i+p„    l,    m,    n 
und  besitzt  auch  dieselben  Coordinaten  im  System  der  a^  y,  Zj  wenn 
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wir  UDS  dieses  so  gelegt  denken,  dass  es  im  Augenblick  der  Impuls- 
wirkung mit  dem  System  der  §,  i;,  ^  coincidirt.  Es  müssen  also  die 
6  vorstehenden  Coordiuaten  gleich  den  Zuwachsen  sein,  welchen  die 
entsprechenden  Coordinaten  der  Bewegungsmenge  durch  den  Impuls 
erleiden.  Entnehmen  wir  die  Coordinaten  der  Bewegungsmenge  aus 
61.  (1)  des  vorigen  Paragraphen,  so  kommt 

(1)  j  KQ-Qo)Sn'-(7t-7l,)^a]m  =  ti-hpy 

(2)        \(x-Xo)B  =  rti 

Die  drei  letzten  von  diesen  Gleichungen  liefern  die  Bewegung  von  G 
nach  dem  Impuls,  die  drei  ersten  dienen  zur  Ermittlung  der  Werthe 

von   pari    Py,    P.« 

Der  besondere  Fall,  wo  der  Anfangszustand  Ruhe  war,  werde  zu- 
nächst betrachtet.     Die  Gl.  (1),  (2)  reduciren  sich  für  diesen  auf 

nA  =  1,     x^  =  üt,     qC  =  n. 

Die  drei  letzten  dieser  Gleichungen  liefern  tt,  Xi  ß,  also  Axe  und  Win- 
kelgeschwindigkeit der  erzeugten  Drehung,  die  drei  ersten  ergeben 
P«»  py»  P*»  den  Zwangsimpuls.  — p;^,  — Py,  — p„  sind  die  Compo- 
nenten  des  Stosses,  den  0  erleidet. 

Legt  man  ein  Coordinatensystem  der  a^  y^  z  so,  dass  die  Axe 
der  $  in  ihm  die  Richtungscosinus  a,,  i,,  <7,,  die  Axe  der  tj  die 
Cosinus  a,,  6,,  c^,  die  der  ^  die  Cosinus  a,,  6„  c^  hat,  so  kann  man 
mittels  der  Formeln  (4)  des  §  276  die  Lage  der  Drehungsaxe  in  diesem 
System  bestimmen;  man  erhält 

I     ,       m    .        n 

Zugleich  finden  sich,  wenn  man  will,  die  Componenten  Px^Pg^Pz  dör 
Zwangsstossdyname  im  System  der  x^  y,  z  aus  den  Formeln 

(5)        ^,  =  «iPz-HöaPy+^jP*  ^-  8-  w- 

Bad  de,  MMbanlk.     II.  51 


(4) 
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Die  61.  (3)  bis  (5)  liefern  somit  die  vollständige  Lösung  des  Problems, 
die  Bewegung  und  den  Zwangsimpuls  in  irgend  einem  rechtwinkligen 
Coordinatensystem  zu  bestimmen.  An  Einzelheiten  mag  folgendes 
hervorgehoben  werden. 

Die  61.  (3)  zeigen,  dass  die  Gentralaxe  der  erzeugten  Bewegungsmenge  iden- 
tisch ist  nicht  mit  der  Gentralaxe  des  ezplicit  gegebenen  Impulses,  sondern  mit 
der  der  Summe  ^^expliciter  Impuls  4-  Zwangsimpuls*". 

Die  3  letzten  Gleichungen  (3)  in  Verbindung  mit  den  Sätzen  des  vorigen  Pa- 
ragraphen liefern  sofort  den  Satz:  Die  Axe  der  erzeugten  Drehung  ist  im 
Poins'ot^schen  Trägheitsellipsoid  der  conjugirte  Semidiameter  zu 
der  Ebene  des  resultirendeu  Momentes  des  expliciten  Impulses. 
Die  Drehungsaxe  föllt  also  dann  und  nur  dann  mit  der  Impulsaxe  zusammen, 
wenn  die  letztere  eine  Hauptträgheitsaxe  Ton  o  ist.  Wird  der  Impuls  durch  eine 
momentan  wirkende  Kraft  veranlasst,  so  ist  hierzu  offenbar  erforderlich,  dass 
diese  Kraft  in  einer  Hauptebene  des  Trägheitsellipsoids  von  o  liegt. 

Die  Gomponenten  p  ,  p^^  p^  sind  Null,  o  erleidet  keinen  Stoss,  wenn 

ist. 

Liegt  0  im  Schwerpunkt,  so  ist  p^  =  — J,  P,,  =  —  ^»  P«  =  — 3»  ^^®  ^^^^  ^^^ 
dem  Princip  der  Erhaltung  des  Schwerpunktes  von  selbst  versteht.  In  diesem 
Fall  erleidet  o  nur  dann  keinen  Stoss,  wenn  der  Impuls  sich  auf  ein  reines  Paar 
reducirt. 

Im  allgemeinen  Fall,  wo  G  irgend  einen  anfanglichen  Geschwin- 
digkeitszustand hat,  kommen  die  Gleichungen  (1),  (2)  in  extenso  zur 
Verwendung.  Indem  man  (tt — Tt^)  u.  s.  w.  aus  (1)  eliminirt,  kann 
man  die  (1)  offenbar  schreiben 


(7) 


Diese  Gleichungen  sind  offenbar  identisch  mit  denjenigen,    die  man 
erhält,    wenn  man  tt,  x»  Q  in  den  drei   ersten  Gleichungen  (3)  durch 

—Tt    -rTi    -TT  ersetzt.    Sie   enthalten    also   den  Satz:    Der  Stoss, 
A       B        C 

welchen  der  feste  Punkt  0  erleidet,  ist  unabhängig  von  der 

Anfangsbewegung  des  Körpers  G.    Er  hängt  nur  von  der  Im- 

pulsdyname  ab.     Schreibt  man  die  Gleichungen  (2) 


i 
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(8)         n=7i^-h-r,     X=Xo  +  -W^     Q  =  Qo  + 


(9) 


SO  sind  sie  mit  (3)  selbstverständlich;  sie  sagen  nämlich:  „Die  Be- 
wegungsmenge nach  dem  Impuls  ist  die  heteraptische  Summe  der  vor 
dem  Impuls  vorhandenen  und  der  durch  den  Impuls  erzeugten  Be- 
wegungsmenge.** 

Die  vorstehenden  Gleichungen  dienen  unter  andern  dazu,  die 
Frage  zu  beantworten,  wie  der  Stoss  beschaffen  sein  muss,  der  eine 
gegebene  Bewegung  von  G  gerade  vernichtet.  Für  diesen  Fall  muss 
in  61.  (1)  TT  =  X  =  ^  =  0  sein.     Man  erhält  also  die  Bedingungen 

\  =  —n,A,    m  =  —XoB,    n  =  — ^,C. 

Vergleicht  man  (9)  mit  (3),  so  sieht  man:  Die  vollständige  Impuls- 
dyname  y-f-p^,  ^+py,  i+pz,  I,  tn,  n,  welche  die  gegebene  Bewe- 
gung von  G  vernichtet,  ist  entgegengesetzt  gleich  derjenigen,  welche 
die  Bew.egung  hervorbringt.  Hieraus  folgt  aber  nicht  nothwendig,  dass 
auch  die  explicite  Dyname  j:,  ^,  j,  I,  ni,  n,  welche  die  gegebene  Be- 
wegung vernichtet,  identisch  ist  mit  dem  negativen  Werth  derjenigen 
Dyname,  welche  die  Bewegung  hervorgebracht  hat.  Man  kann  viel- 
mehr, wenn  a  ein  beliebiger  Punkt  *von  G  ist,  jederzeit  auf  a  eine 
beliebig  grosse  momentane  Einzelkraft  in  der  Richtung  oa  oder  ao 
wirken  lassen,  ohne  dass  diese  irgend  einen  Effect  an  G  hervorbringt; 
denn  da  sie  durch  o  geht,  wird  sie  offenbar  von  o  vollständig  aufge- 
hoben. Ein  Impuls,  der  eine  bestimmte  Wirkung  an  G  her- 
vorbringen soll,  ist  also  durch  diese  Wirkung  und  durch 
seinen  Angriffspunkt  niemals  vollständig  bestimmt,  son- 
dern man  kann  ihm  beliebige  Einzelimpulse  zusetzen,  so 
lange  die  letzteren  die  Bedingung  erfüllen,  dass  sie  durch 
o  gehen.  Das  zeigt  sich  in  den  vorstehenden  Gleichungen:  sind 
3^1  ^9  ii  P»?  Pyj  P«  öißö  Gruppe  von  Vectoren,  welche  den  Bedingungen 
(9)  genügen,  und  fügt  man  zu  j:,  ^,  j  die  Componente  JC,,  ^,,  g,,  deren 
Resultante  durch  o  geht,  und  zu  p«,  py,  p»  die  Componenten  — y^, 
— 9i»  — ii»  ^^  bleiben  die  drei  ersten  Gleichungen  (9)  erfüllt,  und 
die  drei  letzten  gleichfalls,  weil' die  Zusatzcomponenten  das  Moment 
Null  haben.  Dasselbe  wird  sich  bei  späteren  Einzelbeispielen  heraus- 
stellen. 

Es  kann  unter  Umständen  nützlich  sein,  die  Gleichungen  für  die  Bewegung 
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von  G  in  einem  Coordinatensystem  der  i\  ri\  C'  zu  haben,  dessen  Axe  der  £'  mit 
der  Momentanaxe  der  Drehung  zu  Anfang  der  Zeit  t  coincidirt  Die  Tragheits- 
und Deviationsmomente  in  Bezug  auf  die  Axen  der  f,  t\\  C  seien  A\  B\  C\ 
D',  E\  F';  der  Anfang  des  Coordinatensystems  liege  im  festen  Punkt  o,  die 
an^gliche  Winkelgeschwindigkeit  sei  a>o.  Dann  hat  die  Bewegungsmenge  von 
O  zu  Anfang  der  Zeit  t  die  Coordinaten 

A'iüQ,     — F'iiiQ,      — jE^'u>o- 
Während  der  Zeit  t   wirkt  der  Impuls,  dessen  Coordinaten,  den  Jiwangsimpuls 
mit  eingerechnet,  offenbar  sind 

f'-HPi»  9'-+-*);,  i-^Pz, 

r,  m'  n' 

und  diese  6  Grössen  sind  gleich  den  Coordinaten  der  Bewegungsmenge,  welche 
der  Impuls  hervorbringen  würde,  wenn  O  zu  Anfang  in  Ruhe  wäre. 

Nach  der  Zeit  x  ist  die  Drehungsgeschwindigkeit  (u  geworden  und  die  Dre- 
hungsaxe  hat  irgend  drei  Richtungscosinus  a',  ß',  Y»  die  Componenten  der  Win- 
kelgeschwindigkeit sind  demnach  a'iu,  ß'w,  y'u>;  in  Folge  dessen  hat  ein  Punkt 
£^  ^\  C  von  O  drei  Seitengeschwindigkeiten,  die  mit  277  Gl.  (3)  zu  bestimmen 
sind,  indem  man  ir  =  a'o),  ^  =  ß'cu,  p  =  y'a)  nimmt.  Die  Seitengeschwindig- 
keiten des  Elementes  dm,  dessen  Coordinaten  £\  t]',  C'  sind,  haben  also  die  Werthe 

(ß'r-T'Y)Otü,     (y'5'-a'0«»,     (a'V-ß'50«>, 
und  die  Bewegungsmenge  von  dm  hat  die  Coordinaten 

<o[a'(T/'^4-C2)-ß'5'V-T'C'S']^''i,    «>[ß'(C'=*-+-r-0-T'VC-a'5'Tia^', 

«>[T'«''-+-V*)-«'C'5'-ß'T/C']rfm. 

Summirt  man  über  alle  dm^  so  erhält  mau  die  Bewegungsmenge  nach  dem  Stoss, 
deren  Coordinaten  also  sind 

io(a'Ä'—^'F'—y'E'),     cD(ß'ß'-y'Z)'— a'F'),     wif'C'—a'F'—^'D'). 

Die  resultirende  Bewegungsmenge,  deren  Coordinaten  diese  6  Grossen  sind,  ist 
nun  nach  döm  zu  Gl.  (8)  bemerkten  die  heteraptische  Summe  der  anfanglich 
vorhandenen  und  der  durch  den  Impuls  erzeugten  Bewegungs menge ;  also  ist 

u>(r'C"-a'^'— ß'Z)')  =  -^'tüo-hn'. 

Hiermit  sind  die  verlangten  Gleichungen  gefunden.  Die  Ausdrücke  auf  der  linken 
Seite  der  drei  letzten  Gleichungen  sind  zugleich  beachtenswerth,  weil  sie  zeigen, 
wie  sich  die  Bewegungsmenge  für  eine  beliebige  Axe  einfach  durch  die  Trag- 
heits-  und  Deviationsmomente  der  Coordinatenaxen  ausdrückt  Für  den  Fall, 
dass  die  Axen  der  E',  t^',  C  Ilauptaxen  sind,  ziehen  sich  die  Formeln  auf  den 
Inhalt  der  Gleichungen  (8)  zurück,  falls  man  in  den  letzteren  ^q  =:  p^  =  0  setzt. 
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281«  Anwendnngeii«  1)  Eine  anfanglich  ruhende,  im  Punkt  o  befestigte 
gerade  Linie  wird  von  einer  Momentankraft,  deren  Zeitintegral  q  ist,  in  einem 
Punkt  getroflFen ,  der  von  o  den  Abstand  /  hat.  Die  Momentankraft  macht  mit 
der  Linie  den  Winkel  e;  ^fie  bewegt  sich  die  Linie  im  Augenblick  nach  dem 
Stoss? 

Da  das  Trägheitsellipsoid  einer  Geraden  ein  Rotationscylinder  ist,  ist  jede 
Gerade  senkrecht  zur  Linie  eine  Hauptaxe;  wir  legen  also  die  Axe  der  (  in  die 
Linie  selbst,  die  der  7}  so,  dass  q  in  die  Ebene  der  &r)  föllt,  die  der  C  senkrecht 
dazu.  8  sei  der  Abstand  des  Schwerpunkts  von  o;  dann  bat  der  Schwerpunkt  9 
die  Coordinaten  8,  0,  0;  der  Angriffspunkt  hat  /,  0,  0;  q  hat  die  Componenten 
qcosc,  qsinc,  0  und  die  Momente  0,  0, /qsine.    Also  liefern  die  Gleichungen  (3) 

it==0,    x  =  ^y     p  =  a)  =  ^sine, 

p^  =  ~qcose,    py  =  qsine(-^— l),     p,  =  0. 

Die  Gerade  rotirt  also  um  eine  senkrecht  zu  ihr  selbst  und  zu  q  stellende  Axe  von 
0.  Ihr  Trägheitsmoment  für  den  Schwerpunkt  ist,  Homogeneität  vorausgesetzt, 
wenn  X  ihre' Länge  bezeichnet,  -f^mX^  also  C=  «(^^X'-l-i^,  was  oben  einge- 
setzt werden  kann. 

2.  Aufgabe.  Welches  wird  die  Bewegung  eines  in  einem  Punkt  seiner 
Axe  befestigten  horizontalen  Cylinders,  den  eine  Momentankraft  senkrecht  zur 
Axe  in  einem  Punkt  trifft,  der  um  k  unterhalb  der  Axe  liegt? 

3.  Eine  homogene  Kugel  dreht  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  cu  um 
ihren  Mittelpunkt  und  soll  durch  eine  im  Punkt  a  angreifende  Momentankraft 
völlig  zur  Ruhe  gebracht  werden;  wie  muss  die  Momentankraft  beschaffen  sein? 

Den  festen  Punkt  nehmen  wir  zum  Ursprung  der  £,  t},  C;  die  drei  Coordi- 
natenaxen  sind  ohne  weiteres  Hauptaxen  und  haben  gleiche  Trägheitsmomente; 
A  =  B  ^=  C  =  K.  Die  Drehungsaxe  sei  Axe  der  C»  und  die  Ebene  der  6C  sei 
durch  a  gelegt;  a  hat  also  die  Coordinaten  £,  0,  C*  Der  Impuls  habe  die  Com- 
ponenten $,  t),  3;  dann  sind  seine  Axenmomente  — CQ«  C$  —  Z^,  £Q;  zugleich  ist 
7t0  =  ^Q  £=  0,  Po  =  «>.    Die  drei  letzten  Gleichungen  (11)  liefern  also 

Es  folgt:  C  =  0,  also  muss  der  Angriffspunkt  auf  dar  Axe  der  E  liegen,  d.  h.  auf 
einem  Durchmesser,  der  senkrecht  zur  Drehungsaxe  steht.  3  =  0,  der  Impuls 
muss  also  in  einer  Ebene  liegen,    welche  senkrecht  zur  Drehungsaxe  durch  o 

geht,    t)  ^ ^— ,  er  wächst  also  ins  Unendliche,  wenn  der  Angriffspunkt  sich 

der  Drehungsaxe  nähert.  ;  dagegen  bleibt  völlig  unbestimmt,  da  die  zweite 
Gleichung  für  jeden  Werth  von  ;  wegen  C  =  0  identisch  erfüllt  ist  Die  Com- 
ponente  des  Impulses,  welche  durch  o  geht,  ist  also  unbestimmt,  entsprechend 
der  Bemerkung  zu  Gl.  (9).  Setzt  man  sie  gleich  Null,  so  ist  X)  der  ganze  Im- 
puls; der  absolute  Werth  des  letzteren  ist  also  für  den  gegebenen  Anfangspunkt 
ein  Minimum,  wenn  er  in  die  Richtung  fallt,  die  gleichzeitig  auf  der  Drehungs- 
axe und  auf  ihrer  kürzesten  Verbindung  mit  dem  Angriffspunkt  senkrecht  steht. 
4.  Wie  gestaltet  sich  das  vorstehende  Problem,  wenn  man  nicht  den  An- 
griffspunkt, sondern  die  Angriffslinie  des  Impulses  als  vorgeschrieben  ansieht, 
und  warum  ist  es  dann  nicht  mehr  theilweise  unbestimmt? 
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5.  Dieselbe  Kugel  soll  durch  eine  Momentankraft  so  afficirt  werden,  dass 
ein  bestimmter  Punkt  a  derselben  zur  Ruhe  kommt.  Wie  muss  die  Momentan- 
kraft  beschaffen  sein,  wenn  sie  in  a  selbst  angreift,  und  welches  ist  die  übri^ 
bleibende  Winkelgeschwindigkeit? 

Sind  6,  Tj,  C  die  Coordinaten  von  a,  tc,  Xi  P  die  Componenten  der  Winkel- 
geschwindigkeit am  Ende  der  Zeit  t,  so  bestimmen  sich  die  Seitengeschwindig- 
keiten des  Punktes  a  nach  277  Gl.  (5);  die  Bedingung»  dass  dieselben  Null  seien, 
lautet  also 

XC — pi]  =  p?  — itC  =  7CTJ  —  X?  =  Ö,    oder 

IC :  X  :  p  =  E  :  T) :  C, 
d.  h.  die  Gerade  oa  ist  nach  dem  Stoss  Momentanaxe;  sie  ist  ja  in  Ruhe.  Wir 
legen  die  Axe  der  i  in  die  Axe  der  Anfangsdrehung,  die  Ebene  der  SC  durch 
oa,  und  nennen  e  den  Winkel  aog.  a  hat  danach  die  Coordinaten  rcose,  0, 
rsine,  wenn  r  der  Abstand  oa  ist.  ;,  Q,  3  seien  die  Componenten  des  Impulses, 
dann  sind  seine  Axenmomente  — l)rsine,  rQrsine — 5cose),  rt)cose.  Zugleich  ist 
in  den  Gleichungen  280  (10)  a'  =  cose,  ß'  =  0,  y'  =  sine,  die  Deviationsmomente 
sind  Null»  und  Ä'  =  B'  =  C  =  K.  Man  erhält  also  aus  den  drei  letzten  dieser 
Gleichungen 

K{iDCOSt  —  a>o)  =  — ^rsine,    r(5sine  —  jcose)  =  0, 

iTcosine  =  r^cose. 

Die  erste  und  dritte  von  diesen  Gleichungen  liefern 

,        K 

tt)  =  idq  cos  c,     t)  =  —  fi>o  sin  t, 

r 

bestimmen  also  die  restirende  Winkelgeschwindigkeit  und  die  Componente  des 
Impulses,  welche  senkrecht  zu  beiden  Drehungsaxen  steht.  Die  zweite  Glei- 
chung dagegen  gestattet  nicht  ;  von  3  zu  trennen;  je  sine  —  5  cose  ist  die  Com- 
ponente des  Impulses,  welche  in  der  EC- Ebene  senkrecht  zu  oa  steht;  die  zweite 
Gleichung  sagt  daher  aus,  dass  diese  Componente  Null  ist;  sie  lässt  dagegen 
jede  Componente,  welche  in  die  Richtung  von  oa  fällt,  vollkommen  unbestimmt 
Das  Ergebniss  lautet  also  dahin,  dass  der  Impuls  sich  aus  einer  bestimmten  und 
einer  beliebigen  Componente  zusammensetzt,  von  denen  die  erstere  senkrecht  zur 
Ebene  der  beiden  Axen  o5  und  oa  steht,  während  die  letztere  in  die  Richtung 
von  oa  fällt.  Die  restirende  Winkelgeschwindigkeit  ist  diejenige  Componente 
der  anfönglichen,  welche  der  Axe  oa  entspricht. 

5.  Die  obige  Kugel  sei  anfänglich  in  Ruhe;  ein  Impuls  wirke  so  auf  den 
Punkt  a,  dass  eben  dieser  Punkt  a  eine  vorgeschriebene  Geschwindigkeit  der 
Componenten  v^,  v  ,  v^  erhält.  Wie  ist  der  Impuls  und  wie  die  aus  ihm  her- 
vorgehende Bewegung  beschaffen?  (Anm.  Man  stelle  zuerst  die  Bedingung  fest, 
der  v^f  v^,  v^  genügen  müssen.) 

3.    Die  zweiten  Differentialquotienten. 

282.  Der  Besehlennigrnngsziistand  yon  G.  Zur  Zeit  t  dreht 
sich  G  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  co  um  irgend  eine  durch  o 
gehende  Axe  c;  zur  Zeit  t+dt  dreht  sich  G  im  Allgemeinen  mit 
einer  andern  Winkelgeschwindigkeit  co'  um  eine  andere  Axe  c\    Es 
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ist  a)'  =  a)H — r^d*,  und  — 5— heisst  die  algebraische   Zunahme 

dt  dt 

der  Winkelgeschwindigkeit  von  G  zur  Zeit  t  c  und  c'  schnei- 
den sich  in  0  und  machen  doii;  einen  unendlich  kleinen  Winkel  di 

dt 
miteinander;  die  Grösse  —1— nennen  wir  die  Wechselgeschwindig- 
keit der  Momentanaxe  und  bezeichnen  sie  von  jetzt  ab  mit  w.  Die 
Winkelgeschwindigkeit  liegt  in  einer  bestimmten  Ebene  des  ruhen- 
den sowohl,  wie  des  bewegten  Raumes,  nämlich  in  der  Ebene,  in 
welcher  sich  zwei  aufeinander  folgende  Momentanaxen  jedes  Raumes 
schneiden;  d.  i.  die  gemeinschaftliche  Berührungsebene  der  beiden 
Kegel  (C)  und  (T).  Ist  die  Wechselgeschwindigkeit  (unter  Bestim- 
mung ihrer  Ebene)  nebst  der  Winkelgeschwindigkeitszunahme  gegeben, 
so  kennt  man  den  Unterschied  zwischen  dem  Geschwindigkeitszustand 
von  G  zur  Zeit  t  und  dem  Geschwindigkeitszustand  von  G  zur  Zeit 
t+dt,  also  den  Beschleunigungszustand  zur  Zeit  t 

Analytisch   ist  w  nebst  seiner  Axe  bestimmt  zur  Zeit  t  durch 
die  drei  Grössen 

j?,  g,  r  im  ruhenden,    tt,  x»  Q  i^i  bewegten  Raum. 
Zur  Zeit  t+dt  haben  diese  Grössen  die  Werthe 

dp    ^  da    ^  dr     j     . 

'^+^'^''  ^+-f-'^'  ^+-1-'^' 

und  die  Grössen   ^,   -|-,    -^  oder  auch^,    ^,   -^V 

statten,  wenn  sie  bekannt  sind,  den  Geschwindigkeitszustand  zur  Zeit 
t-i-dt   aus  dem   zur  Zeit  t  zu  berechnen.     Sie  bestimmen  also   den 

Beschleunigungszustand  zur  Zeit  t;  und  zwar  sind  — ^,  ~^~^  ~W~ 
die  Coordinaten  des  Beschleunigungszustandes  im  ruhen- 
den Systeme  der  .r,  y,  2,  — ^,  ~^^  ^T     ^^®    Coordinaten 

desselben  im  bewegten  System  der  £,  ri^  t,. 

Wir    betrachten   die  Bestimmung   des  Beschleunigungszustandes 

durch  -^ ,   -±- ,  -j—  und  durch  -5— ,   -~ ,   -~-   als  die  funda- 
dt         dt        dt  dt         dt        dt 

mentale.     Es  erwachsen  aus  dem  vorstehenden   die  Aufgaben,  1)  die 

r»  '  .  ,  .    ,  dp         da  dr        ,         ..  .      dn 

Beziehungen    zwischen     — ^ ,     — ^ ,     -3—    einerseits    und    —j—  , 

dt  dt  dt  dt 
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-~-,  -^-  andererseits  festzustellen,    2)  die  Wechselgeschwindigkeit 

und  die  algebraische  Winkelgeschwindigkeitszunahme  durch  die  Coor- 
dp 


dinaten 


dt 


u.  s.  w.  auszudrücken. 


283.     Die   Beziehungen    zwischen   den   Beschlennignngs- 
coordinaten  im  ruhenden  und  denen  im  beweglichen  Systeme. 

Differentiirt  man  die  61.  (4)  und  (5)  des  §  SW,  so  erhält  man 


dp  dn 


dt 


a. 


dt 


+«, 


dx_ 
dt 


dg  da,  da^  dcL 


dt 


dt 


dt 


dt 


da. 


Setzt  man  darin  nach  Gl.  (9)  desselben  Paragraphen       '    =  «s^ — «,  X 

u.  s.  w.,   so  erhält  man  Null  für  die  Summe  der  drei  letzten  Posten 
rechts,  also 


(1) 


dp  dn 


dt 
dq   


dt 
dr 


=  b. 


dt 
dn 

dn 
IT 


a. 


dx_ 
dt 


a 


+b,  -^  -\-b. 


-hc. 


dt 
dt 


dq 

d^ 

«  dt  ' 
dq 

■IT' 


wo    die    beiden    letzten   Gleichungen    durch   Buchstabenvertauschung 
gebildet  sind.     Ganz  analog  ergiebt  sich 


(2) 


dn  dp 

'dr~"''~di 

^X  _„    dp 


+b, 


dt 
dg 


'  dt   +*« 
dp 


dq 
'dt 

dq 
"dt 

dq 


4-^, 


dr 
'^    dt  ' 

dr 


^»-rfr-^*3  ^, 


dt 
dr 


dt         --'   dt     '  ^"^  dt     '  ^3    dt 
Diese  Gleichungen  sind  ganz  selbstverständlich,  wenn  man  bedenkt, 

dass  die  Resultante  aus  -t--F — ^».-F — t~    eine  Grösse  ist,    die  sich 

dt         dt         dt 

durch   eine  gerichtete  Länge  t5  darstellen  lässt.     -~ ,    -—^ ,    -j- 

sind   dann    die    Coordinaten    des   Endpunkts    von   ^    im   ruhenden, 

-TT- ,  -^ ,  —YT  sind   die    Coordinaten   desselben    Punktes   im    be- 
er^       a^   '    a^ 

wegten  System,  zwischen  beiden  müssen  demnach  die  einfachen  Trans- 
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formationsformeln  (3)  und  (4)  bestehen,  welche  den  Gl.  (1)  und  (2) 
des  §  373  entsprechen. 

284.    Algebraische  Zunahme  der  Winkelgeschwindigkeit; 
Wechselgesehwindigkeit.    Aus  der  Gleichung 

(1)         CO*  =  p'+q^-hr'  =  7T^+x'+Q^ 
folgt  durch  Differentiation  nach  t  und  Division  mit  co 


dw  p    dp        9.     dq        r     dr 


(2) 


dt  0)    dt         (o    dt        o)     dt 

_    n   dn  ^X_dx^^  Q     ^ 


0) 


dt         ü)    dt         0)     dt 


wo  ü>  durch  ^p'-j-g'-hr'  oder  "[//r'+x'+ß*    ersetzt  werden    kann. 

Damit  ist  --r-  bestimmt.  Die  Wechselgeschwindigkeit  w  der  Momentan- 

axe  ist  nichts  anderes  als  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher 
die  Momentanaxe  sich  um  o  dreht,  w  hat  also,  wie  jede  Winkel- 
geschwindigkeit, eine  Axe,  kann  auf  dieser  Axe  als  Abschnitt  dar- 
gestellt, und  in  drei  Componenten  w^^  Wyy  w^  zerlegt  werden.  Damit 
w  nicht  bloss  der  Grösse,  sondern  auch  der  Lage  nach  bekannt  sei, 
müssen  Wjc,  w,j^  w,  bestimmt  werden.    Die  Richtungscosinus  der  Axe 

von   ic  sind  — ^,  — —,  — —  •    Diese  sind  leicht  nach  den  gewöhnlichen 

www  ° 

Methoden  der  analytischen  Geometrie  zu  bestimmen.  Die  Axe  von  w 
steht  nämlich  senkrecht  auf  der  Ebene,  welche  durch  die  beiden 
Momentanaxen  der  Drehungsgeschwindigkeiten  co  und  w'  geht.  Diese 
Ebene  geht  1)  durch  den  Punkt  o,  dessen  Coordinaten  alle  drei 
Null  sind ,  2)  durch  irgend  einen  Punkt  der  Axe  von  w,  als  solchen 
können  wir  den  Punkt  auswählen,  der  die  Coordinaten  p,  q,  r  be- 
sitzt,   3)  durch    irgend    einen    Punkt  der  Axe   von   vo\   als  solchen 

wählen  wir  den  Punkt,  dessen  Coordinaten  p-h-^dt^  g^H — -r-dt, 

dv 

dt    sind.      Die    Ebene,   welche    durch   die    drei    genannten 


Punkte  geht,  hat  im  Svstem  der  x^  y,  z  die  Gleichung 
Setzt  man  abkürzend 


i{'-t-^t)'-{'^-v^h{^^-^t) 


dt  )"• 
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so    sind    die  drei  Cosinus  der  Winkel,   welche  das  Perpendikel   der 
Ebene  mit  den  Äxen  macht 


(3) 


dr  dq  dp  dr 


Wx         _.    ^  dt  dt  Wy  .        dt       ^  dt 


w  d  w 


dq  dp 


w,  ,    ^  dt       ^  dt 


? 


w  d 

Es  bleiben  die  Vorzeichen  und  das  Verhältniss  w:  d  zu  bestimmen. 
Zu  dem  Zweck  denken  wir  uns  einen  Hölfspunkt  e  in  der  Einheit 
der  Entfernung  auf  der  Äxe  von  m  angebracht  und  lassen  ihn  an 
der  Drehung  der  Momentanaxe  theilnehmen.  Die  Geschwindigkeit 
dieses  €  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Momentanaxe;  sie  ent- 
steht also  durch  Drehung  um  die  eben  behandelte  Axe,  deren  Rich- 
tungscosinus — ^  ,   -  ^- ,  — —  sind.    Irgend  eine  Componente  der  6e- 

dtB  

schwindigkeit  von  €,  etwa  ,f  ,  kann  also  nach  277  Gl.  (3)  ge- 
funden werden,  wenn   man   dort  für  jj,  y,  z  die  Coordinaten   von  e 

einsetzt  (diese  sind  — ,   —  ,  — i    und  fiir    p^  Q,  r    die    Werthe 
V  o)        CO       CO  y 

Wg,  Wy^  w,.    Nach  der  Formel —7— =  52 — ry  ist  also 

dxe  ,    [  r    {    dp  ar  \       Q   1     oq  ap  \i   w 


li»\    dt      ^  dt  )      mV  dt       ^  dt  )\ 


.    dt 

(4)         . 

w 


I    =±k+'-)l-^t-'r^] 


dm 


Andererseits  hat  der  Punkt  e  zur  Zeit  t  die  Coordinaten   —  ,  — , 

CO  CO 

p+±-dt        q+^dt 

^  rr     .  7  ,  «^  dt  ^. 

,  zur  Zeit  t-^-dt  aber -, ,    j u.  s.  w.  Die 


CO  CO  CO 

.27-Componente  der  Geschwindigkeit  von  e  ist  also 


dxg         1    ^       dt  p    \  1  dt      ^  dt 


"•^-i* 

P 

coH — T-  dt 

CO 

dp  dm 


^-t P 


dt  \  dm    ^  m    l  dt  ,  dm    ^ 

'^^~dr 

Hier   kann  jetzt   der  unendlich   kleine  Zusatz   im  Nenner  vemach- 
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lässigt  werden;  also  ist 

dxg  1    ( ^  dp 


(5) 


dt 


dt 


— po) 


d(ü 
"dt 


) 


dt 


dr 


)] 


Da  w  und  co  vorzeichenlose,  also  positive  Grössen  sind,  ergiebt  sich 
aus  dem  Vergleich  von  (4)  und  (5)  erstens,  dass  in  (4)  das  positive 
Vorzeichen  zu  wählen  ist,  zweitens,  dass 

(6)        -J=' 

und  damit  werden  die  Gleichungen  (3) 


O) 


2  » 


0) 


w. 


w. 


=  -(' 


dr 
dp 


dt 


""'  -  (ü'  v^  cft    '^  dt  r 


da 
V — — 
dt 

dt 
dp 


■P 


Damit  ist  m?  =  yM?J+«^y+ti?f  völlig  bestimmt.  Um  die  Componen- 
ten  von  w  im  System  der  5,  ij,  l  zu  haben,  braucht  man  in  den  vor- 
stehenden Gleichungen  nur  griechische  statt  lateinischer  Buchstaben  zu 
schreiben,  da  man  offenbar  für  den  Augenblick  der  Betrachtung  das 
System  der  «,  y,  z  mit  dem  der  $,  ?j,  f  coincidiren  lassen  kann. 

385.  Die  WinkelbescUeiuiigrnng  und  ihre  Ixe.  Zur  Zeit  t 
ist  die  Bewegung  von  G  dargestellt  durch  die  drei  Winkelgeschwin- 
digkeiten 

welche  sich  zu  cu  zusammensetzen.  Zur  Zeit  t+dt  ist  sie  dargestellt 
durch  die  Componenten  von  cu' 

p+-i'*'   3+^''^'   '■^^^- 

Zur  Zeit  t-^-dt  setzt  sie  sich  also  zusammen  aus  zwei  Winkelge- 
schwindigkeiten, welche  sind 

jp,     q,     r     und     ~dt,     -^flfe,      -^dt. 


dt 


dt 


dt 
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Die  letztere  Ist  unendlich  klein.     Sie  hat  aber  offenbar  eine  Axe  von 
bestimmter  Richtung,  deren  Richtungscosinus  sind 

dp  dq 


(1) 


dt 


dt 


/(f)'-(l)"-{-f)  Aihm<iT 


dr^ 
dt 


mhm-m 


Diese  Axe  nennen  wir  die  Axe  der  Winkelbeschleunigung  und 
*  bezeichnen  sie  mit  e.    Die  auf  ihr  herrschende  Winkelgeschwindigkeit 
sei  mit  de  bezeichnet;  dann  ist 


de 
Die  Grösse  -,      nennen    wir   die    Winkelbeschleunigung    von  G. 

Das  Gesagte  lässt  sich  in  den  Satz  zusammenfassen:  Die  Bewegung 
von  G  zur  Zeit  t-{-dt  resultirt  aus  1)  der  Winkelgeschwindigkeit  co 
um  die  Momentanaxe,  2)  der  mit  dt  multiplicirten  Winkelbeschleu- 
nigung um  die  Axe  e. 

Die  Momentanaxe  zur  Zeit  t  sei  mit  c^  die  Momentanaxe  zur 
Zeit  t+dt  mit  c^  bezeichnet.  Dann  folgt  aus  dem  vorstehenden  un- 
mittelbar: die  drei  Axen  f,  c'  und  e  liegen  in  derselben  Ebene;  m\ 
auf  c*  aufgetragen,  ist  die  Diagonale  des  Parallelogramms,  dessen  Seiten 
sind  0)  (auf  c  aufgetragen)  und  de  (auf  e  aufgetragen).  Hieraus  folgt 
weiter  (die  Figur  ist  leicht  herzustellen) 

deio)'  =  sin(c(?')  :  sin (cc'  -\-ec*) 
(0  :  co'  =  sin(^<7') :  sin(c€'+e€') 

de:  (o  ^  sin(cc')  :  sin^c'. 

Da  cc  unendlich  klein  ist,  kann  (cc')  für  sin  (cc')  gesetzt  werden ;  der 
Winkel  cc*  ist  aber  wdt;  ferner  kann  aus  demselben  Grunde  sin«?  für 
sin^c'  gesetzt  werden;  man  erhält  also 

1  de 

(3)        sin(^c)-  —j-  =  tvw. 

Damit    ist   der  Winkel  (ec)   bestimmt,    den    e  mit  c  macht,     e  liegt 
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nach  dem  obigen  in  der  gemeinsamen  Tangen- 
tialebene der  beiden  Kegel  (C)  und  (P). 

Fig.  137  liege  in  der  Ebene  der  drei  Axen 
r,  c\  e,  und  es  sei  oc  nach  Richtung  und  Länge 

die  Darstellung  von  co,   oe'  die  von  w'.     Dann 

■ 

ist  oc'  =  oc-^cc\  also  ist  cc*  die  Darstellung 
von  d^.  Ist  c'q  ein  Perpendikel  auf  oc^  so  ist 
cq  die  Längenzunahme  Jco,  qc'  aber  ist  cu'.c/i, 
da  Z.  5^0^'  =  di  (cf.  p.  807)  ist.  Es  folgt  aus  der 
Rechtwinkligkeit  des  Dreiecks  qcc' 

(4)        de^  =  rfa>'+(cü'dO'i 
wo  nunmehr  a)'<//  =  (a)+dcü)d*  ist  und  die  unendlich   kleine  Grösse 

*  di 
zweiter  Ordnung  dvadi  vernachlässigt  werden  kann.    Da  -rr  =  w?,  ©r- 

giebt  sich  aus  der  vorstehenden  Gleichung  durch  Division  mit  dt^ 


(^^  (5)"=(i)"+"-- 


eine  Gleichung,  die  sich  auch  leicht  durch  directe  Ausrechnung  mit 
Gl.  (2)  des  vorigen  Paragraphen  verificiren  lässt.  Die  Winkelbe- 
schleunigung zerfällt  hiernach  in  zwei  aufeinander  senkrechte  Com- 
ponenten;  von  diesen  ist  die  erste  die  algebraische  Zunahme  der 
Winkelgeschwindigkeit,  sie  fallt  in  die  Momentanaxe;  die  zweite  ist 
ww  und  fällt  in  die  gemeinsame  Berührungsebene  der  Kegel  (6)  und 
(r*),  ist  dabei  senkrecht  zu  va.  Die  Zerlegung  ist  ganz  analog  der 
Zerlegung  der  Beschleunigung  eines  Punktes,  wenn  oc  und  oc'  dessen 
Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  und  i-^dt  darstellen.  Man  nennt  dem- 
entsprechend —j-  die  tangentiale,  vnw  die  normale  Componente 
der  Winkelbeyhleunigung. 

286.    Die  Kefpei  (C)  and  (F)-    1)  Kennt  man  p,  q,  r  als  Functionen  der  Zeit 
oder  irgend  einer  anderen  gemeinsamen  Veränderlichen  <,  so  kennt  man  auch 

— u.  s.  w.,  hat  also  drei  Oleichuniren 

Vf>'-hr*-+-9'  I^/)'H-9*H-r'  J^jös-fV-hr* 

Von  diesen  drei  Gleichungen  ist  eine  durch  die  beiden  andern  bedingt,  da  ja 

(2)        [/.W]'+[/j(0]»H-[/»(0]'=l 
sein   muss.     Irgend    zwei  von   ihnen  sind   also   unabhängig.     Eliminirt   man  / 
zwischen  diesen,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
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(3)  C(p,  q,  r)  =  0. 

Diese  Gleichung,  in  der  wir  den  Buchstaben  C  als  Functionszeichen  benutzen, 
ist  die  Gleichung  des  Kegels  (C)  im  System  der  x,  y,  z. 

Ganz  analog  erhält  man  aus  it,  ^t  P  durch  Elimination  von  t  die  Gleichung 
des  Kegels  (F)  im  System  der  5,  ?),  C  in  der  Form 

(4)  r(7t,  X,  p)  =  0. 

Substituirt  man  p  =  aiirH-ajX'^~''sP  '*•  s«  w.  in  (3)  oder  it  =  Oip-^-b^q-^c^r 
u.  s.  w.  in  (4),  so  hat  man  die  Gleichung  von  {C)  im  System  der  S?  i]»  C  bezw. 
die  von  (F)  im  System  der  x,  y,  z. 


Fig.  138. 


2)  Die  beiden  Kegel  (C)  und  (F) 
haben  eine  Eigenschaft,  welche  der 
in  §  268  erwähnten  der  Gurren  C 
und  F  analog  ist  In  der  Einheit 
des  Abstandes  von  o  legen  wir  eine 
Ebene  senkrecht  zur  Momentanaxe; 
die  Momentanaxe  schneide  diese 
Ebene  im  Punkte  c(y);  die  beiden 
Kegel  schneiden  die  Ebene  in  zwei 
Curven  C"  und  F',  welche  sich  in 
c(y)  berühren.  Wir  nennen  r'  den 
Krümmungsradius  von  C\  p'  den 
von  F'  und  zählen  p*  positiv,  wenn 
es  mit  r'  auf  derselben  $eite  der 
gemeinschaftlichen  Tangente  von  C 
und  F'  liegt  Bei  der  Bewegung 
von  O  rollt  F'  auf  C\  es  gilt  also 
für  beide  Curven  ohne  weiteres  der 
Satz,  der  in  262  aufgestellt  wurde: 
Ist  da  das  gemeinschaftliche  Bogen- 
element  derselben,  </<p  der  Winkel,  den  F'  bei  der  Elementarbewegung  beschreibt 
so  ist  d^  =  de  —  dt,  wenn  de  und  dt  die  Contingenzwinkel  beider  Curven 
sind,  also 


d<f            de 

dt 

dt            dt 
ds            da 

dt 
ds 

1 


1 


dt 


dt 


dt 


ds_ 
dt 


Nun  ist  aber  —-  in  unserem  Falle  die  Winkelgeschwindigkeit  ai  von  G,  und 
ist  die  Wechselgeschwindigkeit  der  Momentanaxe,  also  ist 


(5) 


1 


Dabei  ist  gemäss  262  p'  positiv  zu  nehmen,  wenn  (C)  und  (F)  sich  von  innen, 
negativ,  wenn  sie  sich  von  aussen  berühren. 

3)  Wir  wollen  die  Gleichung  der  Ebene  feststellen,  welche  die  gemeinsame 
Normalebene  beider  Kegel  ist.  Dieselbe  geht  durch  die  Momentanaxe  p,  q^  r; 
sind  also  für  den  Augenblick  A,  B,  C  die  Coefficienten  ibref  Gleichung,  so  muss 


Eigenschaften  der  Axenkegel. 


815 


^     (6)         Ap-^Bg-hCr  =  0 

sein.    Sie  steht  ferner  senkrecht  zu  der  Ebene  der  Wechselgeschwindigkeit;   da 
diese  nach  284  die  Gleichung 

hat,  muss 

">  4<i-'i)M't-ri)--o{4-'i)-'> 

A  B 

sein.    Aus  (6)  und  (7)  berechnen  sich  -^  und  -^ ;  setzt  man  abkürzend 


(8) 


— {'^--l)-.('^-.t). 


SO  wird 

(9)         Par-f-Qy-hÄ«  =  0 

die  Gleichung  der  gemeinsamen  Normalebene  zur  Zeit  t. 

4.  Es  sei  ib  die  Axe  des  Schmiegungskegels  (Krümmungsaxe)  von  (C).  Man 
kann  dann  die  Momentanaxe  aus  der  Lage  oc,  die  sie  zur  Zeit  t  =  t  hat,  in  die 
Lage  oe'  bringen,  die  dem  Augenblick  t-^dt  entspricht,  indem  man  sie  eine  un- 
endlich kleine  Drehung  um  k  machen  lässt.  Diese  Drehung  geschehe  mit  einer 
solchen  Winkelgeschwindigkeit,  dass  dadurch  die  Momentanaxe  gerade  in  der 
Zeit  dt  von  oc  nach  oe*  gelangt,  und  k  bezeichne  nicht  bloss  die  Lage  der  oben 
genannten  Axe,  sondern  es  sei  auch  die  Länge  Yon  k  so  abgemessen,  dass  sie 
diese  Winkelgeschwindigkeit  darstellt  k  ist  dann  die  geometrische  Darstellung 
der  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Momentanaxe  um  die  Krümmungs- 
axe  des  Kegels  (C)  drehen  muss,  wenn  sie  in  der  Zeit  dt  den  Winkel  beschrei- 
ben soll,  den  sie  vermöge  der  Wechselgeschwindigkeit  wirklich  auf  dem  Kegel  (C) 
zurücklegt  Ebenso  sei  auf  der  Krummungsaxe  des  Kegels  (F)  eine  Länge  x  ab- 
geschnitten, welche  die  Winkelgeschwindigkeit  darstellt,  mit  der  sich  die  Mo- 
mentanaxe um  die  Krümmungsaxe  von  (F)  drehen  muss,  wenn  sie  auf  dem  Kegel 
(F)  in  der  Zeit  dt  von  of  nach  o-f  gelangen 
soll.  Zwischen  k  und  x  besteht  eine  bemer- 
kenswerth  ein&che  Beziehung. 

In  Fig.  139  sei  oc  die  Momentanaxe,  (ver- 
längert bis  sie  in  c{f)  die  Himmelskugel 
schneidet),  der  Kreis  ca  der  Durchschnitt  des 
Schmiegungskegels  von  (C)  mit  der  Himmels- 
kugel, ea  der  Durchschnitt  der  letzteren  mit 
dem  Schmiegungskegel  von  (F).  ok  sei  die 
Krümmungsaxe  von  (C),  o%  die  von  (F).  (War- 
um ox  in  der  Verlängerung  der  Kegelaxe 
liegt,  wird  sich  gleich  zeigen.)  ok  schneidet 
(verlängert)  den  Kreis  ea  in  seinem  Mittelpunkt 


Fig:  139. 
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6,  ox  schneidet  ebenso  ca  im  Centrum  ß.  ^koc  heisse  /,  xoc  beisse  X,  und  p. 
sei  der  Nebenwinkel  von  X.  Der  absolute  Werth  des  Radius  bc  sei  mit  r",  der 
Yon  cß  mit  p"  bezeichnet.  Ausserdem  sei  durch  c  eine  Ebene  senkrecht  zu  oc 
gelegt,  diese  werde  von  ok  in  e,  von  ox  in  t  geschnitten;  dann  sind  ce  und  ce 
dem  absoluten  Werth  nach  die  beiden  Krümmungsradien  /  und  p\  welche  in 
GL  (5)  vorkommen.  In  der  Figur  ist  angenommen,  dass  der  Kegel  (F)  ausser- 
halb (C)  liegt.  Nach  dem  zu  Gl.  (5)  bemerkten  ist  dann  p'  negativ  zu  denken; 
verstehen  wir  also  unter  (pO  den  absoluten  Werth  von  ce,  so  heisst  die  Gl.  (5) 
nunmehr 

/RUN         ^  1.1 

(5  b)        — =  -y-h 


w  r'        (pO 

Es  drehe  sich  nun  O  in  der  durch  den  Pfeil  bezeichneten  Richtung.  Dann  legt 
c  in  der  Zeit  dt  das  Element  wdt  des  Kreises  ca  zurück.  Dies  Element  wird 
also  auch  zurückgelegt,  wenn  der  Schmiegungskegel  von  (C),  bezw.  der  Kreis  oa, 
sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  k  während  dt  um  die  Krümmungsaze,  bzw. 
den  Punkt  b  dreht.  Dabei  dreht  sich  c  mit  den  Radius  r",  legt  also  die  Strecke 
r"kdt  zurück.    Folglich  ist 

wdt  =  kr"dt    oder    k  =  —zj-' 

r 

Man  bemerke,  dass  die  Axe  ok  dieser  Drehung  die  in  der  Figur  angegebene 
Richtung  hat;  für  einen  Menschen,  der  mit  den  Füssen  in  o,  mit  dem  Kopf  in 
k  steht,  geht  eine  Drehung,  die  c  nach  c'  bringt,  von  rechts  nach  links  vor  sich. 
Andrerseits  legt  nun  y  auf  dem  Schmiegungskegel  von  (F)  die  Strecke  wdi 
zurück,  wenn  dieser  sich  in  der  angegebenen  Richtung  um  (C)  wälzt.  Und  zu- 
gleich kann  wdt  zurückgelegt  werden,  indem  der  Schmiegungskegel  sich  während 
dt  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  x  um  seine  Axe  ox  dreht.  Dies  ox  liegt  so, 
wie  in  der  Figur  angegeben  ist;  denn  eine  Drehung,  die  y  nach  y'  führt,  geht 
für  einen  mit  den  Füssen  in  o,  mit  dem  Kopf  in  x  postirten  Beobachter  von 
rechts  nach  links  vor  sich,  wenn  ox  die  oben  bezeichnete  Lage  hat.  Die  Strecke, 
welche  y  bei  der  Drehung  beschreibt,  ist  7L^"dt,  also  ist 


Nun  ist 


Also  nach  (5  b) 


r"  =   r'cos(r',  r")    =  r'cosX, 
p"=(p')cos(p',p")=(p')coSfi. 

U)    11       cos/  COSfX 


w  r'     •     (pO  r"      •       p"     ' 

oder,  da  cosji  =  — cosX 

a>  =  — n-cos/ n-cosA,     d.i. 

r"  p 

(10)        o>  =  kcosl — xcosX. 

Da  nun  w,  k  und  x  in  derselben  Ebene  liegen,  heisst  das  „co  ist  die  Resultante 
von  k  und  — x",  oder 

(11)  ü)  =  it^X. 


Azenkegel;  Beschleanlgung  der  einzelnen  Punkte. 
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Die  Gl.  (10),  (11)  gelten  auch  für  den  Fall,  wo  der  Kegel 

(F)   den  Kegel  (C)  Yon  innen   berührt.     Denn  dann  ist 

»11 
p'  =  (p') ,  Gl.  (5  b)  lautet  also  —  =  — ; TT '  ^*        *" 

liegt,  wie  in  Fig.  140  angegeben  ist,  p"  wird  gleich  p'cosX, 
und  damit  ergiebt  sich  leicht  Gl.  (10)  in  unveränderter 
Gestalt 

Für    die    Gomponenten   von   k  lassen   sich   folgende 
Gleichungen  aufstellen,  die  wir  ohne  Beweis  geben: 


Fig.  UO. 


(12) 


kx  =  Wa:-h 


0>' 


«7^ 


h,  = 


rf'n  d^q  cPr 

'^»+^ ;;r» 


kg  =  Wa-h 


CO 


a 


w^ 


5)  Will  man  von  den  Formeln  (7),  (8),  (9),  (12)  zu  den  entsprechenden  für  das 
Coordinatensystem  der  Si  t],  C  übergehen,  so  braucht  man  nur  das  Coordinaten- 
system  der  x,  y,  z  mit  dem  der  S,  t},  C  zusammenfallen  zu  lassen,  d.  h.  man  hat 
bloss  griechische  Buchstaben  statt  lateinische  zu  schreiben. 


287.    Die  Beschlennignng  der  einzelnen  Fankte  yon  G. 

£in    Punkt  a,    dessen   Coordinaten   im   ruhenden  Coordinatensystem 
X,  y,  z  sind,  hat  nach  277  (3)  zur  Zeit  t  die  Seitengeschwindigkeiten 


(1) 


dx 


=  zq — yr 


dy 

-4-  =a!r — 


dt 
l   dt 


SCT Zf 


=ap— «?• 


Durch  Differentiation  nach  t  ergiebt  sich  daraus 

d^x   dz  dq        dy  dr 

'W  ~  'dT^'^^'W       dr''~^'dt' 


=  q(jyp—xq)+z^ 


Bndd«,  Machanlk.    II. 


dr 
— r(«r— 2p)— y-^, 
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(2) 


d'a 


dt'    ^ 


=  z-^—y-^-hq(yp--aq)—r(ar—zp) 


dt' 
d'z 


X 


■=y 


dr 
~dt 

dp 


—  z 


— X 


dp 


dt 
dq 


-hr  (zq —yr)  —p  (yp — xq) 
■\'p(xr—zp)—q(zq—yr). 


dt'         ^    dt       '"dt 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  (2)  sind  aus  der  ersten  durch  Buch- 
stabenvertauschung  gebildet.  Legen  wir  nun  die  Äxe  der  z  in  die 
Drehungsaxe,  so  ist  zur  Zeit  t  sowohl  p  wie  ?  =  0,  und  r  =  co.  Man 
erhält  also 


(3) 


d'jc  dq 


dt* 


dt 
dr 


df 

d*z 
df 


X 


dr 

■y-dt 

dp 


xw 


=  y 


dt 
dp 


dt 


■X 


dt 

dq 
~dt 


ym 


Die  Beschleunigung  von  a  setzt  sich  hiernach  aus  zwei  Componenten 
zusammen.  Die  zweite  von  diesen  hat  die  Axenbestandtbeile  — xm* 
und  — ym'  ist  also  offenbar  die  Centripetalbeschleunigung  der  Drehung 

um  die  Momentanaxe;  ihre  Resultante  ist  (o'^x'-\-y',  wo  yx'-hy' 
der  Abstand  des  Punktes  a  von  der  Momentanaxe  ist,  und  sie  ist 
nach  der  Momentanaxe  hin  gerichtet.  Die  erste  liefert  in  der  Zeit  dt 
an  a  einen  Geschwindigkeitszuwachs,  der  die  Componenten 


dq    ,  dr 

z—~-dt — y 


dt. 


dr 


X 


dp 


dp 


dt—z-^dt,     y^dt—x 


dq 


dt 


dt  ^^     ^    dt  ^^'      '"  dt   ^^      "dt     '     ^   dt  dt 

besitzt.    Dies  sind  aber  (vergl.  (1))  Geschwindigkeiten  die  einer  Drehung 
um  eine  Axe  entsprechen,  deren  Coordinaten  sind 


dp 


dt, 


dq 


dt, 


dr 


dt, 


dt     '        dt      '        dt 

und  diese  drei  Grössen  sind  (vergl.  285)  die  Coordinaten  der  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  Beschleunigungsaxe.  Durch  dt  dividirt  sind 
sie  die  Coordinaten  der  Winkelbeschleunigung  e. 

Hiernach  zerfallt  die  Beschleunigung  von  a  in  zwei  Theile; 
1)  Centripetalbeschleunigung  nach  der  Momentanaxe  hin,  2)  Winkel- 
beschleunigung um  die  Axe  der  Winkelbeschleunigung.  Dies  stimmt 
damit  überein,  dass  der  ganze  Geschwindigkeitszustand,  den  G  zur 
Zeit  t--\-dt  besitzt,  sich  zusammensetzt  aus  1)  der  Rotationsgeschwiu- 
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digkeit  co,  welche  für  a  die  Centripetalbeschleunigung  a)'|/«'-Hy'  in- 
volvirt,  2)  der  Winkelgeschwindigkeitszunahme  edt  welche  die  Be- 
schleunigungscomponenten  ze^ — y^,,  ae, — ze^,  yex — «^y  für  a  hervor- 

do  df* 

bringt.    Diese  sind  2-^ — 2^~7^  ^*  '^^  ^'    ^^®  Winkelbeschleunigung 

von  a  liegt  hiernach  in  einer  Ebene,  welche  senkrecht  zur  Axe  der 
Winkelbeschleunigung  durch  a  gelegt  wird,  und  steht  senkrecht  auf 
dem  kürzesten  Abstände  des  Punktes  a  von  der  Axe  der  Winkelbe- 
schleunigung. 

Da  die  Winkelbeschleunigung  selbst  in  eine  tangentiale  und  eine  normale 
Componente  zerßillt,  folgt  weiter,  dass  die  Beschleunigung  von  a  sich  aus  drei 
Gomponenten  zusammensetzen  lässt,   nämlich   1)    der  Centripetalbeschleunigung 

oi'K^'-hy*,  2)  der  Beschleunigung  V«M-p--T—  um  die  Momentanaxe,  3)  der 

Beschleunigung  towr^"  um  die  Axe  qc'  der  Fig.  137,  wo  r"'  den  Abstand  des 
Punktes  a  von  qa'  bedeutet. 

Fasst  man   die   beiden   ersten   Bestandtheile   in   einen   zusammen,    so   ist 

«>'  K*'-Hy'-f-  J^^'-Hy'  -j—  der  Antheil  der  Beschleunigung  von  o,  der  Yorhanden 

sein  wurde,  wenn  die  Momentanaxe  stationär  wäre,  während  der  Antheil  u>wr^" 
durch  den  Wechsel  der  Momentanaxe  hervorgebracht  wird. 

Verstehen  wir  unter  p  den  Abstand  irgend  eines  Punktes  a  von  0,  und 
nennen  die  Richtungscosinus  von  p  a,  6,  c,  so  ist  ir  =  ap,  ^  =  6p,  2  =  cp. 
Setzt  man  dies  in  Gl.  (3)  ein,  so  enthalten  sämmtliche  Posten  der  drei  Glei- 
chungen den  Factor  p.  Die  Beschleunigung  von  a  ist  also  in  jeder  einzelnen 
Componente  proportional  p.  D.  h.  alle  Punkte  einer  durch  0  gelegten  Geraden 
besitzen  parallele  Beschleunigungen,  die  ihrem  Abstand  von  0  proportional  sind. 
Beim  Durchgang  durch  0  wechselt  p  sein  Zeichen,  dasselbe  thun  also  auch  die 
Beschleunigungen;  auf  der  einen  Hälfte  der  Geraden  sind  sie  denen  der  anderen 
Hälfte  antiparallel. 

Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  a  hat  im  System  der  Gl.  (3)  die  Richtungs- 

cosinus  — .  ,   — .  ,  0.    Also  ist 

y  cPx  X  d^y 


u^  =  — 


die  Summe  der  Projectionen  der  drei  Seitenbeschleunigungen  von  a  auf  die  Ge- 
schwindigkeitsrichtung von  a,  d.  i.  die  in  Bezug  auf  die  Bahn  von  a  tangentiale 
Componente  der  Beschleunigung  von  a.    Die  Ausrechnung  mit  Gl.  (3)  ergiebt 

Hiervon  stellt  der  erste  Antheil  offenbar  die  tangentiale  Beschleunigung  dar, 
welche  durch  Zunahme  der  Winkelgeschwindigkeit  o>  stattfindet,  der  zweite  also 
diejenige,  welche  ihren  Ursprung  dem  Wechsel  der  Momentanaxe  verdankt  Die 
drei  Axencomponenten  von  ü^  erhält  man,   indem  man  ü^   mit  den  Richtungs- 
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Cosinus  —      '       ,  — ,  ,  0  multiplicirt;  sie  sind  demnach 

dr  zy         (    dq  dp\ 

dr  zx       f    dq     -      dp\ 

ry  dt         x«H-y»  ^^  dt  di  ' '       ^' 

d  X        d  V        d  X 
Zieht  man  diese  drei  Grossen  von  — i-^ ,    —rf- ,   — r,- ,  (Gl.  3)  ab ,  so  hat  man 

dt*  dl*         dt^ 

die  Componenten  der  Normalbeschleunigung  von  a  im  System  der  Gl.  (3). 

Die  nähere  Betrachtung  dieser  Zerlegungen  hat  nicht  so  viel  praktischen 
Werth,  dass  wir  ihr  hier  den  erforderlichen  Raum  widmen  konnten.  Wir  be- 
merken nur,  dass  wenn  man  in  Gl.  (4)  ü^  =  0  setzt,  man  offenbar  eine  Glei- 
chung zweiten  Grades  in  x,  y,  z  erhält  Der  Ort  der  Punkte  ohne  Tangential- 
beschleunigung ist  also  eine  Fläche  zweiten  Grades,  und  da  dieselbe  nach  dem 
obigen  Satz  eine  Eegelfläche  sein  muss,  deren  Erzeugende  sich  in  o  schneiden, 
ist  er  ein  Kegel  zweiten  Grades.  Die  Normalbeschleunigung  von  a  verschwindet 
vollständig  nur,  wenn  a  auf  der  Momentanaxe  liegt. 

Die  Gesammtbeschleunigung  verschwindet  im  Allgemeinen  nur  im  Punkt  o 

d  X       du        dz 
selbst.    Denn  setzt  man  in  Gl.  (3)  -^j- ,   -jj- ,   --7-^-    gleich    Null,    so    findet 

man  im  Allgemeinen  x  =  y  =  z  =  0.  Eine  Ausnahme  macht  nur  der  Fall,  wo 
-~-  =  -j-  =  0  ist,  also  die  Drehungsaxe  stationär  bleibt;  die  dritte  der  Glei- 
chungen (3)  ist  dann  von  selbst  erfüllt^  und  die  beiden  ersten  sind  bei  beliebigen 
Werthen  von  z  erfüllt,  wenn  man  r  =  y  =  0  setzt ;  bei  stationärer  Momentan- 
axe ist  also  diese  Axe  selbst  der  Ort  der  Punkte  ohne  Beschleunigung. 

Es  ist  nun  sehr  wichtig,  die  Componenten  der  Beschleunigung 
von  a  in  der  Richtung  der  $,  i;,  ^  herzustellen.  Das  kann  nicht  da- 
durch geschehen,  dass  man  die  Geschwindigkeitsgleichungen  277  (5) 

(5)  ui  =  tx—riQ^  Urj^^Q—Cn,  uc  =  fl7i—^x^ 
in  denen  $,  rj,  ^  constant  sind,  einfach  nach  der  Zeit  differentiirt; 
denn  das  System  der  J,  rj,  ^  ist  ja  selbst  in  Bewegung,  die  Beschleu- 
nigung des  Punktes  a  in  Bezug  auf  das  System  der  $,  1;,  £  ist  also 
nicht  identisch  mit  seiner  Beschleunigung  im  Räume  der  ^,  y,  z.  Es 
geschieht  aber  sehr  einfach  dadurch ,  dass  wir  das  System  der  ;r,  y,  z 
im  Äugenblick  t  mit  dem  der  $,  i;,  £  zusammenfallen  lassen ;  dann  er- 
halten wir  aus  Gl.  (2) 


(6) 
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288.  Die  BeseUemiigriuigsmenge  yon  G.  dm  sei  die  Masse 
eines  £lements  von  (?,  welches  die  Coordinaten  x,  y,  z  ($,  rj^  Q  hat. 
Wir  bilden  zunächst  die  6  Coordinaten  seiner  Beschleunigungsmenge 
im  System  der  $,  tj,  C  bei  der  Lage,  die  dasselbe  zur  Zeit  t  hat. 
Diese  sind  nach  61.  (6)  des  vorigen  Paragraphen 


(1) 


fi^dm=\C-^—V-^+x("V—xi)—Q(Qi—^0\dm 


(2) 


u.  s.  w.  in  ij  und  f. 
d7i 


(Vti-ti,)dm  =  [(,'+n-^4-(iJ*-Oez 


-^v-^-^^4-+n^(Q'-x') 


dt       '*'*  dt 

-h^finQ  —  ^^aXjdm 

u.  s.  w.  in  Ö  ^iid  5^- 
Summirt  man  diese  Grössen  über  sämmtliche  dm^  so  hat  man  die 
6  Coordinaten  der  Beschleunigungsmenge  von  G  im  System  der  $,  rj^  ^. 
Die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  von  G  seien,  wie  früher,  durch 
die  Marke  a  bezeichnet;  bezüglich  der  Summationen  in  Gl.  (2)  ist 
zu  bemerken,  dass  die  Grössen  2^rjdm  u.  s.  w.  sämmtlich  Null  sind, 
weil  die  Axen  der  J,  fj,  f  Hauptaxen  der  Trägheit  sind;  2(f]*-hC^)din 
ist  das  Trägheitsmoment  A  in  Bezug  auf  die  Axe  der  ?,  2(i]^ — t^)dm 

=  2*[j7*+$'— (C'+$')]d^  =  (^—B,  wo  B  und  C  die  Trägheits- 
momente für  die  Axen  der  17  und  C  sind.  Man  erhält  hiemach  für 
die  6  Coordinaten  der  Beschleunigungsmenge  von  G 


(3) 


^   —Va-^ (z'+e%+^X^a  +  p7rCaJ  W, 


dt 

dQ 


dt 
dn 


(4) 


A=A 


dn 
dx 


+(C-B)xe, 


M=B-^-{-{A-C)qn, 
N  =  C-^MB-A)nx. 


Die  drei  ersten  Gleichungen  enthalten  den  bei  allen  ähnlichen  Ge- 
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legenheiten  wiederkehrenden  Satz,  dass  der  resultirende  Yector  der 
Beschleunigungsmenge  von  G  gleich  dem  Product  aus  der  Masse  m 
in  die  Beschleunigung  des  Schwerpunkts  ist.  Liegt  der  Schwerpunkt 
in  0,  80  wird  B=  H  =  Z=0. 

Auf  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  beruht  die  Dynamik  des  Körpers  O,  wie 
sie  sich  seit  Euler  entwickelt  hat.  Es  ist  indessen  nicht  ohne  Interesse,  auch 
einen  Blick  auf  die  Form  zu  werfen,  welche  die  Coordinaten  der  Beschleunigungs- 
menge im  System  der  a:,  ^,  z  annehmen.  Diese  Coordinaten  seien  X,  Y,  Z,  Z, 
if,  N.  Was  X,  y,  Z  angeht,  so  kann  man  nach  dem  eben  ausgesprochenen 
Satz  dafür  einfach  die  Gomponenten  der  Beschleunigungsmenge  des  Schwerpunkts 
Yon  Q  setzen;  man  erhält  sie  also,  wenn  man  61.  (3)  einfach  mit  lateinischen 
Buchstaben  schreibt 

(5)        <  y  =  ^xa  -j zo  -~ {r^-hp^ya-tqrza  -hpqxaj  «, 

Z  =  [ya  -~ xa  -^ (p'-hy*)  «o4-rparo  4-9ryaJ  m, 

(d*z  (Pu  \ 

y-ji — ^"5^y  ^  ^'  ^'  "^^  *>iJ^6t 

und  summirt.  Man  denke  sich  Gl.  (2)  lateinisch  geschrieben,  so  hat  man  das 
Element  der  Summe  L.  Dabei  verschwinden  aber  die  Deviationsmomente  nicht, 
weil  die  Axen  der  ar,  ^,  z  im  Allgemeinen  keine  Hauptazen  sind;  wir  setzen 
wieder  'lyzdm  =  Z>',  2«:rfm  ^  E\  ^xydm  ==  F';  und  bezeichnen  die  Trägheits- 
momente liy^-^z^dm  u.  s.  w.  mit  A\  B\  C\    Dann  ist 

(ß)        \  M=^B'-$-t(Ä'-^C')rp—D'  ^^F'-^-\'£'(p^—r^-hD'pq-'F'qr, 

dt  dt  dt 

Da  übrigens  X,  if,  N  einerseits  und  A,  M,  N  Coordinaten  derselben  Grösse,  des 
Moments  der  Beschleunigungsmenge,  in  den  beiden  Systemen  der  x,  y,  »  und  der 
E,  T},  C  sind,  so  folgt 

L  =  OiA-hojM-haiN     u.  s.  w. 

A  =  Ol  Zr 4-61  M-hci  N    u.  s.  w. 

Führt  man   die   erste  dieser  Gleichungen  aus,   und  bedenkt,   dass  gleichzeitig 

TZ  =  oip-i-biq-^c^r,  -3— =  aj— ^4-61 -^4-ci -p-  u.  s.  w.  ist,   so  erhält  man 

tu  dt  dt  dt 

aus  Gl.  (4) 

-f-a,  |C  {a^ ^4-6, A 4-c, -^) -h( B^AXa.p-hbiq-hCirXa^p-hbifhCtr)^' 
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Vergleicht  man  die  Goefficienten,  mit  denen 


dp 


dt 


dr 


in  dieser  Gleichung 


(8) 


dt'    dt  '    dt 

behaftet  sind,  mit  denen  der  61.  (6)  und  setzt  die  Formeln  cyklisch  fort,  so  fin- 
det man 

cfuä-f-c|ß-f-c|(7  =  C", 

Die  drei  ersten  Gleichungen  enthalten  den  bekannten  Satz,  der  in  der  Theorie 
der  Trägheitsmomente  §  182  Gl.  (10)  ausgesprochen  wurde;  die  drei  letzten  liefern 
entsprechende  Ausdrucke  für  D,  E,  F;  sie  können  die  Grundlage  einer  Theorie 
der  Deyiationsmomente  bilden.  Fuhrt  man  die  Gl.  (8)  in  (6)  ein,  so  hat  man 
L,  M,  N. 

Die  Gleichungen  (4)  lassen  sich  in  einer  anderen,  von  Lagrange  angegebenen 
Form  darstellen.    Im  §  279  wurde  nachgewiesen,  dass 


w 


er 

dn 


dn  _    d   fdT\ 


ist.    Sonach  ist  ^^  =  -^  ^^j  und  (C-  ß) xp  =  X ^  -  P |^ 

d   /  dT\  dT  dT 

dt  V"ä^/"^^"ä^      ^~ÖX~' 
d   (  dT\  dT  dT 


u.  s.  w..  also 


(10) 


A  = 


M  = 

N  = 


d   /  dT\ 

A  V  öp  / 


dT  dT 


ax        "■  di: 

Wenn  man  andemtheils  die  Componenten  der  Schwerpunktsgeschwindigkeit,  zer- 
legt nach  den  Richtungen  £,  ij,  C  mit  ua,  v«,  wa  bezeichnet,  so  ist 

"o  =**  Ca X ""'!<'?>    «'«^Eap  — Ca«,    itö  =  t)« ir  —  6  x> 
und  damit 


(11) 


S  =  \-^  4-xwa  — pt'o  J  »», 
H  =  I  — ^  4-ptta  —  itwtf  J 1», 


^  =  [-^^-"''^ 


Nun  ist  nach  einem  bekannten  Satz  die  lebendige  Kraft  yon  O  gleich  der  leben- 
digen Kraft  des  Schwerpunktes  von  O  plus  der  lebendigen  Kraft  der  Rotation 
um  den  Schwerpunkt.    Bezeichnen  wir  also  die  letztere  abkürzend  mit  Ti ,  so  ist 

dT 


r=rim(tt»-f-rj4-ir2)-f-r,. 


dua 


=  muo  u.  S.  w., 


also 
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dT 


(12) 


dt   \dua^,*-dwo      r  dva   ' 
„         d   /  dT\  .       dT  dT 


d^ 
dt 

d 


dT\ 


dT 


dwc 
dT 

dua 


dt  \dwo '    '  "  dvo 

Bezeichnet  man  die  GeschwindigkeitscomponQnten  des  Schwerpunktes  im  System 
der  Xy  yy  x  mit  u«,  v»,  tr«,  so  folgt  sehr  leicht 

"■   dt  Vdii. /"^^  dw»      ^   dv,  ' 


(13) 


dt  \  dvs  I 


dT 


—P 


dT 


du»       ''  dwt  ' 
dT\  .       dT  dT 


dt  \a»,/    '^  dv»     ^  duM 

um  X,  M,  N  in  analoger  Form  darzustellen,  gehen  wir  auf  die  Gleichungen 

JD  =  Ol  A-f-oaM-f-osN  u.  s.  w. 
zurück.    Mit  61.  (10)  liefert  dies  bei  leichter  Umordnung 


d   (  dT\        dT  .  .  d   (  dT\^  dT  , 

^'"''d^vwi'^'dir^'^^^'^'^'^'^'di-K^ 


d.  i.  nach  276  (9) 
d 


d  (  arx        dT  ,  . 


L 


d    /  dT\ 

'^'''-drK'd^) 


dT    doi     ^        d   (  dT\ 


dT\        dT    dfu     ^         d    /  ö2 


ÖX 


ÖX      dt 


dT\ 


dT    da^ 


Also 


dp      dt 


(14) 


==4(^ 


dt 
d 


dT 

ölt 
dT 


H-oj 


dT 


4-0, 


dT 


). 


V        d  (      dT 


'^^^^h' 


d% 


8X 

er 
9x 


Die  (14)  lassen  sich  übrigens  noch  bedeutend  weiter  vereinfachen,  wenn  man  die 


griechischen  Buchstaben  gänzlich  eliminirt.    Wegen 


dT 

ölt 


=  it^  u.  s.  w.  ist  n&m- 


lieh,  wenn  man  nach  ?c  =  ai/7+&i9+Cir  u.  s.  w.  setzt 


dT  dT  dT 

»1 -äZ-"^*^  ""äirr +^"ä7- —  «i(^P+*i^+«i'*)-4-f-a8(oap-»-68gH-c,r)ß 


4-a»(a»p4-*»  y-f-ci  r)  C. 


ölt  ÖX  öp 

Nun  ist  aber 

r^  i(it>^-f.X'^+P'^)  =  i(«i/'+*i^+CiO'-44-i(a,pH-6,5'-hCir)>J5 

und  somit  offenbar 


+i(a8P+6,9-hPir)»C, 
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dT  dT  dT         dT 

«1  -^z-  -f-oa  -g \-a%  -g—  =  -^ —  n.  s.  w. 


dn 


Also  werden  die  (14) 


(15) 


d 
dt 

Af  — 

d 
dt 

■(■f). 

N  = 

> 

d 
dt 

v:)- 

289.    Die  Oleichnngeii  der  Bewegung  yon  G.     An  G  sei 

eine  explicite  J)yname  thätig,  deren  Coordinaten  im  System  der  ;r, 
y,  2  durch  -X,  7,  Z,  L,  M,  iV,  im  System  der  ?,  f,  ij  durch  Ä  fl, 
Z,  -ri,  ilf,  iV  bezeichnet  werden  mögen.  Der  feste  Punkt  o  liefert 
eine  Zwangskraft,  deren  Coordinaten  Pxy.Py,  Pz  im  ruhenden,  P^, 
P^y  Pf  im  bewegten  Coordinatensysteme  seien.  Die  Momente  der 
Zwangskraft  sind  olBTenbar  Null,  weil  diese  durch  o  geht.  Die  frei 
an  G  thätige  Dyname  ist  demnach 

X-4-Par,      Y-^-Py,    Z-hPz,    L,     M,    N    im  ruhenden, 

Jf+Pi,     fl+P,,    Z+Pf,    A,     M,    N    im  bewegten 

Coordinatensystem.  Nach  222  erhält  man  die  Gleichungen  der  Be- 
wegung von  G^  wenn  man  die  6  Coordinaten  dieser  Totaldyname 
in  irgend  einem  System  gleich  den  entsprechendoD  Coordinaten  der 
Beschleunigungsmenge  in  demselben  System  setzt.  Vollständig  in 
allen  Formen  aufgezählt  sind  dieselben  demnach,  wenn  wir  sie  in 
zwei  Gruppen  theilen^  von  denen  sich  die  eine  auf  die  Zwangskräfte, 
die  andere  auf  die  erzeugte  Rotation  bezieht: 

Erste  Gruppe.    Zerlegung  nach  den  augenblicklichen  Axenrich- 
tungen  des  bewegten  Systems;  Euler'sche  Form: 


(1) 


H+P„ 


"  dt 

de 


L*"  dt 


"  dt 
dn 


Z-hPc  =  [vo-^—^o  -J — (7r'+z'X»-Hp^?»-+-WJoJ  m. 


Dieselbe  Zerlegung,  Lagrange'sche  Form: 
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f-     D         d  (  dT\  ,       er  dT 


(2) 


dwt 


dv. 


d  (  dT\  dT  dT 


dT 

dT\       dT 


du. 


dtog 
dT 


,      „         d  f dT\ 
.^-^^i  =  -^[-d^)+''-d^-^  du. 


Zerlegung  nach  den  Richtungen  ^,  y,  z;  Euler'sche  Form: 


(3) 


dt 
dp 


Z-hPs  =  \y»~£ ^s-^ (p^'^q*)Zs'\-rpa,-hqry,^m. 

Zerlegung  nach  denselben  Richtungen;  Lagrange'sche  Form: 


(4) 


Y_L.P         d  (  ^T\        dT         dT 

dT         dT 


F+P« 


^  d  (  dT\ 

dt  \  dv,  ) 


du,      ^  dw,  ' 
„_^p         d  (  dT\^     dT      ^  dT 


Zweite  Gruppe.    Zerlegung  nach  den  Momentanrichtungen  der 
?,  ij,  f ;  Euler'sche  Form: 


(5) 


N  =  C^+(B-A)7tx. 


Dieselbe  Zerlegung,  Lagrange'sche  Form: 


r  ,        d  {  dT\  .        dT  dT 


(6) 


de 


dx   ' 


M 


d  (  dT\         dT  dT 

=  lüVdTr^'^~~'' 


dT 


d   (  dT\ 


dn 
dT 


dQ     ' 

dT 


dg  f  '  "   dx  dn 

Zerlegung  nach  den  Richtungen  as,  y,  z;  Euler'sche  Form: 
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L  =  A^+(C-F)qr-F'-^-^E'-^  +  D'(r'--q') 


(7) 


dt 


dt 


M=B' 


^    ^(^A'^C)rp-U  ^"^ 


dt 


dr 


dt 


dt 
^F'rp—E'pq, 

-hD'pq  —  F'qr, 


N  =  C^+{B^A)pq-E 


f  dp       jPf  dq 


+  F(q^-p^) 


dt       ^  ^^^  dt  dt 

-hE'qr  —  D'^ip. 

Dieselbe  Zerlegung;  modificirte  Lagrange'sche  Form: 


(8) 


M 


N 


_  d  (  dT\ 
~dt\dp  J' 

_  d  (  dT\ 
~  dt\dq  J' 

_  d  (  dT\ 
~dt\dr  )' 


Die  Gleichungen  der  zweiten  Gruppe  liefern,  wenn  sie  integrirt  wer- 
den können,  die  Gomponenten  der  Winkelgeschwindigkeit;  sind  diese 
bekannt,  so  liefern  die  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  die  Werthe 
der  Gomponenten  von  P.  Die  Integration  der  Gleichungen  aus  der 
zweiten  Gruppe  ist  daher  die  zunächst  vorliegende  Hauptaufgabe.  Von 
den  Fqrmen  derselben  ist  (7)  offenbar  unbequem,  (6)  kaum  geeignet; 
(8)  ist  bequem,  wenn  L,  M,  N  als  Functionen  der  Zeit  gegeben  sind, 
was  aber  im  praktischen  Probleme  nicht  leicht  der  Fall  ist,  ausser 
für  L  =  M=  N  =0^  (5)  ist  im  Allgemeinen  die  günstigste  Form, 
weil  in  ihr  die  Variablen  n,  x,  q  nur  mit  Constanten  verknüpft  sind. 

Die  Integration  der  Bewegungsgleichungen  für  einzelne  Fälle. 

287.  Der  Körper  O  ohne  arbeitende  Krille;  die  Momente  der  explieiten 
Dynamen  sind  Nnll.  1)  Wirken  auf  G  überhaupt  keine  andern  Kräfte  als  die 
Zwangskraft  P,  oder  besteht  die  wirkende  explicite  Dyname  nur  aus  Kräften, 
die  durch  o  gehen,  so  ist  A  =  M  =  'S  =  L  =  M=N=0.  Die  Gleichungen 
der  Bewegung  von  O  stellten  sich  also  dann  in  der  Form  dar 


(1) 


dt  \  dp  /         ' 
dt   \  dq  ^  ' 

di    \dr  J  ' 


oder 


(2) 


di: 
IT 


(Ä-C)xp, 


B 


iL^m- 


dt 


{C-Ä)pn, 


C-^  =  M- 


dt 


(A-B)iqi. 
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Dabei  haben  wir  nach  dem  Torigen  Paragraphen  die  Gleichungen 


(3) 


dT 

dp 

dT 
dg 

dT 

dr 


=  aj 


=  6, 


=  c, 


dT  dT 


Ölt 

dT 

dn 

dT 

dn 


dT 


-f-Of 


-f-ft*-^— +&J 


4-c, 


9X 
dT 


4-c* 


dT 

dp 

dT 

dp 

dT 

dp 


und  aus  diesen  folgt,  da  sie  dieselben  Coefficienten  haben,  wie  die  61.  (2)  von 
278,  also  auch  ebenso  aufgelöst  werden 


(4) 


dT 

dn 

dT 
dT 


=  a, 


=  (ia 


=  o, 


dT 
dp 
dT 
dp 
dT 


+  ^8 


-hfcj 


-f-6, 


dq 

dT 

dq 

dT 

dq 


-f-c, 


dT 

dT 

dr 


Es  muss  nun  zunächst  das  Prinzip  der  lebendigen  Kräfte  Anwendung  finden. 
Dass  dem  so  ist,  ersieht  man  leicht,  wenn  man  die  Gl.  (2)  der  Reihe  nach  mit 
IC,  ^,  p,  multiplicirt,  addirt  und  integrirt.     Man  erhält 

(5)        \{An^-^  Bx^  -+-  Cp»)  =  r  =  const 

Die  Constante  ist  selbstverständlich  gleich  dem  T  des  gegebenen  Anfangs- 
zustandes. 

Femer  geht  die  einzig  wirksame  Kraft  P  beständig  durch  o,  also  muss  das 
Flächenprincip  gelten,  und  zwar  für  jede  Coordinaten-Ebene  oder  -Axe.  In  der 
That  liefern  die  (1),  wenn  a,  ß,  7  drei  Gonstanten  sind,  die  Integrale 

,„  dT  dT        •        dT 


dp  ^       dq  ^^       dr 

Nun  ist,  wie  in  879  gezeigt  wurde,  nÄ  das  Moment  der  Bewegungsmenge  von 
O  in  Bezug  auf  die  Axe  der  S,  x^  dasselbe  in  Bezug  auf  die  Aze  der  t^,  pC  in 
Bezug  auf  C-  Die  Momente  der  Bewegungsmenge  in  Bezug  auf  die  Axen  der 
X,  y,  z  sind  also  nach  den  Transformationsformeln 

tti « -4 -f- «8  X -^  "*"  "« P  ^> 
6jituä+68X-B-f-ftjpC, 

Ci  Tt  iH- Cj  X  ß  4- C|  p  c 

TzA  ist  aber  -;r — ,  yB  ist  -7: —  etc.,  also  sind  die  drei  Momente  der  Beweinings* 
dn      ^  dy 


dT       dT 


dT 


Gl.  (6) 


^X 

menge  im  System  der  x,  y,  z  mit  Gl.  (3)  einfach    ^^     7     ^     ^     u 

spricht  also  die  Gültigkeit  des  Flächenprincips  für  die  drei  Axen  der  x,  y,  z 
aus.  Bezeichnen  wir  das  Gesammtmoment  der  resultirenden  Bewegungsmenge 
mit  Sy  so  ist 

(7)        5=Ka'"-f-ß'-f-T*, 

und  die  Gleichungen  (6)  sagen  aus,  dass  S  dem  Werth  und  der  Richtung  nach 
constant  ist.    Die  Ebene,  in  der  dies  Moment  liegt,  wenn  es  als  Paar  gedacht 
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wird,  ist  die  invariable  Ebene  Laplace's.  Nach  279  ist  diese  Ebene  im  Träg- 
heitsellipsoid  die  conjugirte  zur  Homentanaxe. 

Femer  liefert  uns  Gl.  (8)  des  §  279,  da  das  dortige  ^  mit  dem  S^  der  Gl.  (7) 
identisch  ist,  noch  den  Satz 

(8)        2r=a)Scöse, 

wo  c  der  Winkel  ist,  den  ^  mit  der  Homentanaxe  macht.    Schreibt  man  die  Glei- 

2T 

chung  (ocose  =  — 5- ,  so  sagt  sie:  »^ie  Projection  der  Winkelgeschwindigkeit 

o 

auf  die  invariable  Axe  ist  constant.' 

2)  Die  im  vorstehenden  enthaltenen  Sätze,  betreifend  die  Constanz  a)  der 
lebendigen  Kraft,  b)  der  Bewegungsmenge  und  ihrer  Axenrichtung,  c)  der  Pro- 
jection (ocose,  genügen,  um  den  geometrischen  Charakter  der  Bewegung  von  G 
zu  eruiren.  Das  geschieht  am  leichtesten  mit  Hülfe  des  Trägheitsellipsoids  von 
o.  Dies  Ellipsoid  hat  die  Gleichung  ilE'H-JBtj'-f-C^*  =  const.,  und  die  Con- 
stante  ist  vollkommen  willkürlich,  muss  aber  homogen  mit  A^^  sein.  Wir  wollen 
sie  gleich  2T  setzen,  dabei  aber  unter  n,  ^,  p,  a>  nicht  die  Zahlenwerthe  dieser 
Grossen,  sondern  die  Längenwerthe  ihrer  Axendarstellungen  verstehen;  es 
sei  also  cd  der  mit  der  Längeneinheit  multiplicirte  Zahlenwerth  der 
Winkelgeschwindigkeit,  und  :r,  ^,  p  die  Gomponenten  desselben.  Dann  ist 
2r=i4i:3-f-ß^'4-Cp«  homogen  mit  J5»-f-ßV-f-CC*,  und 

(9)  ^P-f-ÄV-f-CC«==2r 

die  Gleichung  desjenigen  EUipsoids,  welches  wir  xax*  dfox^  des  Trägheitsellipsoid 
für  0  nennen. 

Zur  Zeit  t  hat  eine  Gerade  durch  0,  welche  in  die  Drehungsaxe  fällt,  in  S, 
1],  C  die  Gleichungen 

(10)  ?=ic,     ,  =  Xc 

Sie  schneidet  das  Ellipsoid  (9)  in  einem  Punkt,  dessen  Coordinaten  man  findet, 
wenn  man  (9)  und  (10)  nach  £,  t],  C  auf  lost;  das  ergiebt  sehr  leicht 

(11)        ?  =  ic,    t)  =  x,    C  =  p. 
Die  Lösungen  haben  eigentlich  das  Vorzeichen  +,  aber  wenn  wir  festsetzen,  dass 
die  fragliche  Gerade  die  einsinnige  Richtung  der  Homentanaxe,  nicht  die  ent- 
gegengesetzte haben  soll,  gilt  offenbar  das  Zeichen  +*    Und  die  Gl.  (11)  ergeben, 
quadrirt  und  addirt,  wenn  man  KS'-h7]*-f-C*  mit  r  bezeichnet, 

(12)        r  =  CD. 

Der  Semidiameter  des  Trägheitsellipsoides,  welcher  in  die  Rich- 
tung der  Drehungsaxe  fällt,  ist  auch  seiner  Länge  nach  die  geome- 
trische Darstellung  der  Winkelgeschwindigkeit. 

Die  invariable  Ebene  ist  nun  im  Flächenprincip  nur  nach  deijenigen  Eigen- 
Schaft  bestimmt,  welche  man  bei  einer  Linie  die  Richtung  nennt,  kann  aber 
parallel  mit  sich  selbst  beliebig  im  Räume  verschoben  werden.  Da  die  durch  0 
gehende  invariable  Ebene  unseres  Problemes  zur  Homentanaxe  conjugirt  ist,  be- 
rührt eine  ihr  parallele  Ebene,  welche  durch  den  Endpunkt  von  r  geht,  das  Träg- 
heitsellipsoid in  diesem  Endpunkt,  m.  a.  W.  die  Ebene,  welche  das  Ellipsoid  im 
Endpunkt  der  Homentanaxe  berührt,  ist  richtungsinvariabel,  sie  ist  der  anfäng- 
lichen Ebene  des  Homentes  S  stets  parallel.     Wir  bezeichnen  nun  den  Abstand 
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jener  Berührungsebene  Ton  o  mit  h  und  bestimmen  S.    Die  Ebene,  wekhe  das 
Ellipsoid  ^  =  0  im  Punkt  iz,  x^  9  berührt,  hat  die  Gleichung 

oder  mit  Gl.  (9) 

Also  ist  ihr  Abstand  S  nach  bekannter  Formel 

(14)        '-      ^"'+^x'+gp' 

Der  Zähler  dieses  Bruches  ist  2T;  was  den  Nenner  angeht,  so  ist  An  =  -^ — u.s.w. 

OK 

also  nach  (4)  und  (6) 

Atz  =  aia-f-6iß-f-CiY,     Ä^  =  asa+^sß-H^^jT»     ^P  =  «s«-H^ß-hCiT» 
woraus  sich  durch  Quadriren  und  addiren  leicht  ergiebt 

fl5)        4>ic>-f-B»x'+C"p»  =  a'-f-ß'-f-T*  =  S*y 
also  ist 

(16)        l  =  ^ 


und  damit  zugleich  auch  nach  Gl.  (8) 

(17)        S  =  (ocose. 

d  ist  also  constant;  d.h.  die  Ebene,  welche  das  Trägheitsellipsoid  im 
Endpunkt  der  Momentanaze  berührt,  ist  nicht  bloss  der  Richtung, 
sondern  auch  der  Lage  nach  inyariabel;  sie  ist  absolut  inyariabel 
im  System  der  j-,  y,  z. 

Das  Trägheitsellipsoid  berührt  diese  Ebene  stets  mit  dem  Endpunkt  der 
Momentanaxe,  es  rollt  also  auf  ihr,  während  G  sich  bewegt,  und  der  zum 
Berührungspunkt  gezogene  Semidiameter  ist  Momentanaxe  auch  bezüglich  der 
Länge.  Der  Abstand  der  absolut  invariablen  Ebene  you  o  ist  gleich  der  Pro- 
tection der  Winkelgeschwindigkeit  auf  die  invariable  Axe,  und  gleich  dem 
Quotienten  aus  der  lebendigen  Kraft  .und  dem  halben  Moment  der  Bewegungs- 
menge. 

Die  successiven  Endpunkte  der  Momentanaxe  auf  dem  Trägheitsellipsoid 
bilden  eine  Curve,  welche  nach  Poinsot  die  Polo  die  heisst  (nicht  , Poloide* 
da  das  Wort  von  TcdXoc  und  ^8oc  kommt  und  ^Polweg''  bedeutet);  der  Endpunkt 
der  Momentanaxe  beschreibt  zugleich  in  der  invariablen  Ebene  eine  Curve,  welche 
die  Herpolo  die  heisst  (von  fpicetv,  kriechen,  wegen  ihrer  venneintlich  ge- 
schlängelten  Gestalt,  siehe  unten). 

3)  Die  Polodie  ist  der  Ort  aller  Punkte  des  Trägheitsellipsoids ,  deren 
Tangentenebene  von  o  den  Abstand  h  hat.  Sie  ist  also  bestimmt  1)  durch  die 
Gleichung  des  Ellipsoids  selbst    Nennen  wir  die  Halbaxen  des  letzteren  Oy  b,  c, 

2T  2T  2T 

setzen  also  a^  =  — 7- ,   &*  =  -^- ,   c'  =  —p^ ,  so  ist  die  Gleichung  des  Ellip- 

soids  (9) 

(18)       *4-f-^-h-^  =  1. 
a^         b'         c' 

Hat  zweitens  ein  Punkt  des  Ellipsoids  die  Coordinaten  S,  i],  C>   so   ist  der  Ab< 
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stand  seiner  Tangentialebene  von  o  auszudrücken  durch  61.  (14),  wenn  man  in 
dieser  S,  t),  C  statt  it,  ^9  p  setzt,  er  ist  also 

Der  Zähler  dieses  Bruches  ist  1   nach  (18),   die  Bedingung,    dass  der  fragliche 
Abstand  gleich  8  sei,  lautet  also  {—^ 1 =5 — V=  ^  oder 


^     a^        h^         i^      / 


ß'  71*         C  1 

(18)  und  (19)  bestimmen  die  Polodie.  Multiplicirt  man  (19)  mit  8'  und  zieht  sie 
von  (18)  ab,  so  erhält  man 

Das  ist  die  Gleichung  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade,  dessen  Hittelpunkt  in  o 
liegt.  Die  Polodie  ist  also  der  Durchschnitt  des  Trägheitsellipsoids  mit  diesem 
Kegel,  und  da  jede  Verbindungslinie  Yon  o  mit  einem  Punkt  der  Polodie  einmal 
Momentanaxe  wird,  so  ist  dieser  Kegel  zugleich  der  Kegel  (F)  der 
Momentanaxen  in  G, 

Soweit  er  durch  61.  (20)  bestimmt  ist,  besteht  der  Kegel  natürlich  aus  zwei 
congruenten  Hälften,  die  sich  in  o  treffen;  nach  unserer  durchgehenden  Con- 
vention haben  aber  die  Momentanaxen  eine  bestimmte  einsinnige  Richtung;  es 
zählt  also  nur  eine  Hälfte  des  Kegels,  diejenige,  welche  die  Momentanaxe  der 
Anfangsbewegung  enthält. 

d  kann  nun  nur  zwischen  der  grossten  und  kleinsten  Halbaxenlänge  des 
Ellipsoids  enthalten  sein;  ist  6  die  mittlere  von  den  drei  Halbaxen  a,  6,  c,  so 
liegt  der  Werth  von  h  zwischen  a  und  c.  Ist  8  =  a,  so  degenerirt  der  Kegel 
(20)  zur  geraden  Linie  t)  =  0,  C  =  0;  die  Momentanaxe  liegt  also  in  der  Axe 
der  €,  und  ist  daselbst  stationär.  Ist  8  =  c,  so  liegt  die  Momentanaxe  in  der 
Axe  der  C  und  ist  dort  stationär.    Es  sei  nun  etwa  Ä  ^  B  ^  C^  also  a^  h>  c, 

Ist  dann  8  =  6,  so  ist  — =-  <  1  und  — «-  >  1 ;  Gl.  (20)  degenerirt  also  für  den 

Fall  8  SS  6  zur  61eichung  zweier  reellen  Ebenen 


V^-±fVI-'. 


1 

a    r  a' 

welche  das  Ellipsoid  in  zwei  Ellipsen  schneiden.  Befindet  sich  die  Momentanaxe 
einmal  in  einer  dieser  beiden  Ebenen,  so  bleibt  sie  immer  in  derselben.  Fällt 
sie  zu  Anfang  mit  6  zusammen,  so  bleibt  sie  stationär  in  6,  weil  6  dann  senk- 
recht auf  der  invariablen  Ebene  steht,  also  kein  Rollen  statt  findet. 

Liegt  S  zwischen  a  und  6,  so  wird  S  imaginär,  wenn  7)  =  C  =  0 ;  die  T)C-Ebene 
enthält  also  keine  reellen  Erzeugungslinien  des  Tegels  (F),  d.  h.  dieser  umgiebt 
die  Axe  der  £.  Liegt  8  zwischen  h  und  c,  so  umschliesst  der  Kegel  (F)  die  Axe 
der  C 
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Die  beiden  Grenzellipsen,  für  welche  S=b  ist,  theilen  das  El- 
lipsoid  in  zwei  Paar  Scheitelräume,  von  denen  einer  die  Halbaxe  a, 
der  andere  die  Halbaxe  c  enthält.  Befindet  sich  der  Endpunkt  der 
Momentanaxe  einmal  in  einem  dieser  Scheitelräume,  so  bleibt  er  nach 
dem  vorstehenden  immer  in  demselben:  die  Polodie  umläuft  die  in 
dem  Scheitelraum  enthaltene  Axe  des  Trägheitsellipsoids;  sie  wälzt 
sich  um  (7,  wenn  der  Scheitelraum  a  umgiebt,  um  c,  wenn  der  Schei- 
telraum c  umgiebt.  Befindet  sich  aber  der  Endpunkt  der  Momen- 
tanaxe  einmal  auf  einer  der  Grenzellipsen,  so  bleibt  er  auf  ihr. 

Es  folgt  weiter:  Liegt  die  Momentanaxe  einmal  sehr  nahe  an  a^ 
so  bleibt  sie  stets  sehr  nahe  an  a.  Dasselbe  gilt  für  c.  Aber  nicht 
für  6;  liegt  die  Momentanaxe  einmal  sehr  nahe  an  i,  so  wälzt  sie 
sich  nicht  um  i,  sondern  um  a  oder  c  herum,  bleibt  also  nicht  fort- 
während nahe  an  b, 

Anm.  Ein  besonderer  Fall  tritt  bezüglich  der  letzten  Folgerung  ein,  wenn 
der  Endpunkt  der  Momentanaxe  auf  einer  der  Grenzellipsen  liegt;  wenn  er  sich 
dann  in  der  Nähe  von  6  befindet,  können  wir  hier  noch  nicht  angeben,  ob  er 
sich  6  nähert  oder  von  b  entfernt,  auch  nicht,  ob  er  durch  b  hindurchgeht,  und 
ob  er  vielleicht  in  h  von  einer  Grenzellipse  zur  andern  übergehen  kann;  (beide 
Ellipsen  schneiden  sich  ja  im  Endpunkt  von  b) ;  das  wird  später  seine  Erledigung 
finden. 

Die  Hauptaxen  des  Trägheitsellipsoids  sind  nach  dem  obigen 
„Hauptaxen  der  Drehung^,  weil  die  Momentanaxe,  wenn  sie  in  ihnen 
liegt,  stationär  bleibt.  Die  längste  und  die  kürzeste  von  ihnen  heissen 
stabile  Hauptaxen,  weil,  wenn  die  Momentanaxe  einmal  unendlich 
nahe  an  ihnen  Hegt,  sie  auch  unendlich  nahe  an  ihnen  bleibt;  die 
mittlere  dagegen  heisst  labile  Hauptaxe,  weil  sie  diese  Eigenschaft 
nicht  hat. 

Die  Polodie  läuft  immer  in  sich  zurück,  die  Bewegung  von  G 
ist  also  periodisch,  was  die  Lage  der  Axe  im  System  der  $,  i},  C  <tn- 
geht. 

Die  Herpolodie  ist  oiBTenbar  bestimmt  durch  die  Bedingung, 
dass  der  Abstand  eines  ihrer  Punkte  von  o  gleich  sein  muss  dem 
Abstand  des  entsprechenden  Polodienpunktes  von  o,  also  gleich  r. 
Nun  schwankt  r  oflfenbar  auf  der  Polodie  periodisch  zwischen  zwei 
extremen  Werken,  die  Herpolodie  windet  sich  daher  zwischen  einem 
Maximal-  und  einem  Minimalwerth  hin  und  her;  sie  berührt  ab> 
wechselnd  zwei  Kreise  der  invariablen  Ebene,  deren  gemeinsamer 
Mittelpunkt  der  Fusspunkt  von  S  ist.     Poinsot  zeichnete  die  Herpo- 
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lodie,  wie  Fig.  141  Fig.  141.  Fig.  142. 

angegeben  ist,    und 

gab   ihr   ihren  Na- 
men   wegen    der 

vorausgesetzten    ge- 

schlängelten   Form ; 

neuerdings  haben 

aber  Hess  und 

de   Sparre    gezeigt, 

dass  die  Herpolodie 

weder  Spitzen  noch  Wendepunkte  hat;  ihre  wirkliche  Form  hat  Aehn^- 

lichkeit  mit  der  Horizontalprojection  der  Bahn  des  sphärischen  Pen- 
dels, vergl.  Fig.  142. 


Der  Abstand  zweier  Gontactpunkte  t  und  t'  entspricht  der  Zeit,  in  welcher 
die  Polodie  einmal  halb  abgerollt  wird.  Näheres  wird  sich  im  Folgenden  er- 
geben. 

4)  Wir  wollen  nun  hier  schon  eine  Voraussetzung  einfuhren,  die  sich  später 
als  nöthig  erweist  und  Yorläufig  grössere  Bestimmtheit  der  Darstellung  ermög- 
licht. Wir  behalten  die  Annahme  bei,  dass  B  das  mittlere  der  drei  Hauptträg- 
heitsmomente  sei,  und  dass  die  Axe  der  S  in  a,  der  C  iu  c,  der  t)  in  6  falle ;  wir 
setzen  aber  ausserdem  fest:  Die  Axe  der  C  falle  immer  in  diejenige  der 
beiden  extremen  Hauptträgheitsaxen  Yon  O,  welche  Yom  Kegel  (F) 
umschlossen  wird.  M.  a.  W.  8  liegt  immer  zwischen  6  und  c.  Ist  also  S>6, 
so  muss  c,  die  in  die  C-Axe  fallende  Halbaxe  des  Trägheitsellipsoids,  grösser  als 
a  sein,  ist  aber  8  <  ö,  so  ist  c  <6  <a.  Da  85  =  2T,  und  b^B  =  22;  sind  die 
Bedingungen  8>6  und  l<b  gleichlautend  mit  2TB >S^  und  2TB  <S^.  Ist 
also  S^—2TB>0y    so    ist    e<b  und  A<B<C;    ist  S»— 2rÄ<0,    so  ist 

A>B>a 

Löst  man  nun  die  drei  Gleichungen 


(21)  An^-i-Bx^-hC^^ 

[A'^Tc^-^-B^X^-hC^p^ 

nach  ir',  x'i  p*  auf,  so  erhält  man 

BC 


2T 


(22) 


it>  = 


X'  = 


P'  = 


(A^B)(A^C) 

CA 
(B-CKB-A) 

AB 

(C-AXC--B) 


(O)'  — X») 


((ü'-fi«) 


Budd«,  Mechanik.     II. 


(to* — V*),    wo  abkürzend 
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(23) 


_  2r(g+c)— ^ 

^   "~  BC 

2r(C4-^)  — 5^ 


f*'= 


v>  = 


CA 

2T(A-^B)  —  S» 
AB 


gesetzt  ist   Indem  man  die  Ausdrücke  für  ic',  x*f  p'  ^^  &^)  einsetzt,  finden  sieb 
nebenbei  folgende  Identitäten,  in  welchen  das  Summenzeichen  JS,    wie  früher, 

eine  Summe  yon  drei  Gliedern  bedeutet,  von  denen  die  beiden  letzten  aus  dem 
hingeschriebenen  ersten  durch  cyklische  Yertauschung  gebildet  werden. 

BC  .        _  JBCX' 


(24) 


f  {A-B)U-C) 

y l 

t   (A^BKA^C) 
-,  A 


=  1,      ^ 


0,  2: 


r  {A-B)(A-C) 
X» 


=  0, 


l^  (A^BXB^C) 
Femer  ergiebt  sich  aus  (22) 


=  0,  2: 


f  {A^BXA-C) 
AX^ 


2T 
ABC 


r  iA-B){A--C) 


ABC 


(25) 


und  wenn  man  noch  abkürzend  setzt 

(26) 
so  kann  man  die  weiteren  Gleichungen  hinzufügen: 


.  _  (S»^2TA)(S*^2TB)(S*-'2TC) 

ABC8*  ' 


(26) 


„     . ,  __    (ffl  —  2r^(ffl~22Y?) 
^  "^ BCS^  ' 

{S^^2TC)(S»^2TA) 
^  CAS^ 


J'—v«  = 


(5»— 2ri4)(5>— 2rÄ) 


(8'-f*^(8'-~v')  =  ^(S»-2rii), 
(82_v^(8>_X>)  =  A.(5i_2rß), 

(8>_X')(8»-tt')  =  -^(5«-2r(7), 

A>  =  (8«— X«)(8»— fji«)(8>— V«). 

Die  Einführung  der  Grossen  X,  fx,  v  gestattet,  die  folgenden  Entwickelungen  auf 
möglichst  einfache  Formeln  zu  bringen. 
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Die  Gl.  (25)  zeigen  nun  zunächst,  dass  X*>v';  denn  ist  Ä>C,  so  ist  nach 
d-er  obigen  Festsetzung  S* — 2TB <0  und  umgekehrt,  also  ist  v* — X*  immer  ne- 
gativ.    Ferner,  ist  A>  C,  also  in  der  dritten  Gl.  (25)  ß— -4<0,  so  ist  Ob, 

also  8»>c>,  ^>-^  oder  S^-2rC>0,  also  X»— fx«<0.     Ist  aber  Ä<C, 

so  ist  S^—2TC,  wie  dieselbe  Betrachtung  ergiebt,  negativ,  also  wieder  X'— (i'<0. 
Es  ist  also  bei  der  obigen  Festsetzung  stets 

fi«>X«>v«. 

In  der  zweiten  Gleichung  (22)  ist  nun  der  Factor  von  «o*  —  jt'  immer  negativ; 
also  wird  ^  imaginär,  sobald  o>'>(a^  ist,  d.  h.  fi  ist  der  grosste  absolute 
Werth,  den  a>  überhaupt  erlangen  kann.  Dagegen  wird  it  imaginär,  so- 
bald o>><X^  also  ist  X  der  kleinste  absolute  Werth,  den  cd  erlangen 
kann.  Im  Augenblick  wo  o>  =  X  wird,  ist  p  offenbar  immer  noch  reell.  Das 
Maximum  cd' =  fjt^  tritt  ein  in  dem  Augenblick,  wo  ^  =  0  ist,  also  die  Mo- 
mentanaxe  erreicht  ihre  Maximallänge  ia  dem  Augenblick,  wo  sie 
in  die  (C-Ebene  fällt;  sie  erreicht  ihre  Minimallänge  in  dem  Augen- 
blick, wo  sie  in  die  ijC-Fbene  fällt,  weil  it  =  0  für  co  =  X  ist  Die  vier 
Punkte  der  Polodie,  für  welche  r  einen  Grenzwerth  hat,  liegen  also  in  den  Ebenen 
der  K  und  der  tjC. 

5)  Offenbar  lässt  sich  nun  a>  in  zwei  Componenten  zerlegen,  von  denen  die 
erste  in  der  invariablen  Axe  liegt,  die  zweite  senkrecht  dazu  steht.  Die  erstere 
ist  das  (ucose  der  Gl.  (8),  ist  also  t,  die  letztere  ist  der  Radiusvector  der  Her- 
polodie,  der  mit  v  bezeichnet  sei.  Es  ist  also  v' s=s  a>' — 8',  und  die  Maximal- 
und  Minimalwerthe  von  v  sind  nach  dem  Vorstehenden 

Dieses  sind  also  die  Radien  der  beiden  Kreise,  zwischen  denen  die  Herpolodie 
eingeschlossen  ist.    v  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  aus 

(27)        v»  =  0)2—8«  =  ,:9-f-^8-f-p«_8». 
Wir  wollen  nun  die  Winkelgeschwindigkeit,  womit  sich  v  um  dem  Fusspunkt  von 

da 

S  dreht,  —  nennen  und  einen  Ausdruck  für  sie  suchen.    Zu  dem  Ende  legen  wir 

das  Coordinatensystem  der  or,  y,  z  so,  dass  die  Axe  der  z  in  die  invariable  Axe 
fällt  Dann  ist  das  Moment  der  Bewegungsmenge  identisch  mit  seiner  Compo- 
nente  auf  der  z-Axe,  also  in  Gl.  (7) 

und  von  den  drei  Componenten  p,  q,  r  ist  zugleich^  da  r  in  die  Richtung  von 

5  ftllt 

(28)         r  =  a>cose  =  8. 

Aus  Gl.  (4)  und  (6)  folgt  dann 

kA  =  — —  =  ci  5,    ^ß  =  cjS,    pC  =  ct  S,    also 

(29)      "c,=-^,    c  =  J§-,    c.  =  ^. 

Nun  sei  in  Fig.  143,  S.  836,  o  der  feste  Punkt  von  Oj  h  der  Fusspunkt  von  h 
in  der  invariablen  Ebene,  hk  der  Radiusvector  v  zur  Zeit  t,  hk'  derselbe  zur  Zeit 
t'\'dt.    Der  Winkel  kkk'  ist  dann  cfo,  also  der  u.  kl.  Sector  khk'  ist  jfV^da,    Dieser 
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Fig.  143. 


Nun  ist  nach  284 

oder,   wenn   man 
A  —  B 


Sector  ist  die  Projection  des  Sectors  hoV  auf  die  Ebene 
der  xy.  Der  Sector  hoV  hat  aber  die  Seite  oib  =  m,  und 
sein  Winkel  koV  ist  wdt^  wo  10,  wie  früher,  die  Weeh- 
Seigeschwindigkeit  der  Momentanaxe  bezeichnet;  er  hat 
also  den  Inhalt  ^»'v<2r.  Denkt  man  sich  beide  Sectoren 
auf  ihren  Azen  dargestellt,  so  ist  die  Axe  der  z  Axe  Ton 

— ^ —  und  die  Axe  der  Wechselgeschwindigkeit  ist  Axe 

Yon  \^^\Ddi,  Also  ist  \v^dz  die  Projection  \vB?dt,v2. 
Nun  ist  w%  =  citrg-|-c>icjy-|-cjw^,  also 

v^da  =  cD'A(ciict-l-cjwi74-cs«Pr)- 


di 


dl  ' 


und    -^   den    Euler'schen   Gleichungen    gemäss    durch 


ic^  u.  s.  w.  ersetzt, 


o>*?rc 


A—B 


a>' 


ttt'10 


(  B  —  C 


C—A 


C 


■p* 


'-''  -•). 
"•). 


i4  — B 


C 
B—C 


X-)- 


Also  wird,  wenn  man  für  Ci,  cg,  c^  ihre  Werthe  aus  (29)  setzt 


icM   /^— B 


( 


.3 


C—A 


c^-^)'  -.>...  c^--^)'  .>^».  (^-^'  ■...« 


X'P^ 


f') 


i:'X' 


^^  -c/7  =  -^^^f  (4-ß)(.l-0 


uäÄ       ^  »*    '         BS       ^  "    '         CS 
Setzt  man  darin  die  Werthe  von  ic',  j^,  p'  ein,  so  ergiebt  sich 

(30) 

Nun  ist  a>'  =  8*-ht)',  also 

(<ü'— pL«)((o»  — V«)  =  t;*-f-(2V— fi»— v»)p«-h(8»  — fi«)(8'  — V«), 
oder,  indem  man  X*v'  addirt  und  subtrahirt,  mit  der  vierten  61.  (26) 

A 

In  der  Gleichung  (30)  fallen  nun,  wenn  man  diesen  Zähler  einsetzt,  nach  der 
zweiten  Gleichung  (24)  alle  diejenigen  Posten  bei  der  Summation  fort,  welche 
sich  durch  cyclische  Vertauschung  nicht  ändern,  also  v*,  2 8*1?',  (X'-hfi'-hv*)©' 
und  A8;  es  bleibt 


(ü>«— (x«)((o»— V«)  =  i;<-h28«r2  — (X>-f-pi»-f-v«)i;»4-X'»'4-A  (4-~^)- 


Sü^ 


dt 


=  —ABC£ 


A 


7   {A^B){A-C) 

=  ABCtP£ ^^ 

"^    r    {A-B){A-C) 


-Sti£ 


BC 


7  (^-B)(.i~o 
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oder  nach  (24) 


5ü> 


(31) 


dt 

dQ_ 

dt 


=  22V>— Äl 
A 


8- 


da 


womit  der  einfachste  Ausdruck  für  -y-  gefunden  ist. 

6)  Wir  gehen  nun  dazu  über,  das  Zeitliche  der  Bewegung  von  G  zu  be- 
trachten; zunächst  sollen  ic,  X)  P  ^^^  Functionen  der  Zeit  dargestellt  werden. 
Dazu  dienen  die  Euler ^schen  Gleichungen  (2),  die  wir  in  der  leicht  abgeänderten 

Form  schreiben 

dn         B—C 

=  — Ä —  XP» 


(32) 


dt 


dx  _a- 


dt 
dp 


B 
A  —  B 


P«5 


^• 


dt  C 

Auf  den  Weg  zur  Integration  führt  die  Bemerkung,  dass  drei  bekannte  Func- 
tionen ähnliche  Differentialgleichungen  haben.  Sind  nämlich  u  und  t  zwei  Ver- 
änderliche, und  definirt  man  die  Function  „am  u^  (Amplitude  von  u)  durch  die 
Gleichung,  in  welcher  it>  <  1  ist, 

'ami»  dr 


-/' 


Kl  — ifc»sin»T 


0 


führt  man  zugleich  den  abkürzenden  Ausdruck 

Aamu  =  Yi — ib^sin-amu 

ein,  so  bestehen  die  Gleichungen 

cfsinamu  =  cos  am  uA  am  u  du 
dcos&mu  s=  — sinamtiAamucftt 
cfAamu  sss  — A;' sin  am»  cos  am  u<fu. 

Die  Analogie  dieser  Formeln  mit  Gl.  (32)  fuhrt  dazu,  dass  man  versuchsweise  setzt 

(33)        ir  =s  icj  cosamu,    )f  =  ^isinamu,    p  =  p^  Aamu,    u  =  gt-i-/. 

In  diesen  Gleichungen  sind  iC],  j^,  pi,  g  und  /  Constante;  lassen  sich  dieselben 
nebst  k  so  bestimmen,  dass  sie  alle  reell  sind,  dass  A;' <  1  ist,  und  dass  die 
Differentialgleichungen  von  (33)  identisch  mit  (32)  werden,  so  sind  (33)  die 
Integrale  von  (32).    Die  Differentiation  von  (33)  ergiebt  nun 

dn  =  — TCi  sin  am  u  A  am  u^<it 
dx  =  -f-^i  C08anJ**A  am  u^A 
{/p  as  —  pj  k^ cos  am  u  sin  Mnugdt    oder 

dn  itig 

'dr~ 


(34) 


XiPi 

dt  piici  ^^ 

^  ^      p   Pi^ 


Xh 


«X- 
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Der  Vergleich  mit  (32)  ergiebt  nun  die  Bedingungen 
(35)         ^—^   ^  _  "1^         ^— ^    ^    Xi9         ^—B  ^  _f.i  ?yL 


A  y,p,  B  piTTi  C  K,^, 

Diese  Gleichungen  bestimmen  3  der  6  Grossen  tci,  ^i,  pi,  g,  /,  k\  drei  von  ihnen 
bleiben  also  willkürliche  Integrationsconstanten;  die  Integrale  (33)  sind  demnach 
allgemein.  Die  willkürlichen  drei  Constanten  wollen  wir  nun  zunächst,  so  weit 
es  angeht,  den  gegebenen  Anfangsbedingungen  anpassen.  Es  giebt  offenbar  einen 
Zeitpunkt,  wo  x  =  ^  i^^»  ^^^  diesen  ist  auch  amu  =  0,  also  cosamu  =  1, 
sinamu  =  0,  Aamu  =  1,  also  nach  (33)  ti  =  ici  und  p  =  pi.  Folglich  sind  iei 
und  pi  die  Werthe,  welche  i:  und  p  in  dem  Augenblick  haben,  wo  die  Momen- 
tanaxe  die  (C-Ebene  passirt.    In  diesem  Augenblick  ist  nun,  wegen  x  =  ^ 

2r=2litJ-f-Cpf,    5«  =  2l»tcJ-l-C2pf. 
Hieraus  ergiebt  sich 

Man  kann  nun  hierin,  wenn  tiq,  ^o»  Po  ^^^  Anfangswerthe  von  ir,  j^,  p  sind, 
S9  =  i4>itJ-hB«xJ-l-C'>p?,  2T  =^  Anl-^- Bxl-hCpl  setzen  und  erhält  so 

^,  _   A{A^C)izl^B(B^C)xl 
"^^  ""  A(A-C) 


(37) 


B{B-A)xl-^C(C-A)pl 
P^  C{C—A) 


Man  kann  aber  auch  die  Grössen  X,  fji,  v  einfähren;  aus  (25)  und  (36)  folgt  näm- 
lich leicht 

Daraus  folgt  weiter  mit  Gl.  (35) 


(39) 


^'  ""  ^    B{B—C)  (A—B){B^C)  ^  ''' 

,          ,  (2i-C0(g-~(7)  ,       , 

^    =P' AB ^^      '' 


pj    C(B-C)         fji»— V» 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  5  hiermit  bestimmten  Constanten  sämmtlich  reell 
sind ;  auch  ist  ^'  <  1  wegen  X  >  v.  In  diesem  letzteren  Umstand  liegt  der  Grund, 
der  uns,  wenn  es  nicht  schon  oben  geschehen  wäre,  an  dieser  Stelle  gezwungen 
haben  würde,  die  Convention  zu  treffen,  wonach  die  Axe  der  C  stets  im  Innern 
des  Kegels  (F)  liegt ;  fiele  sie  ausserhalb  (F),  so  würde  v  >  X  werden,  die  3  Glei- 
chungen (33)  würden  also  nicht  für  alle  Fälle  zur  Darstellung  ausreichen.  Im 
concreten  Fall  hat  man,  wenn  etwa  tcq)  ^o)  Po  gegeben  sind,  icf  und  p}  bei  will- 
kürlicher Lage  der  Axen  i  und  C  mit  (37)  zu  berechnen  und  zu  untersuchen,  ob 
k^<l  wird.  Ist  dem  so,  so  liegen  die  Axen  richtig ;  wird  aber  ib'  >  1 ,  so  hat 
man  die  Axe  der  C  an  die  Stelle  zu  legen,  wo  bei  der  Probe  die  Axe  der  S  lag, 
und  die  Axe  der  E  dahin,  wo  die  Axe  der  — C  lag;  dann  wird  X:'<1  werdeo. 
Da  k  in  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  als  absoluter  Werth  auftritt,  ist 
eine  Bestimmung  des  Vorzeichens  von  k  nicht  erforderlich.    Wohl  aber  müssen 
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die  Vorzeichen  von  icq)  Xo  ^*  s-  ^-  bestimmt  werden.    Die  Ol.  (83)  liefern  für  den 
Zeitpunkt  Null 

(40)  ito  =  «1  cos  am/,  ^o  =  Xi  ^^^  *™/»  Po  =  Pi  ^  ana/. 
Da  Aam/  immer  positiv  ist,  muss  pi  immer  das  Yorzeicben  von  po  haben.  Es 
liegt  darin  der  weitere  Satz,  dass  p  während'  der  Bewegung  von  O  immer  das- 
selbe Vorzeichen  besitzt;  dies  versteht  sich  von  selbst,  wenn  man  bedenkt,  dass 
die  Axe  der  C  im  Innern  des  Kegels  (F)  liegt,  dass  also  die  Protection  aller  Mo- 
mentanaxen  auf  die  Axe  der  C  die  gleiche  Richtung  hat.  Die  Vorzeichen  von 
^1,  ici  und  g  dagegen  sind  durch  die  Gl.  (35)  nur  so  miteinander  verknüpft,  dass 
zwei  von  ihnen  das  dritte  bestimmen.  Wir  nehmen  g  als  positiv,  und  geben  ici 
das  Vorzeichen  von  tiq-  Dann  hat  Xi  ^^^^  &^)  ^^  Vorzeichen  von  (C — -4)it<,po. 
Schreibt  man  mit  Jacobi 

n 
T 


K    für     I        , 


0 

so   ist   ^K  der  Index   der  reellen  Periode  von  sin  am  u   und   cos  am  u,   es   ist 

4iC 

cosam(u+4ir)  s=  cosamu.    So  oft  nun  t  um  wächst,    wächst  u  um   4ir, 

4Jt  ^ 

also  ist die  Zeit,  in  welcher  der  Endpunkt  der  Momentanaxe  die  Polodie 

9 

K 

einmal  umläuft;  —  ist  die  Zeit,  in  welcher  die  Momentanaxe  aus  einer  Goordi- 

9 
natenebene  des  beweglichen  Systems  in  die  nächstfolgende  wandert. 

Zur  Bestimmung  von  /  haben  wir  endlich  die  beiden  Gleichungen  (40) 

(41)        cosam/=— ,    sin  am/ = -3^. 

"i  Xi 

Die  Bedeutung  von  /  erhellt  aus  (33).   sin  am  u  ist  Null  fnr  u  =:  2eJr,  wo  t  eine 

ganze  Zahl  ist,  also  v  =^  0  für  <  » ^.    Danach  ist — ^  die  Zeit,  welche 

9  9 

vergeht,  bis  die  Momentanaxe  zum  eten  Mal  in  die  SC -Ebene  fällt    Setzen  wir 

2jf / 

willkürlich  e  =  1,  so  ist die  Zeit,  welche   vom  Anfangsmoment  bis   zu 

dem  Augenblick  vergeht,  wo  die  Momentanaxe  zum  erstenMal  in  die  £C-Ebene 
gelangt.  Dann  liegt  amf  zwischen  0  und  ic,  ist  also  durch  die  beiden  Gleichun- 
gen (41)  eindeutig  bestimmt  Rechnet  man  die  Zeit  von  einem  Augenblick  an, 
wo  die  Momentanaxe  in  der  SC-Ebene  liegt,  so  ist  ^^  =  0,  /  =»  0. 

CO  findet  sich  am  bequemsten  aus  der  zweiten  Gleichung  (22);  nach  dieser  ist 
nämlich 

8         a_L  {B-C){B-Ä)     ,         .       (B-C)(B-il)      ,   .    , 
o)«  =  |A»-|— i ^ i-^«  =  ^8-1— i^ ^ i- 1\  sin'amtt, 

also  nach  (39) 

(42)        w«  =  |ji»—  (pi'— X»)sin»amu. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  die  schon  früher  gemachte  Bemerkung,  dass 
CD  sein  Maximum  hat,  wenn  u  =  0,   also  in  der  (C- Ebene,  und  sein  Minimum, 

IC 

wenn  am«  =  -5-,  also  in  der  i]C-Ebene. 
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7)  Um  nun  die  Bewegung  in  dem  System  der  x,  y,  z  darzustellen,  denken 
wir  uns  dies  System  wieder  so  gelegt,  dass  die  Axe  der  z  in  die  invariable  Ajte 
ßillt.  (o  zerftUt  dann  in  die  beiden  Componenten  r  und  t;,  von  denen  v  =  Vp^-^q^ 
ist.     Für  r  haben  wir  bereits  die  Gleichung  (28) 

(28)         r  =  J  =  ^. 

v»  ist  u)«  — J3,  also  nach  (42) 

V  =  J^(ft3  _  8»)  —  (jiL»  —  X'O  sin  2  am  u    oder 


Maximum  und  Minimum  von  v  liegen  in  den  Punkten,  wo  die  invariable  Ebene 
von  der  Polodie  in  der  SC-  und  (t]- Ebene  berührt  wird.  Ihre  Werthe  sind  die 
schon   oben  berührten  Durchmesser  der  beiden  die  Herpolodie   einschliessenden 

Kreise,  }^flr=^  und  J^X»— 8«.    Ferner  hatten  wir  in  (31) 

da 


di  V 


3  » 


woraus  mit  (43),  wenn  man  abkürzend  -^ — ^  =  Ä*  setzt, 

da  =  Idt- 


fi^  —  8'^       1 — A'sin^amu 
Nun  ist  nach  der  Definitionsgleichung  von  amu 

du  =  — - — — ,     femer    dt  =  —  du. 

Kl-— i^sin^amu  9 

also 

,        »j  A  rfamu 

da  =  hdl— 


g{\>.^—l^      (1  — Ä3sin»amtt)Kl  — Ä:'sin»am«  ' 

und  sonach  a  durch  ein  elliptisches  Integral  dritter  Gattung  auszudrücken.  Im 
Moment  /  =  0  ist  amu  =  am/,  im  Moment  «  =  <  ist  amu  =  am(^£-h/);  also  ist 

A  /-»«"(J^+Z)  rfamu 

0  —  Oq  =  Ot I • 

^(fi3  — 6»)  J  (1— Ä«8in2amu)Kl— /fe^sin'amu 

am/ 

Verstehen  wir  unter  ti  die  Zeit,  wo  die  Momentanaxe  zum  ersten  Mal  in  die  EC- 
Ebene  fällt,  und  rechnen  wir  u  von  derjenigen  Lage  ab,  in  welcher  v  sich  zu 
dieser  Zeit  befindet,  m.  a.  W.  rechnen  wir  u  von  einem  Maximalwertb  von  r  ab, 
so  ist  a  =  0  für  t  =  r^,  also 

_ao  =  8^i-— ^— r'— ^amu 

<7(f*'-8*OJ     (1 — Ä^sin^amu)  Vi  — ib^sin'amu    ' 

am/ 

also 

A       /•»"W-'i)]  de 

(44)        a  =  8(<-0 T-T-Tir  ,  — , 

9ii»'^-^^  J  (l-Ä»sinse)Kl-*:'sin»e       ' 

0 

wo  nunmehr  im  Integral  einfach  ein  laufender  Buchstabe  8  statt  am  u  gesetzt  ist 
Legt  man  die  Axe  der  x  in  dieselbe  Gerade,  von  der  aus  a  gezählt  wird, 
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so  ist  ps=vco89f  q  =  vsm(S,  und    damit   sind /»,  q,  r  bestimmt.    Von   einem 

Maximal werth  der  Grosse  v  zum  andern  vergeht  die  Zeit  — ;  also  ist 

9 

^  ^2K  A         r^ dB 

^b  g        ^(j4*_8i)j      (i_«Ä»sin»e)Kl  — Ä;»8in»e 

0 

der  Winkel,  welcher  dem  Abstände  zweier  Berührungspunkte  der  Fig.  142  ent- 
spricht. Ist  derselbe  mit  2ic  commensurabel ,  so  kehrt  die  Herpolodie  in  sich 
selbst  zurück;  im  andern  Falle  ist  sie  transcendent 

8)  Es  erübrigt  nun  noch,   die  Winkel,   welche  die  Lage  von  G  im  System 
der  JT,  y,  z  bestimmen,  also  die  Winkel  9,  4^,  9   des  §^2  als  Functionen  von 

pC 
t   auszudrücken.    Nach  272  Gl.  (6)  ist'  cosÄ  =  c,  und  nach  (29)  ist  c,  =—3—, 

also 

(45)        cos»  =  -^. 

Die  positive  Hälfte  der  2-Axe  kann  immer  so  gelegt  werden,  dass  sie  mit  der 
Axe  der  C  einen  spitzen  Winkel  bildet;  dann  genügt  Gl.  (45)  zur  eindeutigen 
Bestimmung  von  %. 

Weiter  hat  man  nach  272  (6) 

c,  =s  cos^psin^,    c^  =:  sin  4^  sin  &, 


also 


(46)        cos^l'  sinft  =  —^-  ,     sin d^ sin*  =  -^^  • 

o  o 


Damit  ist  auch  ^  eindeutig  bestimmt,  sobald  man  die  Festsetzung  trifft,  dass  ^ 
in  der  Anfangslage  zwischen  0  und  2tc  enthalten  sei;  denn  tp  ändert  sich  con- 
tinuirlich. 

Für  (p  endlich  liefern  die  7.  und  8.  Gleichung  (6)  des  §  272 

tangf  =s  -=-     oder     cos' 9  = 


woraus  leicht  zu  finden  ist 

.    _.   atdbi  —  bidai    __    a^dbi  —  hida^ 

Nun  ist  nach  276  Gl.  (9) 

<f6j  =  (61X  — ^^)<ft,     da^  =  («iX  — «a")«''! 
also 

letzteres  nach  272  Gl.  (5).    Also  ist  mit  (29) 

oder,  da  Ak^-^Bx^  =  2r— Cp»  und  A^T^-hB^y^  =  5«— C'p«  ist, 

^  =  -^  cv=^  ''^  ^  "c  *-- C(cv^  *• 

Nun  ist 

p»=  Pf  A'amu  =  pj(l— ;:>8in»amii)  =  -^^;^^  -pjik«sin>am«, 
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also 

(/ — ^ 
^  i<(ffl— 2rC)  /        C--A     C»p»fc'8in'amu\ 

C— -4        V*^  S*  —  2TC      A^    ^^  ^ 

=         ^,^         (1-h^  -^^-fc'sm'amuj. 

Zugleich  ist,   wie  oben,  dt  =  —  ^  ,  also 

gYl — i;'sin^amu 

,  S   ,  SA  d9mu 


C  9C(C---A) 


flH--^  -^Ä'sin'amtt)  Kl— ^^'ain'amu 


7  ist  der  Winkel,  den  die  Ebene  der  zx  mit  der  Ebene  zo^  macht.  Liegt  die 
Axe  der  :r,  wie  oben  angegeben,  so  föllt  im  Augenblick  fj  die  Ebene  der  CS  mit 
der  Ebene  der  xz  zusammen,  also  ist  ^  =  0  für  t  =  ti,  somit 


(47)        ,p  =  A(,_<.) 


SA         Z^"" rfB 

,c(c-^)  j      (1  ^  c»  ^^,^.^,3)  ^^_,,,i,.e  ' 


womit  7  als  elliptisches  Integral  dritter  Gattung  hergestellt  ist,  dessen  Parameter 
den  Werth  —  -^  -^  **  hat. 

A^     7C} 

9)  Wir  stellen  die  bisher  gewonnenen  Resultate  für  den  allgemeinen  Fall 
zusammen.  Vorausgesetzt  wird,  die  Axe  der  C  sei  so  gelegt,  dass  der  Kegel  (F) 
sie  umschliesst.  T  sei  die  lebendige  Kraft,  S  das  Moment  der  Bewegungsmenge 
von  G;  beide  sind  constant,  also  durch  den  gegebenen  Anfang^zustand  ein  für 
allemal  bestimmt.    Man  setze  abkürzend 

2r(g4-C)--ffl  BC 

^  "•  BC  '        '        (A-B)(A-C)^^       "^^ 

__   2nC-^A)-S^  _  CA 

^  -  CA  '     Xi  =  ^A-B){B-C)  ^      ''^' 

_  2T(A^B)^S^  _  AB 

"   ~  ^ß  '      P^         (C-ß)(C-2l)  ^  ^' 

und  rechne  die  Zeit  von  dem  Augenblick  an,  wo  die  Drehungsaze  zum  ersten 
Mal  in  die  Ebene  der  iC  ^Ht;  dann  ist,  wenn  8  durch  das  gleichbedeutende  r 
ersetzt  wird, 

ir  =  TCi  cos&mgt,    X^^Xi  sinam^«,    p  =  pi Aam^/, 

2T 

jo  =  vcosc,  7  =  ü8ino;  '*=— o— j 

0)3  =  jji,9 — (p,5 — X')  sin'  am  yf , 


Bewegung  ohne  Kr&fte;  allgemeine  Ergebnisse  und  SpecialfEÜI  5  =  6.         843 
V  =  J^fA«— r« y  1  —  ^3__  3  sin*am^/, 


"''^'      5?(f*'-'-')j         (1— Ä«sin»e)Kl-Jfc'8in'< 

0 


WO  A«  =  (r*— X')(r»— fA')(r«— V»)  und  Ä«  =  ^^""  ^    steht.     Ferner  ist 

p.        r 

cosO  =  -^,       cos^.  =  ^jjjy ,       sin^.  =  ^i^, 


?  =  Tr' 


5^       r»"^'  rfe 


C         ff  C(C- 

0 


^^r 

"A)] 


Dabei  liegt  die  Axe  der  z  in  der  invariablen  Axe,  und  die  Axe  der  x  im  ersten 
MaximalradiusTector  der  Herpolodie.    In  dieser  Lage  ist  zugleich 

nA  yB  pC 


und  a„  &,,  ...  63  lassen  sich  hieraus  mittels  der  6  Bedingungsgleichungen,  wel- 
che für  die  9  Grössen  ai...ct  bestehen,  ermitteln. 

10)  Wir  betrachten  nunmehr  den  Specialfall  8  =  6,  oder  2rß  =  SP.     Der- 

selbe  liefert  X^  =  v'  =  —5- ,  also  ik*  =  1.    Die  elliptischen  Integrale  und  Func- 
tionen  degeneriren  also  zu  cyclometrischen  und  goniometrischen.  Zugleich  ist  wegen 

B  =  -^^  auch  —^  =  8^,  also  X  =  v  =  8. 


=  8'Ä 


A  =  0,    A  =  1 ; 

Die  Definitionsgleichung  von  amu  degenerirt  zu 

^  r*"*         rfe  ^  r'^"^  cosBcfe     ^  l-4-8inamti 

"      j  Kl-8in>e         J  l-8in»e    ""^^'^^    1-sinam«    ' 

0  0 

woraus 

«^•*— 1                                   2 
sin  amu  =  — r ,    cos  amu  == =  Aamu. 

Also  wird,  wenn  man  die  Zeit  wie  oben  zählt,  so  dass  u  =  gt  ist, 

2  ,    6^^'— 1  2 


Man  sieht  hieraus,  dass  für  /  =  oc  it  und  p  sich  asymptotisch  der  Null  nähern, 
während  x  8ich  der  Eins  nähert.  Die  Momentanaxe  rückt  also  asymptotisch  in 
die  mittlere  Trägheitsaxe ,  und  da  sie  hierzu  unendliche  Zeit  braucht,  kann  ein 
Ueberschreiten  der  Halbaxe  6  nie  vorkommen.  Hiermit  ist  die  Anmerkung  zu 
No.  3  erledigt. 
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Femer  ist 

(49)        a  =  8^    t;  =  t^il^rsäcosamjyf  =  8  {Ä-^B){B-C) -1——. 

LA  ß9*^tr~1r 

V  dreht  sich  hiemach  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Fusspunkt 
von  h  und  nähert  sich  dabei  asymptotisch  der  Null;  die  Herpolodie  ist  eine 
Spirale,  welche  sich  dem  Fusspunkt  von  5  asymptotisch  nähert 

11)  Der  Specialfall  Ä  =  B,    Sind   zwei  Trägheitsmomente   einander  gleich, 
etwa  A  =  B,   so  wird  k^  =  0  und  tti   nebst  ^i   nehmen  die  Form  %  an.     Der 

^ Q  ^ Q 

Fall  ist  leicht  direct  zu  behandeln.    Setzt  man  — - —  =  — 5 —  =  p.,  so  wer- 

A  D 

den  die  Euler'schen  Gleichungen: 

p  ist  also  constant.  Multiplicirt  man  die  erste  Gl.  (50)  mit  ic,  die  zweite  mit  x> 
so  erhält  man  durch  Addition 


Es  folgt 


(51)        „-J--h^:J  =  0,    ir«-hx' =  const. 
(52)       w'  =  TT^H-^«-!-  pS  =  const.,    cos(ü),  Q  =  -?-  =  const 


Die  Momentanaxe  macht  also  mit  der  Axe  der  C  constanten  Winkel ,  d.  h.  der 
Kegel  (F)  ist  ein  Kreiskegel,  welcher  die  Axe  der  C  umgiebt.  Die  Polodien  sind 
also  Parallelkreise  des  Trägheitsellipsoids,  die  Herpolodien  Kreise. 

Die  erste  Gleichung  (50)  liefert  differentiirt       ^    =  jif  — ^ ,  und  wenn  man 

darin  -f^  durch  die  zweite  Gl.  (50)  ausdrückt,  erhält  man 
dt 

—  pi'p'ir',    nebst  X  = 


Danach  wird 

TZ  =  Icos  yu^t-i-m  sin  [t^t,    y  =  — /sinpipf+mcospif  t, 

wo  die  Constanten  /,  m  durch  die  Anfangswerthe  izq^  ^o  bestimmt  werden.    Man 
findet  leicht:  für  <  =  0  ist  icq  =  /,  Xo  =  ^y  ^so 

(53)        ir  =  TioCOSfipiH-Xosinfxpf,    x  =  ""'^sinpf  «H-Xocospf/. 

Setzt  man  ^^+x'  =  <<S  so  ist  u  constant;  setzt  man  ferner  n  =  usine,  x  =  «cosc, 
nennt  also  t  den  Winkel,  welchen  u  mit  der  Axe  der  £  bildet,  so  ist 

(54)        Tc  =  usin(|jtp<-|-e),    x  =  *'Cos(p4)iH-t) 

und  u  =  Vi^l-^xl' 

Die  Gleichung  r  =  8  =  -^  bleibt  bestehen,  und  2T=AuH'Cp\  S^  =  A^u^ 

^CT^p'.    Man  findet  leicht  fär  den  Radius  der  Herpolodie 

(55)       »  =  ±M^«p, 

WO  das  Vorzeichen  +  zu  wählen  ist,  wenn  Ä>  C,  und  umgekehrt    Dabei  liegt 
V  immer  in  der  Ebene  zoC,  der  Winkel  a  ist  also  identisch  mit  7.    Man  hat 


i 


Bewegung  ohne  Kr&fte,  wenn  A^m  B;  schwerer  Körper.  §46 

(cos^  =  -^  =  const,    tang6  =  —  =  -^  =  tang(jxp(4-e) 

Setzt  man  fest,  dass  ^  von  demselben  Anfang  an  gerechnet  wird,  wie  (tp^+C) 
so  ist  demnach 

(57)        4»  =  W>«-l-«»     ?  =  ^  <-l-  ?o- 

Der  Radius  der  Herpolodie  dreht  sich  demnach  mit  constanter  Geschwindigkeit. 

Schliesslich  sei  bemerkt,  dass  zur  physikalischen  Herstellung  eines  Körpers, 
auf  den  kein  Moment  wirkt,  das  Bohnenberger'sche  Pr&cessionsmaschinchen  dient, 
wenn  die  drei  Axen,  um  welche  sich  der  Körper  O  drehen  kann,  sich  im  Schwer- 
punkt Ton  O  schneiden. 

291«  Der  Körper  Q  unter  dem  Efnfliiss  der  Sehwere«  Das  System  der 
0?,  y,  2  sei  so  gelegt,  dass  die  Aze  der  z  yertical  nach  oben  steht;  xoy  ya,  ^a, 
(Sa,  riOi  M  seien  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  yon  G.  Die  Schwere  greift 
dann  in  diesem  Schwerpunkt  mit  den  Componenten  X=0,.  Y  =  0,  Z s= — mg 
an,  ihre  drei  Momente  sind  demnach  L  =  — tngya,  M=mgxc,  N=0.  Die 
Lagrange*schen  Gleichungen  des  Problems  sind  demnach 

-ir-  ^-x — j  =    mgxa    =      mg  (a, 6a  H-  OjTjo-f-  «aCa), 


(1) 


dt    \dr  J        ^' 


Die  dritte  von  diesen  liefert  sofort  das  Integral 

(2)        ^  =  T, 

wo  Y  diiio  Constante.  Wie  aus  dem  vorigen  Paragraphen  bekannt,  enth&lt  diese 
Gleichung  das  Flächenprincip  für  die  Axe  der  z;  dasselbe  muss  in  der  That  gelten, 
da  die  Resultante  aus  Schwere  und  Zwangskraft  beständig  durch  die  Axe  der  z  geht. 
Das  Princip  der  lebendigen  Kräfte  gilt  gleichfalls.  Um  es  auf  die  GL  (1) 
anzuwenden,  multiplicire  man  die  linken  Seiten  derselben  der  Reihe  nach  mit 
p,  9,  r,   die  rechten  mit  den  äquivalenten  Ausdrücken  (aiit+a)X'~^^P)  ^*  ^'  ^' 

und  addire.    Links  erhält  man  —j— ;  denn  es  ist  2T  =s  p  — h  q  -^ h  r 


di    ' ^   dp     '  ^   dq     '       ar  ' 

woraus 

dT   ^       d    fdT\          d   (dT\          d  fdT\       dp    dT  dg    dT 

dt          ^  dt    \  dp  /"^^  dt    \  dq  )           dt  \  dr  /"^  dt  dp  dt      dq 

dr    dT  fdT    dp  dT  dg         dT    dr\ 

dt     dr  V  dp     dt  dq  dt   "^   dr     dt  / 

^  dt    \dp  /^^  dt    \dq  )^     dt  \dr  / 
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Rechts  erhält  man 

oder  mit  272  Gl.  (5) 

Mit  272  (9)  ist  also 

dT         (^     dci      ,  dc^  dci 


IT  -K^'-dT-^'^'-dT-^^-dT) 


mg. 


Somit  durch  Integration 

(3)         T  =  —  mg  (ci Sa  -f-  c,7j  -h  CjCa)  "f-  const.  =  —  mgza  4- const. 

Dies  hätte  auch  die  directe  Anwendung  des  Satzes  T-^-U  =  const  ergeben. 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  sind  zwei  Integrale  von  (1).  Das  dritte  In- 
tegral hat  sich  bisher  allgemein  nicht  finden  lassen.  Es  kann  nur 
geliefert  werden  in  dem  speciellen  Fall,  wo  das  Tragheitsellipsoid  ein  Rotations- 
ellipsoid ist,  dessen  ungleiche  Axe  den  Schwerpunkt  enthält  Wir  nehmen  die 
letztere  zur  Axe  der  C»  machen  also  die  Annahmen  A  =  B  und  Tia  =  ^  =  0, 
setzen  zugleich  Ca  =  ^*  Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  xa=  ot^t  yo  =  b^h^ 
'a  =  ciK  Also 

L  =  —  tnghb^y     M  =  iN^Aa3,     i\r  =  0, 

und  nach  den  Transformationsformeln 

A  =  axL-k-hiM-^-CiN  '=  mgh^biOg  —  aifcj)  =  mghc^,     M  =  — mghcn     N  =  0. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  vereinfachen  sich  also  zu 


(4) 


^(-i-)"-""^**» 


d   fdT 


(f^)-». 


A-^  =  {A—C)-xp-i-mghci 


dt 
dt 


(C —  A)  pit — mgkci 


dt 


dt 

Die  Systeme  (4)  und  (5)  ergeben  unmittelbar  drei  Integrale,  nämlich,  wenn  £ 
und  D  zwei  Constanten  sind, 

(6)        T-hmghcz  =  Ey    -^ —  =  Z>,    p  =  const, 

von  denen  die  beiden  ersten  die  oben  schon  hergestellten  sind.  Die  dritte  be- 
sagt, dass  die  Projection  der  Winkelgeschwindigkeit  auf  die  Axe  der  C  unverän- 
derlich ist  Da  2T  =  An^-hAx^-^C^^,  folgt,  wenn  man  2E—Cp^  =  einer  neuen 
Constante  H  setzt, 

(7)  A  (ita4-^8)H-2i«i^ÄC3  ==  Ä 

.  ^    dT  dT   ^        dT   ^        dT         .     dT        ^      ,       , 

Ferner  ist  -r —  =  Cj-^ Hcj-^ — "H^i~5 — >  ^"^d  -r —  =  An  etc,  also  aus  der 

dr  diz  dx  9p  dn 

zweiten  Gleichung  (6) 

(8)  A  (Ttc,  -h  xc,)  -+-  (7pc,  =  D. 
Nun  ist  ct  =  cosd,  also 

(9)        s"^*-5f  = ^-  =^«^— '^iX- 
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Femer  nach  dem  Yorigen  Paragraphen 

c,it+<^y^    oder 
^  l-c| 

(10)        sin>^-^  =  c,it-|-c,X- 

Quadrirt  und  addirt  man  (9)  und  (10),  so  erhält  man 

sin'»(rf»"4-8in>»rf<p»)  ==  (^J  -hc|)(ir«H-x')<'''    oder 
<Ä'-hsin»»rf(p2  =  (n^-^x^^- 
Damit  werden  die  Gl.  (7)  und  (8) 

{ilsin*ftrf<p  =  {D-'Cpcos9)dt, 
A(d%*^sm^^dtf^)  =  (ff—2mghcos9i)dfi. 

Endlich  ist  nach  276  9  =  ^—^-^^—^ — *"^'~3^''   ^^^   ^®^°   "^"^   *^*^   ™^* 
272  Gl.  (6)  ausrechnet,  findet  man  die  allgemein  gültige  Relation 

(12)        cos^rf<p— rft|;  =  pA. 
Substituirt  man  dff  aus  der  ersten  Gl.  (11)  in  die  zweite,  so  erhält  man 

Asin^d^ 


(13) 


dt  = 


yA8m^^(B—2mgh  cos  »)  —  (2> — Cp  cos  »)» 

(D— Cpcos»)rf^ 

^""   8in»K-48in»^(£r— 2m^Acos»)  — (i>— Cpcos»)«  ' 
[(/>  — C^  cos«0  cos  ^—pA  sin'ft]  ^ 


sin»Msin'»(£r— 2»iyAcos»)  — (Z>— Cpcos»)» 

In  diesen,  von  Lagrange  herrührenden  Gleichungen  ist  die  Herstellung  der  end- 
lichen Gleichungen  zwischen  /,  %,  <p,  ^  auf  Quadraturen  zurückgeführt,  welche 
ihrerseits  auf  elliptische  Integrale  fähren. 

Die  erste  Gl.  (13)  schreibt  sich  leicht  um  in  die  Form 

,u,    .,...(4)'_  ^(4^-„..)a-.~..,-^(^-»..)'. 

Man  bemerkt  nun  zunächst,  dass  ^  offenbar  nur  dann  Null  werden  kann,  wenn 
D  ==  Cp  ist.   Femer,  dass  die  Maximal-  und  Minimalwerthe  von  ^  eintreten,  wenn 

JA 

— —  =  0,   also  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  Null  ist.     Drittens, 
dt 

dass  diese  rechte  Seite  für  jeden  im  Problem  wirklich  vorkommenden  Werth  von 
d  positiv  sein  muss,  weil  die  linke  Seite  der  Gleichung  essentiell  positiv  ist  Also 
ist  die  rechte  Seite  z.  B.  für  ^  =  %q  nothwendig  positiv.  Ist  D  von  Cp  verschie- 
den, SQ  ist  die  rechte  Seite  augenscheinlich  negativ  für  cos^  =  ±1-  Femer  ist 
sie  positiv  für  cos^  =  oc.  Die  fragliche  rechte  Seite  wird  hiemach  im  Allge- 
meinen Null  für  drei  Werthe  von  cos  9,  von  denen  der  erste  zwischen  — 1  und 
cos^o;  <l®r  zweite  zwischen  cos^q  und  +1)  der  dritte  zwischen  -4-1  und  +oo 
liegt.  Die  beiden  ersten  entsprechen  zwei  reellen  Werthen  von  ^,  der  erste  sei 
mit  cosa,  der  zweite  mit  cosy  bezeichnet;  der  dritte  heisse  /.    Dann  ist 

(15)        sin»^  (-—■)'  =  ^^(cosÄ— /)(cos^— cosa)(cosd-cosß), 
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und  alle  im  Problem  vorkommenden  Werthe  Yon  cos^  liegen  zwisehen  cos«  und 
cosß.  In  dem  besonderen  Falle,  wo  Z)  =:  Cp  ist,  wird  offenbar  cosß^+1- 
Da  nun  cos^  zwischen  cosa  und  cosß  liegt  und  cos a< cosß  ist,  kann  man  setzen 

(16)        cos  ft  =  cos  a  4-  (cos  ß  —  cos  a)  sin' «. 

Der  Hülfswinkel  u  ist  0  für  ^  =  a  und  ^n  für  d  =  ß. 
Es  ist  nun  durch  Differentiation  von  (16) 

sin  Ä  -j—  =  2  (cos  ß  —  cos  a)  sin  u  cos  u  —r- ;    ferner  ist 
dt  ^      ^  ^  dt 

cos  ft  — /  =  cos  a  H-  (cos  ß  —  cos  a)  sin*  t*  — /, 

cosÄ — cosß  =  cosa  —  cosa  sin*  tt — (cosß  —  cosß  sin'«)  =  (cosa  —  cosß)  cos*«, 

cos  b — cos  a  =  (cos  ß  —  cos  a)  sin*  u. 

Hiermit  wird  Gl.  (15) 

(-^)  = -^^[/— cosa-f-(cosa— cosß)sin*w], 

oder,  wenn  man 

cosß — cosa    , 


/ — cosa 
setzt,  wo  ib*  offenbar  reell  und  <  1  ist, 

Kcosß-cosa     r^^^_     ^      ^      -. 

Integrirt  lautet  diese  Gleichung 

Kcosß — cosa  _ /  mgk  f^  du  _ 

0 

(Vcosß  —  cosa  ,/  mgh     \ 
— -k ]/-i-.9> 


(18) 


oder  auch,  indem  man  die  Zeit,  wo  u  zum  ersten  Male  Null  wird,  mit  (i  be- 
zeichnet   

/1QN  f  y cos  ß  —  cos  a  ,  /  mgh    ,         A 

(19)       „  =  am  I e_ y_|_  (,_,,) j . 

Die  Zeit,  in  welcher  die  Axe  der  C  einmal  aus  einer  tiefsten  in  die  n&chst- 
folgende  höchste  Lage  geht,  sei  mit  4P  bezeichnet;  während  derselben  geht 
u  von  0  bis  ^n;  also  ist 

(20)        iP=  1_^J.1±^K^^^, 

Kcosß  — cosa  r     "'^A 

wo  K  das  vollständige  elliptische  Integral  erster  Gattung  ist  Gl.  (19)  lautet 
dann  kürzer 

/on                      2Ä'(/— O 
(21)        tt  =  am ^  , 

und  P  ist  die  Daner  einer  vollständigen  Nutation. 
Zugleich  ist  nach  (16) 

(22)        cosa  =  co8a4-(co8ß~co8a)8in*am  ^^(<— O   ^ 
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Den  Pr&cessionswinkel  ^   reducirt   man  gleichfalls   am  bequemsten  auf  u.     Die 
erste  Gleichung  (11)  giebt 


d<^  D  —  (7p  cos  % 

"df  ^(1— cos»») 

rf«p  Cp 


2-4  L   1-+-C0S»  1  — cos»  J 


D 

Cp 


-hl 


dt 


2A 


1  -f-  COS  a  -h  (cos  ß  —  COS  a)  sin*  u 


Cp 


—  1 


Dazu  ist  nach  (17) 

(23) 

und  somit 

dt^  

"AT"" 

Co 


1  —  cos  a  —  (cos  p  —  cos  a)  sin*  u 


^  _     KcOSß--C08«_     /j|j_  yi-fci^j^. 


(•24) 


(-fe+0 =(»+<=<»*») 


Cp 


/,      cos  ß— cos  a    .  „  \  ,/^ — rr"-~T" 

M ^ sm'u)  Kl— -^'^ sin*« 

^  i  —  cos  a  '  > 


und  ist  somit  ^  auf  zwei  elliptische  Integrale  dritter  Gattung  reducirt. 

Für  die  weitere  Discussion  ist  es  erforderlich,  die  Anfangsbedingungen  näher 
zu  präcisiren.  Wir  wollen  hier  einige  der  einfachsten  und  wichtigsten  Special- 
fölie  untersuchen. 

Special fa  11  1.  Q  dreht  sich  zu  Anfang  mit  sehr  grosser  Geschwindigkeit 
um  die  Axe  der  C*  Dies  ist  der  Fall,  der  beim  Bohnenberger^schen  Maschinchen, 
bezw.  heim  Fesserschen  Apparat  in  der  Regel  hergestellt  wird;  man  setzt  den 
drehbaren  Korper  in  schnelle  Rotation  um  die  Axe  der  C  und  überlässt  ihn  dann 
sich  selbst 

Die  Anfangsbedingungen  lauten  zunächst  itq  =  ^^  =  0.  Es  folgt  2T  =  ^IttJ-H 
-^xJH~^Po  =  ^p'j  2J?— Cp*  =  2m^Aco8»o  =  ^'  I^i^  Gleichung,  deren  drei 
Wurzeln  cosa,  cosß  und  /  sind,  nimmt  also  (vgl.  die  die  rechte  Seite  von  (14)) 
die  Form  von 

'^'"^^    (cos  »0  -  cos  d)  (1  -  cos*»)  -  -^1^  (-^ cos»)'  =  0. 


O/TT 

Zugleich  ist  D  =  -j,-  =  (ci-4ic-|-cjylx-4-c3Cp),^Q  =  Cpcos»*,  also  wird  die  vor- 
stehende Gleichung 

(cos  »0 — cos  »)  I  =0. 

Budde,  Mocbanik.    II. 


(25)        (cos»o-cos»){^(l-cos>»)-^j^ 
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Eine  der  Losungen"  ist  also  jedenfalls  cos^  =  cos^o;  die  Anüsingslage  der  C-Axe 
ist,  was  die  Grosse  des  Nutationswinkels  angeht,  eine  Grenzlage.  Ist  nun  p  sehr 
gross,  so  ist  auch  D  sehr  gross,  d.  h.  der  erste  Posten  in  der  Klammer  kann 
gegen  den  zweiten  vernachlässigt  werden;  dann  bat  also  die  obige  Gleichung 
zwei  Wurzeln  gleich  cos^oi  ^-  ^  W.  es  ist 

cosa  =  cos  ß  =  cos^o- 

Es  findet  also  keine  merkliche  Nutation  statt;  ^  =  ^0)  ^^il  <li®  beiden  Grenz- 
winkel a  und  ß,  zwischen  denen  %  eingeschlossen  ist,  zusammenfallen,    k  ist  =  0, 

aber  ^7 =  Yf — cos^o»    bleibt   also    endlich,     u    lässt  sich  demnach 

dm  ■   d(p 

leicht  bestimmen,  aber  die  Ausdrücke  für  -~-  und  —P-  nehmen  die  Form  O.Cp 

dt  du  ^ 

d.  h.  O.cx)  an.     Hieraus  folgt,  dass,  um  ^  zu  ermitteln,   die  Annäherung  weiter 

getrieben  werden  muss,  als  es  geschieht,   wenn  man  einfach  ^  =  ^^  setzt.      Wir 

gehen  deshalb  auf  Gl.  (25)  zurück.     Setzt  man  abkürzend  2mghAcos%o  =  Q^  so 

ergiebt  sich  leicht  für  die  beiden  letzten  Lösungen  derselben 


COSft  =   ;cv.  A—  ±  V  1  — 


2Qcos»o  ~^  Q         4Q'cos*do 

Das  Pluszeichen  ergiebt  die  Wurzel  /,  das  Minuszeichen  liefert  die  fehlende  zweite 
Wurzel  a.    Man  formt  leicht  um  in 


X)>  ■■//      /)»  \> 

cosa=  ^rj^ rl^Ti ö cos^oj  -Hsin'V 

2Qcoslyo       '  ^2Qcos0o  ' 

und  wenn  man  die  Wurzel  bis  zur  Potenz  D-^  entwickelt,  erhält  nhxi 

cosa  =  cosfto —  - — jyT^ sin'^o»    ^^^  ebenso 

2Z>» 

2Qcos«o 

Demnach  hat  k^  den  Factor   -j^,   ist  also   zu  vernachlässigen;    somit  wird  der 

Amplitudensinus  in  Gl.  (22)  durch  den  Sinus  ersetzt;   ^2: ist  =  Yf, 

und  Gl.  (22)  nimmt  die  Form  an 


,__Q^i»^.3ia»»,cos»[l/Ä(,_,)]. 


cosÄ  =  cos^o na"  ^^^ 

oder,  wenn  man  für  Q  und  D  ihre  Werthe  einsetzt, 

(26)       cos^  =  cos^o-  -^1^-  sin'docos»  |^-g-  (t-t,)j. 

Die  erste  Gl.  (11)  ergiebt 

rf^  Cp(cosdo  —  cosÄ) 

"rfT""  2sin»d  ' 

upd  hierin  kann  im  Nenner  ^0  statt  0  gesetzt  werden;  dann  ergiebt  sich 

.,  =  ^co..[-g-(.-,)]<^ 
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Da  nun  jcos^xdx=  -^4'i8in2x  ist,  ergiebt  die  Integration 

Der  Sinus  in  der  Klammer  verschwindet  gegen  das  vorhergehende  Glied;  es  kann 
also  gesetzt  werden 

(27)        <p  =  -^(f— ij)-|-con8t. 

Die  Integrationsconstante  ist  aus  dem  Anfangswerth  von  ff  zu  bestimmen;  sie  ist 
Null,  wenn  9  von  einer  Lage  ^  =  ß  aus  gerechnet  wird.  Setzt  man  endlich  in 
Ol.  (12)  cos^o  ^ur  cos^,  so  hat  man  sofort 

(28)        ^  -  (_^cosdo~p)(/-r,)  =  -p(<~^i). 

Die  Gleichungen  (26),  (27),  (28)  zeigen,  was  man  beim  Ansehen  der  Präcessions- 
maschinen  wahrnimmt:  die  Nutation  ist  unendlich  klein,  die  Präcession  schreitet 
gleichförmig  fort,  und  die  Momentanaxe  liegt  so  nahe  an  der  Aze  der  C,  dass 
sie  mit  dieser  zusammenzufallen  scheint 

Zweiter  Special  fall,  p  sei  gleich  Null;  die  Axe  der  Drehung  liegt  dann 
ein-  für  allemal  in  der  Ebene  der  Stj.  Die  Gleichungen  (11),  (12)  reduciren  sich 
dann  auf 

^  A  sin'^cff  =  Delt,    dtp  =  cosÄd^, 


{ 


A{d»^-hain^%dif^  =  i2E—2mghcoa^)dfl. 


\ 


Dabei  ist  i>  =  ii(c,7t-f-C|^)^_Q,  2£=  i4(it§-hxJ).     Schreibt  man  abkürzend  a 

D  F 

für  — r-,  e  für  — — ,  so  lauten  die  erste  und  dritte  von  diesen  Gleichungen 


{sin^ftrf^  =  adt 


d»»H-sin«^dcp*  =  (2e  —  2^  ^  cos  ft)  A«. 


In  ganz  entsprechender  Abkürzung  lauten  die  Gleichungen  des  sphärischen 
Pendels  72  (12)  und  (13),  wenn  man  in  ihnen  /  statt  r  und  +^  statt  — g  schreibt 
(letzteres,  weil  die  Axe  der  z  dort  nach  unten  positiv  gerechnet  war) 

sin^dd^  =  adt 
(31) 


{sm'va^  =s  aat 
d»34-sin»»d<p»  =  (2«  — 2y  ^  cos  ^)  dt^. 


a  und  e  sind  in  (30)  wie  (31)  willkürliche,  durch  die  Anfangs werthe  bestimmte 
Integrationsconstanten.    Die  Gleichungen  (30)  und  (31)  stimmen  also  vollständig 

überein,  wenn  man  /  =  — r  setzt.    Die  Axe  der  C  bewegt   sich  also  in  unserm 

mn 

Fall,  wie  ein  sphärisches  Pendel  von  der  Länge 


mh 

Unterfall  D  =  0,  (ci7t-f-c,^)<=:0  ist  die  Protection  der  anfänglichen 
Winkelgeschwindigkeit  auf  die  C-Axe.  Liegt  demnach  die  Momentanaxe  zu  An- 
fang in  der  Knotenlinie,  in  welcher  die  Ebene  der  St]  und  die  der  xy  einander 
schneiden,  so  ist  D  =  0.    In  diesem  Fall  ist  nach  (29)  ohne  Weiteres 
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und 


7  =  const.,    ^  =  const. 


Das  ist  aber  die  Gleichung  67  (3)  des  Kreispendels,  wenn  man  in  der  letzteren 
^0  =  0  nimmt.  Also  schwingt  der  Korper  G  in  diesem  Fall  als  gewöhnliches 
Pendel  um  seine  unveränderliche  Momentanaxe. 

292.  Die  Besal'sche  Umformung  der  DifiTerentlalgleielinn- 
gen«  Da  die  Präcession  und  die  Nutation  in  den  endlichen  Gleichun- 
gen der  Bewegung  die  Hauptrolle  spielen,  liegt  es  nahe,  die  Momente, 
welche  in  den  Gleichungen  der  Bewegung  auftreten,  in  drei  auf  ein- 
ander senkrechte  Componenten  zu  zerlegen,  von  denen  eine  sich  auf 
die  Axe  der  C  bezieht,  während  die  beiden  andern  durch  den  augen- 
blicklichen Präcessions-  und  Nutationszustand  bestimmt  sind. 

Drei  hierzu  geeignete  Axen  sind  die  folgenden:  1)  die  Axe  der 
£,  2)  die  zu  ihr  senkrechte  Knotenlinie,  in  welcher  die  Ebene  der  Jij 
von  der  Ebene  der  xy  geschnitten  wird,  sie  sei  die  Axe  der  5',  3)  eine 
Senkrechte  zu  den  beiden  vorigen,  welche  Axe  der  i;'  sei.    Die  Axen 

der  t  und  17'  liegen  in  der  Ebene 
*^*  der  §1^,  sind  aber  selbstverständlich 

gegen  die  Axen  der  |  und  n]  be- 
weglich. Liegt  die  Figur  144  in 
der  Ebene  der  $ij,  so  fallt  oij'  in 
die  Projection  der  2: -Axe  auf  die 
Ebene  der  $i},  (yq^  liegt  also  in  der 
Ebene  ^oz.  Nun  ist  xf)  definitions- 
gemäss  der  Winkel,  um  den  man 
die  Ebene  £0^  in  positiver  Richtung  drehen  muss,  damit  sie  in  die 
Ebene  ^oz  falle;  also  ist  ip  der  Winkel  l^ori\     Folglich  ist 

cos  (§'  5)  =  sin  1/;,     cos  (§'  ij)  =  —  cos  i//, 
cos  (ij'  5)  =  cos  1/;,     cos  (ij'  ij)  =  sin  xp. 

Sind  also  X  und  ju  irgend  zwei  Momente  in  Bezug  auf  die  Axen  der 
^  und  1],  so  erhält  man  die  entsprechenden  Momente  A'  und  ju'  in 
Bezug  auf  ^'  und  if{  nach  den  Formeln 

X*  =  Asini// — ficoaxp^    ju'  =  Acosi//+iusin^. 

Wenden  wir  dies  nun  auf  die  Euler'schen  Differentialgleichungen  an, 
und  nennen  ^,  M'  die  Momente  der  thätigen  Kräfte  in  Bezug  auf 
die  Axen  der  $',  rj\  so  ergiebt  sich 


(1) 


( 
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(2) 


simp{A^-i-iO-B)xQ}-oostp{B-^+(A 


dQ 
~df 


dt 


+(B—A)7ix  =  N. 


-C)Q7t]  = 


^', 


Jlf, 


Dabei  ist  ^'  =  ^Binip — Mcosifj  und  M'  =  ^cosifj+Msintp. 

Aus  diesen  Gleichungen  sind  nun  noch  n  und  %  ^u  entfernen;  es 
werden  dann  ganz  von  selbst  in  ihnen  diejenigen  Veränderlichen  auf- 
treten, welche  die  Lage  des  Systems  der  5',  ly',  ^  im  System  der  a,  y,  z 
bestimmen;  das  sind  ^  und  tp.    Rechnet  man  die  drei  Gleichungen 

da.    ^    db.       ^^dc^  etc.  des  §  276  mit  272  Gl.  (6)  aus, 


n 


a. 


*    dt     '     *   dt         ^    dt 
so  erhält  man  die  verhältnissmässig  einfachen  Formeln 


(3) 


7t  =  sm^cosi//  —^ — hsmip—j—, 
X  =  sm^smi//  -^ — costp 


dt 


dt  ' 


:=  COSv^— ?^ T- 


dt 


dt  ' 


von  denen  die  dritte  schon  oben  in  291  benutzt  wurde.     Schreiben 
wir  y'  statt  -~-  u.  s.  w.,  so  ergiebt  sich  weiter 

==  cost^cosi//yy' — sin^sini/;i/;'5p'+8in5^cos?/;    ^ 


(4) 


dt 


dt 


dS"^ 

JL=  cos^sin?/;^'9)'+sinv^cosi/;i//'y'+sin^sini/;-^ 

d^' 


dt 


4-sin  xp^'tp' — cos  tp 


dt 


^__«^ 


dt 


=  — sm^^  9  +cos^ 


dq>'      d\p' 
dt        dt 


Setzt  man  diese  Werthe  in  (2),  so  entstehen  im  Allgemeinen  recht 
verwickelte  Gleichungen.  Wenn  aber  A  =  B  ist,  vereinfacht  sich 
das  Ergebniss  sehr;  man  findet  durch  Ausrechnen: 


854 


Starrer  Körper  mit  einem  festen  Punkt. 


(5) 


dt 


Qsin^qp' — ^sin-^cosx^y"  =  -^', 


ip  und  t//'  fallen  von  selbst  heraus;  die  Differentialgleichungen  sind  also 
auf  die  Veränderlichen  ^,  y,  q  zurückgeführt.  Die  Gleichungen  (5)  sind 
sehr  ähnlich  denjenigen,  welche  Resal  in  seiner  Cinem.  pure,  p.  339ff. 
behandelt  hat;  nur  führt  Resal  statt  q  die  Veränderliche  —  (//'  ein. 
Eine  Anwendung  derselben  wird  sich  in  den  nächsten  Paragraphen  finden. 

293.  Belatiybewe^iing  eines  Punktes  In  einem  rotirenden 
Coordinatensystem.  Es  ist  hier  der  Ort,  die  in  §  98  vorbehaltene 
Untersuchung  über  Relativbewegungen  in  einem  rotirenden  Coordinaten- 
system vorzunehmen.  Im  System  der  a?,  y,  z  sei  ein  zweites  System 
der  $,  1},  ^  gegeben,  welches  mit  jenem  den  gleichen  Anfangspunkt 
0  hat  und  um  eine  durch  o  gehende  Axe  rotirt,  von  der  nunmehr 
vorausgesetzt  werde,  dass  sie  nicht,  wie  in  §  98,  noth wendig  mit 
einer  Coordinatenaxe  zusammenfallt.  Da  die  Anwendung  der  Be- 
trachtung auf  die  Erde  das  meiste  Interesse  hat,  sei  erstens  ange- 
nommen, dass  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation  constante 
Componenten  besitze,  zweitens  werde  ein  Beobachter  vorausgesetzt, 
der  im  System  der  ^,  ij,  f  ruht  und  die  wirkenden  Kräfte  nur  aus 
der  Beobachtung  im  System  der  ?,  >?,  C  kennt;  für  diesen  müssen 
die  zu  untersuchenden  Grössen  im  System  der  $,  i;,  ^  dargestellt 
werden.  In  diesem  seien  tt,  X)  ^  ^^  Componenten  der  Winkel- 
geschwindigkeit des  rotirenden  Systems.  Wir  rechnen  in  x  imd  |: 
die  übrigen  Coordinatengrössen  lassen  sich  leicht  durch  Buchstaben- 
vertauschung  ergänzen. 

Ein  Punkt  [i  bewege  sich  gleichzeitig  in  beiden  Systemen ;  seine 
Coordinaten  seien  ^,  y,  z  im  ruhenden,  $,  i;,  C  ^^  bewegten  System. 

Es  ist  jederzeit 

(1)        x  =  a^+a^ifi'^a^'(i, 

woraus  durch  zweimalige  Differentiation  nach  t 


(2) 


a. 


de 


a. 


d'rj 
df 


a. 


d't      ^d\         d\      ^d'a. 


dt 


df 


de 


dt' 


g  da,    dg       -  da,    dij  da,    <g 

'^     dt    dt  '^    (U    dt  '^    dt    dt  ' 
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Denkt  man  sich  die  drei  Gleichungen  dieser  Art  in  ^,  y,  z  gebildet,  so 

.    ,       d'J     d'w    dK 

haben  -^ ,  -^,  -^  in  ihnen  dieselben  Coefficienten  wie  J,  ij,  f  in 

(1);  bringt  man  also  die  übrigen  Grössen  rechts  auf  die  linke  Seite 

und  .löst  nach  -^  etc.  auf,   so   treten   in    der  Auflösung  dieselben 

Coefficienten  auf,  wie  beim  Auflösen  von  (1);  d.  h.  es  wird 


(3) 


dt' 


£<*•«. 


dt^      '  dt'       ''  dt'  *  dt' 

g  da,    Jg       2  ^^    ^^  2  ^»    ^  I 

d<    de            dt    dt  dt     dt  i 

d'y      .  d'b. 


,    ia'if      ^  a  0 

2  ^'    ^       2  ^«    ^^      2  ^'    ^ 


dt    dt 


dt     dt 


dt     dt 


} 


-2 


de,    d| 


dt     dt 


—2 


de. 


d\ 
dt'       *  dt' 

drj 


dt     dt 


2  ^«   .<^  \ 


Hierin  ist  a,  »i-H-^i  ~~jß~'^^i~jj(~  ^*®  Projection  der  im  ruhen- 
den System  vorhandenenen  Beschleunigung  ü  auf  die  momentane 
Lage  der  $-Axe,  kann  also  kurz  durch  ü$  bezeichnet  werden;  in  den 

übrigen  Posten  setze  man  für  die  Differentialquotienten  —y—  und  -^ 

etc.  ihre  Werthe  aus  276  61.  (9).  Dann  findet  sich  nach  einigen 
leichten  Reductionen 


(4) 


d^ 
dt' 


A|+(e'+z')$— ^OT— e^C+2  (e 


dti  dC 


dt 


dt  y 


Nehmen  wir  zur  weiteren  Verallgemeinerung  noch  an,  der  Anfangs- 
punkt der  S,  i;,  C  besitze  in  ^,  y,  z  eine  Beschleunigung  ^,  deren 
in  die  augenblickliche  Lage  der  ^-Axe  fallende  Componente  <p^  heisst, 

so  ist  diese  Componente  nach  den  in  §  98  aufgestellten  Grundsätzen 
auf  der  rechten  Seite  von  (4)  einfach  mit  dem  Minuszeichen  einzu- 
fügen, also  ist 


(5) 


d 
dt 


^  =  Ü5—y5+(ß'H-x»)5— 71X12  —  ^71^4-2  l^ß 


dri  dj 


dt 


dt 


) 
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die  allgemeine  Darstellung  der  relativen  Beschleunigang  in  einem 
Coordinatensystem,  welches  neben  der  Translation  noch  eine  beliebig 
gegebene,  aber  stationäre  Rotation  besitzt.  Ist  nun  das  System  der 
^,  y^  z  ein  Fundamentalsystem,  so  ist  juüc  die  in  die  momentane 
5-Richtung  fallende  Componente  der  absoluten  Kraft,  welche  auf  ^ 
wirkt;  nennen  wir  dieselbe  jr,  so  ist 


(6) 


dt' 


M't-^^) 


Diese  Gleichung  reproducirt  §  99  Gl.  (4)  mit  Rücksicht  auf  die  hier 
eingeführten  Bezeichnungen;   es  ist  in  ihr  ;r  die  absolute  Kraft,  iiq^ 

der  Antheil     der  scheinbaren  Kraft,   welche  auf  der  Translation  des 
bewegten  Systems  beruht,  [iit(^''-Hz')? — ^3ffl — ^^S]  die  Centrifugal- 

kraft,  und  2iu(^— 7-' — X—jj-]  die  zusammengesetzte  CentrifugalkrafL 

Wenn  wir  nun  auf  der  Erde  beobachten,  so  können  wir  uns 
von  den  Antheilen  — i^9^t4-iw[C^'+;f')5 — tt^ij — ^ttC]  durchaus  nicht 
frei  machen;  sie  wirken  auf  ruhende  irdische  Körper  sowohl  wie  auf 
bewegte;  statisch  auf  der  Erde  bestimmte  Kräfte  enthalten  also  diese 
Antheile  ganz  von  selbst.  Was  wir  z.  B.  gemeinhin  die  Schwere 
eines  Körpers  nennen,  das  ist  die  geometrische  Summe  aus  der  wirk- 
lichen Schwere  (Erdanziehung  y,  q,  j),  aus  der  Einwirkung  der  Be- 
schleunigung des  Erdmittelpunkts  und  aus  der  Centrifugal kraft.  Wir 
fassen  daher  die  Grösse  f  =  y;;4-i«[C^'4-xO? — ^TCi — Q^i]  i^  ^^^ 
einzige  3  zusammen;  diese  ist  dann  die  Kraft,  welche  wir  auf  der 
Erde  an  dem  ruhenden  Punkt  ju  wahrnehmen  können,  und  Gl.  (6) 
giebt  nunmehr,  für  alle  drei  Coordinaten  ausgeschrieben 


(7) 


d'tj  (     dC  d$\     ■ 

dK         ^_^o„/     rf?  dri\ 


M 


dii 

dC 

dt 

*  dt  . 

dC 

o"^ 

dt 

^  dt 

d^ 

TT          • 

dt^ 


In  diesen  Gleichungen  sind  nunmehr  £*,  //,  Z  die  Kraftcomponenten, 
wie  wir  sie  auf  der  Erde  am  ruhenden  Punkt  bestimmen,  genommen 
in   irgend  einem   auf  der  Erde  ruhenden  System.     Damit  die  Buch* 
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Stäben  tt,  x,  Q  für  die  folgende  Untersuchung  wieder  frei  Werden,  wollen 
wir  nunmehr  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  der  J,  ij,  C  Doit  w 
bezeichnen  und  die  Winkel,  welche  ihre  Axe  mit  den  Axen  der  ?,  ij,  C 
macht,  a,  ß,  y  nennen;  zugleich  werde  a?,  y,  z  statt  5?  ^>  £  geschrieben; 
61.  (7)  liefern  dann 


(8) 


dPy         x7     c^       (  dz  dx\ 

f-J-=  5'+2/i«.^co8a^-co8r^j, 

d^z  r^     ex        f      ^  da  dy\ 


wo  die  Axen  der  .r,  y,  s  auf  der  Erde  ruhen,  wenn  es  sich  um  Bewegun- 
gen auf  der  Erde  handelt.  Man  sieht  leicht,  dass  die  Gl.  (8)  sich 
auf  die  des  §  98  und  99  reduciren,  wenn  man 

cosa  =  1,     cosjJ  =  cosy  =  0 
setzt. 

2M.   Rotation  eines  starren  Körpers  auf  der  bewef^ten  Erde;  Gyroskop« 

In  dem  auf  der  Erde  ruhenden  System  der  x,  ^,  z  sei  ein  starrer  Körper  O  in 
Rotation  um  den  Coordinatenanfang  begriffen.  Wir  legen,  wie  früher,  ein  System 
der  ^,  i\y  C  durch  seine  Uauptträgheitsaxen.  An  irgend  einem  Element  d\L  des- 
selben wirken,  wenn  es  in  Ruhe  ist,  scheinbare  Kräfte  A',  F,  Z^  während  der 
Rotation  aber  die  durch  Gleichung  (8)  des  vorigen  Paragraphen  bestimmten 
scheinbaren  Kräfte  (nachdem  {a  durch  d^  ersetzt  ist).  Die  Beweguyg  des  Körpers 
ist  also  scheinbar  dieselbe,  als  wäre  die  Erde  in  Ruhe  und  die  Kräfte  (8)  griffen 
wirklich  an  seinen  Theilen  an.  Um  also  seine  Bewegungsgleichungen  relativ  zur 
Erde  zu  eruiren,  haben  wir  die  6  Coordinaten  der  auf  ihn  wirkenden  Dyname 
mit  Gl.  (8)  in  gewöhnlicher  Weise  zu  bilden.  Die  drei  ersten  kommen  wegen 
der  Befestigung  im  Coordinatenanfang  nicht  zur  Geltung:  die  Momente  sind, 
wenn  die  aus  X^  F,  Z  hervorgehenden  Momente  kurz  mit  L',  M\  iV'  bezeichnet 
werden 

L  =  L'H-2iü:s[j^(cosß  — —  coso-^)  — 2(coso-^--cosY-^)JrfHS 
(1)        M==  i/'4-2ir2  [z  (cosr  -J-  -  cosß  A)  _^  (cosß  -^  -  cosa  ^)]  d^ 

AT  =  Ar'+2ir2  [a:(co8a  A -_cosr -^) -y  (cosT -^  -  cosß -^^ 

Der  bequemeren  Summation  wegen  transformiren  wir  diese  Momente  auf  die  Mo- 

raentanlage  des  Systems  der  5,  t),  C  nach  den  Formeln  A  =  a,Z-+-ö,  A/-+-ciiV  u.  s.  w. 

dx        du       dt 
Man  drucke  "^5  "^  >  *^  ^^^  ^  ^J-  ®  ^^rch  ?,  t],  C,  tc,  x,  p  aus,  setze 


858 


Starrer  Körper  mit  einem  festen  Punkt. 


(2) 


f  =  a,(4-6ir^+tiC  u- s.  w.  Bei  der  Summation  üsdlen  alle  Deviationsmomente 
fort,  es  sind  bloss  die  Posten  zu  berücksichtigen,  in  denen  XS'<^p>,  ^ri^d^L,  'S,^d}i 
vorkommen,  und  es  ist,  wenn  A,  B,  C,  wie  früher,  die  Trägheitsmomente  sind, 

li'äiu  =  i2(6»-+-7]')</H.-*-i2(7)«-+-C')rfH.4-i2(C»-+-?')^fi-2(V-HP)rffA 
=  iC-j-i^4-iß— ^  =  i(— ^-hÄ-hC),    ebenso 

So  erhält  man  schliesslich,  wenn  ait'-|-6,i/'-i-c,iV' =  A'  u.  s.  w.  gesetzt  wird, 

A  =  A'-j-u;|(^-hß— C)(a3CosaH-68Cosß-+-f|C087)x 

—  (^  —  ^-+- C)  (ffj  C08oH-6i  cos  ß -hcj  COS7)  p  J, 
M  =  M'-H  IC  {(— ^4-5-1- C)(aiCOSo-|-6iCOsß4-c,cosY)p 

—  (A-hB—  C)(ajCOsa-|-68COsß-f-CaC087)R|, 
N  =  N'-f-ir|(-4  — fiH-C)(aaCOSoH-6iCOsß-+-CaCOS7)ir 

—  (— -4-|-jB-+-C)(aiCOso-|-6iCOsßH-CiCOSY)xl« 

Man  kann  die  Gleichungen  noch  kürzer  schreiben:  nennt  man  X,  |x,  v  die  Winkel, 
welche  die  Erdaxe  mit  den  Axen  der  ?,  t),  C  macht,  so  ist  a,coso-j-6icosß-hc,cos7 
=  cosX  u.  s.  w.  Sie  sind  aber  in  der  vorstehenden  Form  am  bequemsten.  Die 
kürzere  Schreibart  thut  indessen  dar,  dass  die  Scheinkrafte  von  der  Wahl  des 
auf  der  Erde  festen  Coordinatensystems  unabhängig  sind,  wie  es  der  Fall  sein 
muss. 

Anwendung:  das  Gyroskop.  Foucault's  Gyroskop  ist  ein  in  seinem 
Schwerpunkt  unterstützter,  schnell  um  den  Schwerpunkt  rotirender  K<irper,  der 
zwei  gleiche  Hauptträgheitsaxen  besitzt. 

Erster  Fall;  das  freie  Gyroskop.  Am  bequemsten  legt  man  die  Axe 
der  z  parallel  der  Erdaxe,  so  dass  cosy  =  1  wird.  Da  der  Körper  in  der  Ruhe 
äquilibrirt  ist,  fallen  A',  M',  N'  fort,  und  für  -4  =  -ß  reduciren  sich  die  (2)  auf 

(A  ==ir|(2^~C)c3X-Ccjp}, 
M  =tcICcip  — (2^— C)cs7rj, 


(3) 


N  =  v}\Cc2iz  —  Ccix\  =  — loC  ■        =  — wC 


dcos% 


dt  dt 

Zur  Integration  derselben  wollen  wir  die  Resal' sehen  Gleichungen  2^,  (5) 
verwenden.    In  denselben  wird  mit  Benutzung  von  202^  Gl.  (3)  und  272^  (6) 

A'  =  Asinij;— Mcos»j>  =  w\(2A—  C)  C3  (^  sin  »j> -+- it  cos  tp)—  Cp(c2  8in<|;  H-oi  cos  4»)  | 

=  »1(2^— C)cosÄ8inÄ(p'— Cpsin^l, 

M'  =  Acos^l^-hMsin^'  =  ic|(2^  — C)c3(xcostJ;  — irsin^')—  Cp(c5jCost|)  — cisin^»)] 

=  ir{— (2^— C)cosM'j. 

Also  die  Gleichungen  der  Bewegung 


(4) 


d^ 


A-^-hCpsm^'—Asinbcos^'^  =  tr|(24— C)cosOsin^<p'— CpsinO] 
^sin»-^-|-2^co8»ftV— CpÄ' =  — 10(2^  — C)cosaa' 


dt 


to 


dcos% 
dt 


Gyroskop,  frei  und  in  horizontaler  Ebene.  8Ö9 

Die  letzte  giebt  unmittelbar 

(5)        p  =  pi — tocosO, 
wo  pi  die  Integrationsconstante.    Multiplicirt  man  die  erstä  mit  %\  die  zweite  mit 
sin^',  addirt  und  setzt  dann  —  -—-  für  sind^,  so  ergiebt  sich 

(6)        ^(y«-+-8in»^'>)-|-  Cps  =  const, 

was  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  für  unsem  Fall  ist.  Nimmt  man  femer 
an,  p  sei  so  gross,  dass  die  Momentanaxe  unmerklich  iron  der  C-Axe  abweicht, 
so  kann  man  in  der  ersten  Gleichung  die  Glieder,  welche  kein  p  enthalten,  ver- 
nachlässigen und  hat  dann 

(7)        9'  =  -w. 

Damit  giebt  die  zweite  Gleichung  nach  Einführung  von  (5)  ^  =  const.,  also  auch 
p  =  const.  Das  Gyroskop  hat  also  bei  sehr  schneller  Drehung  keine  merkliche 
Nutation,  constante  Rotationsgeschwindigkeit  und  eine  gleichförmige  Präcession, 
vermöge  deren  es  sich  in  einem  Stemtag  um  die  Weltaxe  wälzt,  mit  der  Sonne, 
weil  in  Gl.  (7)  io  das  negative  Vorzeichen  hat. 

Hat  man  zu  Anfang  dem  Gyroskop  eine  Drehung  um  die  C-Axe  ertheilt,  so 
hatte  es  die  Anfangsgeschwindigkeit  p  =  po,  woraus  mit  Gl.  (6)  für  0'  =  0 

Cp»  =  CpJ  — ^sin'dcp''. 

Zweiter  Fall;  das  Gyroskop  in  horizontaler  Ebene.  Wir  wollen 
nun  annehmen,  die  Axe  der  C  sei  in  der  Weise  gefesselt,  dass  sie  sich  nur  in 
einer  horizontalen  Ebene  bewegen  könne.  Die  Axe  der  z  werde  dann  horizontal 
nach  Norden,  die  der  x  nach  oben  gelegt;  ist  X  die  geographische  Breite  des 
Orts,  an  dem  sich  das  Gyroskop  befindet,  so  ist  demnach  in  Gl.  (2)  des  vorigen 
Paragraphen  cosa  =  sinX,  cosy  =  cosX,  cosß  =  0  zu  setzen.  Behandelt  man 
damit  die  genannten  Hauptgleichungen  gerade  so  wie  vorhin,  so  erhält  man 
schliesslich  als  Gleichungen  der  Bewegung  für  das  freie  Gyroskop: 

ja» 

A  -r-  H-Cp  sin  %9' —  A  sin  %  cos  %^'^  =  to\(2A  —  C)  (cos  <p  sin  Ä  sin  X  -j-  cos  ft  cos  X)  sin  d(p' 

-+- C  (cos  <p  cos  0  sin  X  —  sin  0  cos  X)  p  j , 
^sinÄ^-h2^cos»Äy— Cpe'=t£;{— (2^  — C)(cos«psin»sinX-|-co8»cosX)ft' 

—  Csin^psinX.p}, 
—±-  s=  u7{(— cos(pcosOy-f-sin98in^')sinX-|-sinWcosX|. 

Die  Bedingung  ist  nun,  dass  die  Axe  der  C  in  der  Horizontalebene  bleiben,  d.  h. 
dass  der  Winkel  cp  der  Ebene  Co«  mit  der  Ebene  zox  ein  rechter  sein  soll;  sie 
lautet  also 

Sie  liefert  ein  Zwangsmoment:  dasselbe  hindert  die  Aenderung  des  Winkels  tp, 
lässt  aber  b  und  p  völlig  frei ;  das  Zwangsmoment  tritt  also  in  der  Gleichung  für 

J    zu;   bezeichnen  wir  es  mit  P,  so  lautet  nunmehr  das  System  der  Diflferen- 

tialgleichnngen: 


(8) 
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A— — hCpsindtp'— -isinftcosd^'^ 

=  w\(^A  —  C)(co89sin08inX-f-co8Äco8X)8ind9' 

-|-C(co8  9cos0sinX — sm0cosX)p}, 
^sina  ^  -|-2^cosaaV—  CpÄ' 

=  w\ — (2il — (7)(cos9sind8inXH-co8dcosX)a' 

—  C  8in  ^  sinX  p  J -h -P, 
— L_  =  w{(— cos^pcosW-l-sincpsinO^OsiaX-f-sinOycosX}, 

TT 

und  der  Vortheil  der  Resarschen  Gleichungsform  tritt  hier  darin  hervor,  dass 
man  die  Bedingung  ganz  eben  so  einfahren  kann,  wie  wir  es  bisher  immer  ge- 
than  haben.  Das  liegt  daran,  dass  die  in  (8)  auftretenden  Grössen  ^  und  9 
wirkliche  Lagencoordinaten  sind.  Mit  der  Bedingung  und  ihren  Conseqnenzen 
cos  f  =  0,  9'  =  0,  sin  9  =  1  reducirt  sich  nun  (8)  sofort  auf 

-4  — Tg- =  —  IC  Ccos  X  sin  ^ .  p 


(9) 


ja 

—  Cp-^  =  w[(C— 2^)co8»co8Xp  — CsinXp]-|-P, 

rfp  .    n  ^»        ^ 

-7-  =  tu  sin  a -7- cos  X. 
dt  dt 


Die  letzte  giebt  integrirt,  wenn  pi  die  Integrationsconstante 

(10)        p  =  pi — wcosXcosÄ. 
Setzt  man  dies  in  die  erste  und  vernachlässigt  das  Glied  mit  tc',  so  erhält  man 

(1 1)        A  —rj-  =  —  loCcos  X  pi.  sin  %, 

Das  ist  die  Pendelgleichung ;  das  mit  ruhender  C-Axe  losgelassene  Gyroskop 
pendelt  also  um  die  Mittellage  ^  =  0,  d.  h.  um  die  nach  Norden  gerichtete  ^- 
Axe.  Seine  Rotationsgeschwindigkeit  wird  nach  (10)  ein  Maximum  in  den  Punkten 
grösster  Elongation,  ein  Minimum  in  der  Mittellage.  Die  rechte  Seite  von  (11) 
giebt  zugleich  den  Betrag  des  Momentes  an,  welches  die  Nutation  verursacht, 
also  auch  den  Betrag,  welchen  die  Dämpfung  durch  Reibungs widerstände  etc. 
nicht  erreichen  darf,  wenn  das  Gyroskop  seine  Bewegung  noch  zeigen  soll.  Das 
Minuszeichen  zeigt  an,  dass  für  d  =  0  die  Grösse  tocosXp  positiv  sein  muss: 
denn  in  der  Pendelgleichung  ist  ja  der  Factor  von  — sind  die  jeweilige  Ampli- 
tude; also  müssen  p  und  tr  in  der  Nulllage  gleiches  Vorzeichen  haben;  die  Noll- 
lage  ist  diejenige,  in  welcher  sich  das  Gyroskop  in  gleichem  Sinne  mit  der  Erde 
dreht. 

Für  X  =  0,  unter  dem  Aequator,  ist  das  Moment,  welches  die  Pendelung 
verursacht,  ein  Maximum,  auf  den  Polen  steht  das  mit  ruhender  C-Axe  los- 
gelassene Gyroskop  (in  der  üorizontalebene)  still;  dies  auf  den  ersten  An- 
blick auffallende  Resultat  erklärt  sich  daraus,  dass  das  Gyroskop,  wenn  es  auf 
dem  Pol  ruhend  losgelassen  wird,  weil  es  an  der  Erddrehung  vorher  theiluahm, 
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in  einem  absolut  festen  Coordinatensystem,  welches  für  den  Augenblick  mit  dem 

System  der  x,  y,  z  zusammenfallt,  bereits  die  Geschwindigkeit  -7-  =»  w  besitzt 

und  dieselbe  vermöge  der  Trägheit  beibehält. 

Man  sieht  leicht,  dass  die  Rechnungen  in  jeder  beliebigen  Ebene  gelten, 
wenn  man  unter  X  den  Winkel  versteht,  welchen  die  Erdaxe  mit  ihrer  Projection 
auf  die  Ebene  bildet.  Geht  die  Ebene,  in  der  die  Axe  der  C  sich  bewegen  kann, 
durch  die  Erdaxe,  so  ist  cosX  =  1.  Auf  den  Polen  hat  also  das  Gyroskop  das 
Bestreben,  wenn  seine  C-Axe  in  einer  Verticalebene  festgehalten  wird,  um  die 
Verticale  zu  pendeln. 

Die  zweite  der  Gleichungen  (9)  liefert  das  Zwangsmoment  P,  welches  die 
C-Axe  afficirt. 


0.    Phoronomie  der  Windungen  von  endlichem  Parameter. 

295.  Im  Allgemeioen  ist  die  Elementarbewegung  des  starren 
Körpers,  wie  in  den  beiden  ersten  Abschnitten  dieses  Buches  nach* 
gewiesen  wurde,  eine  Windung,  die  als  Schraubung  vom  Parameter 
nt  dargestellt  werden  kann.  Die  Abschnitte  D,  E,  F  behandeln 
Fälle,  in  welchen  die  Schraubung  degenerirt,  indem  w  ^  0  wird. 
Wird  w  =  oo,  so  verechwindet  die  Drehung  aus  der  Elementarbewe- 
gung, und  es  bleibt  bloss  die  Verschiebung  übrig;  der  Fall  bedarf 
kaum  einer  besonderen  Erörterung.  Für  ro  =  0  verschwindet  die 
Verschiebung,  man  erhält  die  Fälle  der  Abschnitte  D,  E,  F.  Der 
allgemeinste  Fall,  in  welchem  G  bloss  Drehungen  ausfuhrt,  ist  um- 
fassender, als  der  des  Abschnitts  F;  er  tritt  offenbar  ein,  wenn  6  so 
gefesselt  ist,  dass  es  sich  um  eine  continuirliche  Folge  von  Momeatan- 
axen  drehen  kann,  ohne  auf  denselben  zu  gleiten.  Diese  Momentan^ 
axen  bilden  in  ihrer  Gesammtheit  im  Allgemeinen  irgend  eine  Regel- 
iläche;  vereinfacht  sich  die  Regelfläche  zum  Kegel,  so  tritt  der  Fall 
des  Abschnitts  F  ein,  rückt  der  Mittelpunkt  des  Kegels  ins  Unend- 
liche, so  haben  wir  den  Fall  des  Abschnitts  E,  degenerirt  der  Kegel 
zur  Geraden,  so  ist  der  Fall  D  gegeben.  Der  Fall,  dass  G  bloss 
Drehungen  um  die  Erzeugungslinien  irgend  einer  Regelfläche  aus- 
führen kann,  ist  immer  noch  ein  ziemlich  specialisirter;  in  allen 
anderen  Fällen,  einerlei  ob  G  frei  oder  Bedingungen  unter- 
worfen sei,  kann  die  Elementarbewegung  von  G  eine  Schraubung 
von  endlichem  Parameter  sein.  Es  ist  demnach  die  Phoronomie 
eines  windungsfähigen  Körpers,  d.  h.  eines  solchen,  der  sich  drehen 
und  zugleich  verschieben  kann,  in  ihren  Grundzügen  festzustellen, 
und  sie  findet  Anwendung  sowohl  auf  den  freien,  wie  auf  den 
bedingten  Körper  G, 

Der  Specialfall,  in  welchem  G  sich  bloss  drehen  kann,  wird  sich,  so  weit  er 
nicht  schon  in  den  früheren  Abschnitten  eingehend  discutirt  ist,  dem  allgemeinen 
Fall  anschliessen  lassen,  indem  man  im  letzteren  CS  =  0  nimmt.    Er  ist  ubrigeas. 
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den  Unterfall  F  ausgenommen,  nicht  von  so  grosser  Bedeutung,  dass  wir  beson- 
ders auf  ihn  zurückzukommen  h&tten. 

396.  Die  continnirliche  Bewegung.  1)  Es  sei  a  ein  will- 
kürlich ausgewählter  Punkt  des  Körpers  G,  a  beschreibt  bei  der 
Bewegung  von  (?  irgend  eine  Bahn;  zur  Zeit  t  befinde  sich  a  im 
Punkt  a, ,  zur  Zeit  t-{-dt^  im  Punkt  a,  derselben.  Die  Elementar- 
bewegung, welche  G  in  der  Zeit  dt^  ausgeführt  hat,  lässt  sich  dann 
in  zwei  Theilbewegungen  zerlegen,  1)  eine  Verschiebung  vom  Betrage 

a^a^^  2)  eine  Drehung  d(p^  um  den  Punkt  a.  dy,  ist  der  an  a  an- 
geheftete Vector,  öj«,  das  Moment  der  Elementarbewegung,  wenn 
die  letztere  in  der  Form  Vector  plus  Moment  gedacht  wird.  Während  des 
nächstfolgenden  Zeittheüchens  dt^  gelangt  a  von  a,  nach  einem  Punkt  a, 
der  Bahn,  und  die  Elementarbewegung  von  G  in  diesem  Zeittheilchen 

setzt  sich  zusammen  aus  1)  einer  Verschiebung  vom  Betrage  a^a^^ 
2)  einer  Drehung  dip^  um  a.  Und  so  weiter.  Die  endliche  Bewegung 
von  G  lässt  sich  beschreiben,  indem  man  angiebt  1)  welche  Bahn 
der  ausgewählte  Punkt  a  zurücklegt,  2)  welche  Drehungen  um  a  der 
Körper  G  in  der  Zeit  der  Betrachtung  ausfährt. 

Da  der  Punkt  a  in  6  beliebig  ausgewählt  werden  kann,  lässt 
sich  die  Zerlegung  der  Elementarbewegung  und  die  Darstellung  der 
continuirlichen  Bewegung  auf  unendlich  viele  Arten  ausführen.  Wählt 
man  statt  des  ursprünglich  angenommenen  Punktes  a  einen  andern 
ß  aus,  so  lässt  sich  die  Zerlegung  der  Elementarbewegung  nach  den 
Methoden  das  Abschnitts  B  von  a  auf  ß  reduciren.  Ist  d(p  die  (nach 
Grösse  und  Axendrehung  bestimmte)  Elementardrehung,  welche  G 
um  a  ausführt  und  dr  die  zugehörige  Verschiebung,  so  ist  die  Be- 
wegung dipA-dr  an  a  äquivalent  mit  dfpA-dv  A-  dem  Moment  des 
Paares  zizdip  mit  dem  Arm  aß  an  ß.  Der  Vector  d(p  bleibt  bei  der 
Reduction  unverändert;  also:  „welchen  Punkt  a  von  G  man  auch 
auswählen  möge,  die  Elementardrehung,  welche  G  in  dem  Zeitelement 
dt  um  a  macht,  ist  für  alle  Bezugspunkte  dieselbe  (nach  Grösse  und 
Richtung.) 

Die  im  Vorstehenden  angegebene  Darstellung  der  continuirlichen 
Bewegung  von  G  lässt  sich  sehr  bequem  mittels  eines  Hülfscoor- 
dinatensystems  ausdrücken.  Das  System  der  ^,  3/,  z  sei,  wie  immer, 
das  ruhende.  Durch  den  willkürlich  ausgewählten  Punkt  a  von  G  legen 
wir  ein  Hülfssystem  der  x\  y\  z\  dessen  Axen  sich  stets  in  a  schnei- 
den, dabei  aber  den  gleichnamigen  Axen  des  ruhenden  Systems  immer 
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parallel  bleiben.  Die  Bewegung  von  G  zerlegt  sich  dann  von  selbst 
in  zwei  Theile:  1)  Verschiebung  des  Anfangspunkts  a  im  System  der 
^7  y»  ^;  2)  Bewegung  von  6?  im  System  der  ä',  y\  2';  da  der  Punkt 
a  von  G  stets  im  Ursprung  der  x\  y\  2'  Hegt,  ist  diese  Bewegung 
stets  eine  Drehung  um  den  in  x\  y\  z^  festen  Punkt  er. 

Die  Bewegung  von  G  im  System  der  x\  y\  2'  lässt  sich  nach  F 
beschreiben  als  das  Rollen  eines  in  G  festen  Kegels  (F')  auf  einem  im 
System  der  x\  y\  2'  festen  Kegel  (r').  Die  Bewegung  von  G  im 
ruhenden  System  der  x^  y^  z  kann  daher  auch  beschrieben  werden 
als  das  Rollen  eines  in  6?  festen  Kegels  (F')  auf  einen  Kegel  (f ) 
der  sich  stets  parallel  und  congruent  bleibt,  dessen  Mittelpunkt  aber 
in  dem  beweglichen  Punkt  a  liegt  und  an  der  Translation  von  a 
Theil  nimmt.  Aus  dem  obigen  Satz,  dass  dff>  fär  alle  a  den  gleichen 
Werth  hat,  folgt:  Wie  man  auch  den  Punkt  a  auswählen  möge, 
der  Kegel  (C)  des  Punktes  a,  ist  immer  cojigruent  dem 
Kegel  (6")  eines  beliebigen  andern  Punktes  a,,  und  das 
gleiche  gilt  für  die  Kegel  (F')  beider  Punkte.  Die  Con- 
gruenz  ist  auch  dann  noch  vorhanden,  wenn  man  sich  die  Kegel 
metrisch  denkt,  d.  h.  wenn  man  auf  jeder  Erzeugungslinie  eines 
Kegels  den  ihr  entsprechenden  Betrag  dif  der  Elementardrehung  ab- 
schneidet. 

2)  Die  Elementarbewegung,  welche  G  in  der  Zeit  dt  macht. 
besitzt  eine  Centralaxe  und  lässt  sich  auf  dieser  als  Schraubung  dar- 
stellen; sie  besteht  1)  aus  einer  unendlich  kleinen  Drehung  df§>  \xm 
die  Centralaxe,  2)  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  dx  längs 
derselben.  Die  continuirliche  Bewegung  von  G  besteht  demnach 
aus  einer  continuirlichen  Folge  von  Schraubenbewegungeu  um  un- 
endlich viele  aufeinanderfolgende  Axen.  Diese  Axen  bilden  in  ihrer 
Gesammtheit  irgend  eine  Regelfläche  (r)  im  ruhenden  und  eine 
andere  Regelfläche  (F)  im  beweglichen  Raum.  Zur  Zeit  t  fallt  eine 
der  Erzeugungslinien  von  (F)  mit  einer  der  Erzeugungslinien  von 
(C)  zusammen,  und  diese  gemeinsame  Erzeugungslinie  c{y)  ist  Central- 
axe der  Bewegung  innerhalb  des  an  den  Moment  t  anschliessenden  Zeit- 
theilchens  dt\  es  findet  gleichzeitig  Drehung  um  und  Gleiten  längh 
c{y)  statt.  Durch  diese  Doppelbewegung  während  der  Zeit  dt  kommt 
eine  Gerade  y^  von  G  in  die  Lage  c;, ,  in  welcher  sie  im  nächsten 
Augenblick  als  ^^(y,)  Centralaxe  der  Bewegung  wird;  zur  Zeit  t+di 
haben  also  die  Flächen  (C)  und  (F)  die  Erzeugungslinien  c(y)  und 
r,(/J  miteinander  gemein,  d.  h.  sie  berühren  sich  in  c(y).   Die  Fläche 
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(JT)  rollt  demnach  auf  (C)  unter  gleichzeitigem  Gleiten  längs  der 
Berührungslinie ,  und  die  Bewegung  von  G  lässt  sich  darstellen  als 
gleichzeitiges  Rollen  und  Gleiten  der  Fläche  (T)  auf  (C). 

Man  nennt  die  Flächen  (F)  und  (C)  am  besten  die  Axen- 
flächen  der  Bewegung;  in  der  Litteratur  finden  sich  auch  die  Be- 
zeichnungen „Polaxenflächen^  und  ^Äxoide^,  erstere  kaum  begründet, 
da  die  Centralaxe  keinen  »PoP  hat,  letztere  sprachlich  unrichtig. 

3)  Endlich  kann  die  Elementarbewegung,  welche  G  in  der  Zeit 
dt  macht,  als  Drehungskreuz  dargestellt  werden;  sie  besteht  dann 
aus  zwei  unendlich  kleinen  Drehungen  um  zwei  conjugirte  Geraden 
/  und  A.  (Vergl.  206^  207^  213.)  Bei  der  continuirllchen  Bewegung 
von  G  conjugiren  sich  unendlich  viele  Axen  l  zu  einer  constant  ge- 
wählten Axe  A,  und  unendlich  viele  Axen  A  zu  einer  constant  ge- 
wählten l\  die  Gesammtheit  der  l  bildet  eine,  die  Gesammtheit  der 
X  eine  zweite  Regelfläche,  und  man  könnte  auch  diese  beiden  Regel- 
flächen zur  Darstellung  der  Bewegung  von  G  benutzen. 

297.  Der  Oeschwindigkeitszastand  von  G  zur  Zeit  t  lässt 
sich  nach  dem  Vorstehenden  in  mehrfacher  Weise  darstellen. 

1)  Man  wählt  irgend  einen  Punkt  a  von  G  willkürlich  aus;  zur 

Zeit  t  besitzt  dieser  Punkt  einer  Translationsgeschwindigkeit  -y-, 
und    zu   gleicher  Zeit  hat  G   eine  Winkelgeschwindigkeit    -~-   um 

irgend  eine  durch  a  gehende  Axe.    —rr-  und  -^-  bestimmen,  wenn 

sie  nach  Grösse  und  Richtung  gegeben  sind,  den  Geschwindigkeits- 
zustand von  G, 

Es  sei,  wie  oben,  a  als  Ursprung  eines  Htilfesystems  der  x\  y\  z 
gedacht.  Die  Geschwindigkeit  von  a  im  System  der  ^,  y,  z  hat  drei 
Componenten  i?«,  Vy,  t?,  und  ist  durch  diese  bestimmt.    Die  Winkel- 

geschwindigkeit  -^  im  System    der  x\  y',  2'  ist    bestimmt   durch 

die  drei  Projectionen  je?',  g',  r'  ihrer  Axendarstellung  auf  die  Coor- 
dinatenaxen  der  a?',  y\  z\  Die  6  Grössen  v^^  tj^,  v„  p',  gr',  r'  be- 
stimmen den  Geschwindigkeitszustand  von  G.  Da  die  Axen  der 
x\  y',  2'  jederzeit  parallel  den  Axen  der  x^  y^  z  sind,  sind  die  Pro- 
jectionen j>,  9,  ^  der  Winkelgeschwindigkeit  auf  die  Axen  der  ^,  y,  z 
gleich  den  Projectionen  'p\  q\  r\  können  also  an  deren  Stelle  treten. 

2)  Man  giebt  die  Lage  der  Centralaxe  des  Bew^ungszustandes  von 
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G   zur  Zeit  t  an  und  beziflfert  einerseits  die  Winkelgeschwindigkeit 

^    mit  der  sich  G  um  die  Centralaxe  dreht,  andererseits  die  Trans- 
dt 

lationsgeschwindigkeit  -^,  mit  welcher  G  längs  derselben  gleitet. 

-^  hat  denselben  Werth,  wie  ad  1),  — ^^  ist    der    kleinste    unter 

dt  "^ 

den    vorhandenen  Werthen  von   -j-  -     Statt  -^  direct  anzugeben. 

kann  man  natürlich  auch  der  Parameter  ©  oder  -^  der  Elementar- 

schraubenbewegung  angeben.  Die  Lage  der  Centralaxe  im  Coordi- 
natensystem  der  x,  y,  z  ist  durch  4  Grössen  bestimmt;  als  solche 
kann  man  wählen  a)  die  Coordinaten  x^,  y^  des  Punktes,  in  wel- 
chem sie  die  ^- Ebene  schneidet  und  zwei  von  ihren  Richtonga- 
cosinus,  oder  b)  man  schneidet  auf  der  Centralaxe  irgend  eine  Länge 
/   ab,    bildet   die    drei  Projectionen  f,  q,  j    und  die  drei  Momente 

I,  m,  n  derselben;   nach  211  bestimmen  die  4  Stücke  — ,  ^r^  — ,  — 

'      '  ö       0       ä       5 

die  Lage  der  Centralaxe.  In  jedem  Fall  hat  man  4  Bestimmungs- 
stücke  für   die  Lage   der  Centralaxe    und  ausserdem  noch  -—-  und 

— ^'   diese  6  Grössen  bestimmen  den  Geschwindigkeitszustand   von 
dt   ' 

G,    Am  einfachsten  nimmt  man  -~-  selbst   für  die   eben   erwähnte 

Länge  l  Sind  dann  %,  \),  g  die  Projectionen  und  I,  m,  n  die  Momente 
der    (auf    der    Centralaxe    abgeschnittenen)     Winkelgeschwindigkeit 

—^    so  bestimmen  vermöge  der  Gleichung  ?:l-hQm-+-jn  =  0  irgend 
dt   ' 

5  von  den  Grössen  y,  %  J,  l,  m,  n  die  Grösse,  Richtung  und  Lage  von 

^y  •  diese  5  Grössen  nebst  dem  Parameter     ,  ^    bestimmen  den  Ge- 
dt   '  ^ 

schwindigkeitszustand  zur  Zeit  t. 

3)  Zu  irgend  einer  Zeit  t  dreht  sich  G  gleichzeitig  um  zwei 
conjugirte  Axen  l  und  A.  Giebt  man  die  Lage  derselben  und  die 
zu  ihnen  gehörigen  Winkelgeschwindigkeiten  an,  so  ist  damit  der 
Geschwindigkeitszustand  von  6?  zur  Zeit  t  bestimmt.  Wir  berück- 
sichtigen dies  Verfahren  nicht  weiter,  da  es  geometrisch  nicht  aus- 
gebildet ist  und  analytisch  sich  auf  das  Folgende  reducirt. 
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4)  Sind  l  und  X  die  beiden  eben  erwähnten  conjugirten  Drehungs- 
axen,  und  giebt  man  dem  l  die  Länge  der  Winkelgeschwindigkeit, 
mit  welcher  G  sich  um  /  dreht,  dem  X  die  Länge  der  Winkel- 
geschwindigkeit, mit  welcher  G  sich  um  X  dreht,  so  haben  l  und  X 
je  drei  Projectionen  und  je  drei  Momente  auf  den  Coordinatenaxen. 
Sind  jr,,  9,,  jj,  I,,  m,.  Hl  diese  Grössen  für  l  und  ;r,,  ^3,  j,,  I,,,  m,,,  n, 
dieselben  für  A,  und  setzt  man  jr,-l-j:a  =  X,  ^i+Q,  =  Y^  ji+gj  =  X, 
Ij+Ij  =  L,  m,+m,  =  M,  Hi+n,  =  N,  so  sind  die  6  Grössen 
X,  y,  Z,  L,  iW,  iV  die  6  Coordinateu  des  Geschwindigkeitszustandes 
im  Sinne  des  Abschnitts  B« 

Es  erwächst  aus  dem  Vorstehenden  die  Aufgabe,  die  verschiedenen 
Arten  der  Geschwindigkeitsbestimmung  von  G  aufeinander  zu  redu- 
ciren.  Dieselbe  hängt  so  innig  mit  der  Aufgabe,  die  Geschwindig- 
keiten der  einzelnen  Punkte  von  G  zu  untersuchen,  zusammen,  dass 
sie  mit  dieser  zugleich  in  Angriff  genommen  werden  soll. 

298.  Die  Geschwindigkeit  der  einzeinen  Punkte  von  G, 
nnd  die  Bednction  der  Oeschwindigkeitsbestimmnngen  anfein- 
ander.  1)  Geschwindigkeitsbestimmung  durch  Coordinaten- 
transformation.  Wie  oben  sei  der  Punkt  a  des  Körpers  G  will- 
kürlich ausgewählt;  er  sei  Ursprung  zweier  Coordinatensysteme, 
1)  des  Hiilfssystems  der  a\  y\  z\  dessen  Axen  denen  der  ar,  y,  z  jederzeit 
parallel  bleiben,  2)  des  Systems  der  ?,  iy,  f,  welches  in  G  festliegt 
und  dessen  Axen  in  die  Hauptträgheitsaxen  von  G  fallen.  Die  Coor- 
dinaten  des  Anfangspunkts  a  im  ruhenden  System  der  ä?,  «/,  z  seien 
a,  6,  c.  Hat  dann  irgend  ein  Punkt  von  6?  in  den  drei  Coordinaten- 
systemen  die  Coordinaten  x^  y,  z\  x\  y\  2'  und  ?,  %  £  so  bestehen  die 
bekannten  Transformationsgleichungen 

oder 

ri=  a^(x—a)-hb,Q/^b)-{-c,(z—€), 

Die  Coefßcienten  «j,  6^,  c,  ,.,c^  sind  dieselben  wie  in  Abschnitt  F, 
und  es  bestehen  zwischen  ihnen  dieselben  Beziehungen.  Durch 
Differentiation  von  (1)  folgt  zunächst 

55* 
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(4) 


da 


dt  dt 

dy   db 


da       ^  da 
4-? 


dt 

dz 

dt 


=  ^+^ 
=  ^+1 


dt 

db^ 
dt 

de. 


da^        ^  da. 


-j-i? 


dt 
dc^ 


dt 


^äö. 


+c 


dt 
de. 


dt    '  ^    dt     '   '    dt     '  "    dt 

Da  ferner  die  Bewegung  von  G  im  System  der  x',  y',  z'  eine  Drehung 
am  den  Anfangspunkt  a  ist,  folgt  aus  277  Gl.  (3) 


(5) 


dx' 
dt 


=  q'^-r'y'.. 


dz' 
dt 


=py— ^v. 


und  daraus  mit  61.  (1) 


(6) 


Hierin  gelten  für  p,  y,  r  (oder  p\  q\  r')  die  DefinitioDSgleichungen 
des  §  276,  und  mit  diesen  ist  sehr  leicht  nachzuweisen,  dass  die 
Gleichungen  (6)  mit  den  (4)  identisch  sind. 

Legt  man  durch  a  ein  Coordinatensystem,  dessen  Axen  parallel 
der  Momentanlage  der  5,  ^»  C  sind,  bezeichnet  die  drei  Projectionen 
der  Winkelgeschwindigkeit  auf  diese  Axen  mit  n,  x,  q  und  die  Ge- 
schwindigkeit, welche  der  Punkt  5,  ^,  C  in  demselben  hat,  mit  rg,  r^,  r;, 
so  ist  nach  277,  (5)  v'^  =  xC—QV^  ^'17=^? — ^Cj  v'^  =  tttj — xt 
Nach   den  Richtungen  5,  ^5  C  zerlegt  sich  zugleich  die  Translations- 

geschwindigkeit   von    a    in    die    drei    Componenten  a,  -~^ — [-b^ 


de  da     ,  j 


»  dt 


dc_ 
"'  dt 


da 


dt 


dt 


a. 


db 


de 


-*-*»-:7r-i-<"»-:7r;die 


dt   '    "'    d<     '  ""  dt     •  '*  dt    '    "'   dt     ■  '*   dt     '  -»   dt 
Geschwindigkeit   des   Punkts  ^,  i],  C  zerlegt  sich  also  nach  den  Mo- 
mentanrichtungen der  Hauptträgheitsaxen  in  die  Componenten 


(7) 


da       i    db  de 


dt 
da 


dt 
db 


^^  =  ^'"dr+*^"är"+""' 


dt 
de 


+-Z?— e^, 


dt 


+-^5— TiS, 


da       2    db  de 

H  =  «,  -ä7-+*3  -IT  -+-^3  -^T-^  ^—  X?. 


dt 


dt 
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Es  ist  auch  leicht  zu  zeigen,  dass  diese  Gleichungen  aus  (6)  durch  Trans- 


dsß  du 

formation  entstehen,  nach  den  Formeln  uc  =  a,  —z — hi, 


+-^r 


dz 


dt         '  dt         '  dt 
u.  s.  w. 

2)  Geschwindigkeitsbestimmung  in  Plücker^schen  Coor- 
dinaten.  Die  Geschwindigkeit  von  G  sei  durch  die  6  Grössen 
-X,  y,  Z,  L,  M^  N  bestimmt.  X,  7,  Z  sind  die  drei  Componenten 
der  Geschwindigkeit,  womit  sich  Q  um  die  Momentanaxe  dreht;  d.  h. 

(8)         X=p,     Y=q,     Z=r. 

L^'  M^  N  sind  die  Componenten  der  Translationsgeschwindigkeit, 
welche  man  der  am  Anfangspunkt  o  angehefteten  Drehungsgeschwin- 
digkeit y^*+y*-f-^  zufügen  muss,  um  die  Gesammtbewegung  von 
G  zu  erhalten,  d.  h.  sie  sind  die  Componenten  der  Translations- 
geschwindigkeit, welche  der  zur  Zeit  in  o  fallende  Punkt  von  Q  be- 
sitzt.     M^   erhält   also   die  Werthe    von  L,  M^  N  ausgedrückt   in 

diß  dxi 

Pj  3)  *N  wenn  man  in  Gl.  (6)  L  statt  — ^ ,  M  statt-—-  etc.  schreibt, 

und  auf  der  rechten  Seite  o;  =  y  =  2  =  0  setzt; 

da 


(9) 


L  = 


dt 
db 


qc-\-rb, 


M  ^  —3- ra-HjJC, 


Fährt  man  dies  in  (6)  ein,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (8) 

dx 


(10) 


dt 


=  L+Yz-Zy, 


^  =  M+Zx—Xz, 


dt 

dz 
~dt 


=  N+Xy—Yx, 


Hiermit  ist  die  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  des  einzelnen  Punktes 
und  in  den  Gleichungen  (8)  (9)  zugleich  die  Reduction  der  ersten 
auf  die  zweite  Bestimmungsart  und  umgekehrt  gegeben. 

3)  Geschwindigkeitsbestimmung  mittels  der  Central- 
axe.  Man  denke  sich  zunächst,  die  momentane  Centralaxe  sei  der 
Anschauung   vorgezeigt,    und   auf  ihr  sei  die  Winkelgeschwindigkeit 
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R  nebst  der  Translationsgeschwindigkeit  S  gegeben.  Ein  Punkt  ß 
von  G,  dessen  Abstand  von  der  Centralaxe  gleich  S  ist,  hat  dann 
zwei  Geschwindigkeitscomponenten:  1)  vermöge  der  Drehung  R  hat 
er  die  Geschwindigkeit  SR  senkrecht  zu  R  und  senkrecht  zu  <J, 
2)  vermöge  der  Translation  S  hat  er  die  Geschwindigkeit  S  parallel 
Ä,  seine  totale  Geschwindigkeit  ist  also  o  =  yS^-hi^R\  und  die  r 
sämmtlicher  Punkte  von  G  bilden  offenbar  denjenigen  Complex  zwei- 
ten Grades,  der  in  Abschnitt  B  mit  dem  vorläufigen  Namen  »Con- 
curs  der  Momente"  belegt  wurde.  Damit  hat  man  eine  bequeme 
Üebersicht  über  die  räumliche  Vertheilung  der  Geschwindigkeiten  der 
Punkte  von  6r,  und  es  leuchtet  ein,  das  alles,  was  in  Abschnitt  B 
über  die  Momente  ausgesagt  wurde,  auf  die  Geschwindigkeiten  v  un- 
mittelbar Anwendung  findet.  So  z.  B.:  In  jeder  Ebene  von  G  giebt 
es  einen  und  nur  einen  Punkt,  dessen  Geschwindigkeit  senkrecht  auf 
der  Ebene  selbst  steht,  das  ist  ihr  Pol.  Es  giebt  in  ihr  eine  Gerade, 
deren  Punkte  die  Eigenschaft  haben,  dass  ihre  Geschwindigkeiten  in 
die  Ebene  selbst  fallen,  d.  i.  die  Charakteristik  der  Ebene.  Das 
Perpendikel  im  Pol  und  die  Charakteristik  sind  conjugirte  Geraden: 
also  lässt  sich  die  Bewegung  der  Ebene  in  eine  Drehung  um  den 
Pol  und  eine  gleichzeitige  Drehung  um  die  Charakteristik  zerlegen. 
Jede  Gerade  von  G  dreht  sich  um  ihre  Conjugirte,  u.  s.  w. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  die  Centralaxe  sei  im  ruhenden 
System  der  Jc^y^z  gegeben,  und  zwar  in  der  Form,  dass  einerseits 
die  Coordinaten  von  Ä,  andererseits  S  gegeben  seien,  jr,  5,  j  seien 
die  Projectionen  von  R  auf  die  Coordinatenaxen,  l,  m,  n  die  Axen- 
momente  von  Ä;  für  S  werde  t  geschrieben;  von  den  6  Grössen  f.  ^, 
j,  I,  m,  n  ist  selbstverständlich  eine  überzählig  vermöge  der  Gleichung 

Wir  stellen  zunächst  die  Geschwindigkeit  desjenigen  Punktes  von 
G  fest,  welcher  zur  Zeit  der  Betrachtung  im  Anfangspunkt  o  liegt. 
Die  Gleichungen  der  Centralaxe  im  System  der  x^y^  z  sind  l  =  yä — -^, 
m  =  2]C — .^•g,  n  =  ^5 — 2/;r.  Setzt  man  in  diesen  2:  =  0,  so  erhält 
man  für  den  Durchschnittspunkt  der  Centralaxe  mit  der  a;^- Ebene: 

trt  1 

^jj  = ,    t/o  =  — ,    2:^  =  0.     Verschiebt  man  das  Coordinaten- 

System  parallel  mit  sich  selbst,  so  dass  sein  Anfang  in  ar^,  y^,  z^  fallt. 
so  hat  der  frühere  Anfangspunkt  o  in  dem  neuen  System  die  Coor- 

dinaten  H , ,   0.     Nun  sind  ?:,  5,  J  die  Componenten  der 

8  ä 


Gesch  windigkeitsbeschreibungen.  87 1 

Winkelgeschwindigkeit,  mit  denen  sich  G  um  den  neuen  Anfang  dreht; 
vermöge  der  blossen  Drehung  um  die  Centralaxe  besitzt  also  o  drei 
Seitengeschwindigkeiten,  welche,  nach  den  Formeln  277  (3)  berechnet, 
sind: 

Hieraus  erhellt  die  kinematische  Bedeutung  der  drei  Grössen  I,  m,  n; 
sie  sind  einfach  die  Seitengeschwindigkeiten  des  Coordinatenanfangs, 
welche  aus  der  Drehung  um  die  Centralaxe  hervorgehen.  Vermöge 
der  Verschiebung  längs  der  Centralaxe  besitzt  nun  der  Anfangspunkt 
ausserdem  die  Geschwindigkeit  r,  deren  Richtungscosinus  mit  denen 
der  Centralaxe  übereinstimmen;  dieselbe  zerfallt  also  in  die  Compo- 
nenten 

—X  ==  gy  =  T— — — ^  ,       -^  =  roü  =  T    ,        ^  , 


Die  Totalgeschwindigkeit  des  in  o  fallenden  Punktes  von  G  ist  also 
bestimmt  durch 

(11)        ^  jl/  =  m+y    , ^  =  l+roö, 

iV  =  n+y   , -^  =  l+rog. 

Ausserdem  ist  offenbar 

(12)       X  =  j:,     Y=ti,    Z=i. 

Die  Gleichungen  (11)  stellen  die  Beziehung  zwischen  der  zweiten  und 
dritten  Geschwindigkeitsbestimmung  her.    Um  die  (11)  nach  l,  tn,  n 

dz 
und  —^  auflösen  zu  können,  bedenke  man,  dass  nach  211  61.  (5) 

_  ^Lh-  YM-hZN  _   XL+YM+ZN 

womit,   wenn   a  als  abkürzendes  Zeichen  fortgeführt  wird,   aus  (11) 
kommt: 

(14)        l  =  L—Xw,    m  =  A/-  y©,    n  =  N—Zw. 
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Somit  sind  I,  m,  n  durch  die  Plücker'schen  Coordinaten    bestimmt 
Führt  man  die  Gleichungen  (11),  (12)  in  (10)  ein,  so  findet  sich 

dx 


(15) 


dt 

dy  _ 


=  i-f-;rBH-92— ay> 


dt 
dz 


m-h^w-hj^— jr^:, 


=  n-hgro+fj^— 9^» 


womit  die  Geschwindigkeitscomponenten  des  Punktes  j-,  ^,  z  auf  Grund 
der  dritten  Darstellung  bestimmt  sind. 

Endlich  ist  noch  die  dritte  Darstellung  auf  die  erste  zu  reduciren. 
Man  braucht  zu  dem  Zweck  nur  Gl.  (11)  in  (9)  einzusetzen  und  er- 
hält dann  neben  den  selbstverständlichen  Gleichungen 

(16)        t:=p,    9  =  (jr,     a  =  r 
die  Beziehungen 


(17) 


1+  ;r©  =  -^  —qc-^rb, 


nn-^©  = 


dt 

db 
dt 

de 


ra-^pc, 


n-h  g»  =  -57-  — i>*  -4-  qay 


dt 


so  wie  aus  (13)  und  (9) 


(18)        ©  = 


P 


da 


+? 


d]b_ 
dt 


dt 


Will  man  die  (17)  benutzen,  um  l,  m,  n  durch  a,  6,  c,  p^  5,  r  aus- 
zudrücken, so  hat  man  auf  der  linken  Seite  |>,  9,  r  statt  ;r,  Q,  g  zu 

da       db       de 


schreiben;  will  man 


durch  I,  tn,  n  ausdrucken,  so 


dt   '    dt   '    dt 

hat  man  rechts  das  umgekehrte  zu  thun.    In  beiden  Fällen  ist  die 
Auflösung  unmittelbar  auf  der  Hand  liegend. 

Indem  man  j:,  l),  g,  l,  m,  n,  ©  aus  (16),  (17),  (18)  herstellt,  ist 
die  Aufgabe  gelöst,  die  Lage,  die  Länge  und  den  Parameter  der  mo- 
mentanen Centralaxe  des  Geschwindigkeitszustandes  zu  bestimmen, 
wenn  der  letztere  in  Form  (1)  gegeben  ist. 

299.  Lebendige  Kraft  und  Bewegnngsmenge.  Die  leben> 
digeKraft  T  von  G  ist  einfach  die  Summe  aus  der  lebendigen  Kraft 
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seines  Schwerpunkts  und  der  lebendigen  Kraft  der  Rotation  um  den 
Schwerpunkt  Ist  also  m  die  Masse  von  G  und  sind  A^  B,  C  die 
Hauptträgheitsmomente  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt,  so  ist,  wenn 
Va  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunkts, 

(1)        2T=  mvl-hAn'-i-Bx'+CQ\ 

Es  sei  dem  Leser  überlassen,  nachzuweisen,  dass  man  dieselbe  Formel 
aus  61.  (7)  des  vorigen  Paragraphen  erhält,  wenn  man  als  Punkt  a 
den  Schwerpunkt  von  G  wählt. 

Die  6  Coordinaten  der  Bewegungsmenge  von  G  erhält  man 
nach  bekanntem  Summationsverfahren  aus  Gl.  (6)  oder  (9)  des  vorigen 
Paragraphen.  Bei  Bildung  derselben  sei  wieder  vorausgesetzt,  dass  a 
mit  dem  Schwerpunkt  von  G  zusammenfalle.  Multiplicirt  man  die 
(3)  mit  dm  und  summirt  über  alle  dm  von  G^  so  findet  man  für  die 
Componenten  der  Bewegungsmenge,  zerlegt  nach  o?,  y^  z 

(2)        X  =  m^,     Y=m^,     Z  =  m'^ 


dt   '  dt   '  dt 

„Der  resultirende  Vector  der  Bewegungsmenge  ist  gleich  der 
Bewegungsmenge    des   Schwerpunkts. '^      Bildet   man    die   Ausdrücke 

(dz  dy  \  ^ 

y—^ ^"i^j        u-8.  w.  und  summirt,  so  findet  sich  für  das  erste 

der  Axenmomente  der  Bewegungsmenge  zunächst 

Setzt  man  unter  den  Summenzeichen  o:'  für  o: — a,   y'  für  y — 6,   2' 
für  z — c,  so  wird  daraus 

Nun  ist  2y^dm  =  2a/ dm  =  2z* dm  =  0,  weil  der  Schwerpunkt 
Ursprung  der  a\  y\  J  ist,  also,  wenn  A\  B\  C\  D\  E\  F'  die  Träg- 
heits-  und  Deviationsmomente  für  die  Axen  der  x\  y\  £  sind, 

(3)        L^m  (h^-c^y^A^^^P^rW. 

Hierin  kann  man  für  A\  F\  E'  ihre  Werthe  aus  (288)  Gl.  (8)  setzen: 
dann  kommt 
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wo  A,  B^  C  wieder  die  Hauptträgheitsmomente  des  Schwerpunkts 
sind.  Fasst  man  die  Factoren  von  A  zusammen,  so  ist  />«J-f-9«i*, 
-\-rc^a^  =  aXaiP-hb^q-^c^r)  =  a^TT.  Ebenso  haben  B  und  C  die 
Factoren  a^x  ^^^  ^iQy  ^Iso  ist  schliesslich 


(4) 


Die  drei  ersten  Posten  sind  offenbar  die  Momente  der  Bewegungs- 
menge des  Schwei-punkts,  die  mit  tt,  x?  Q  behafteten  sind  die  Momente 
der  Bewegangsmenge,  welche  aus  der  Rotation  um  den  Schwerpunkt 
hervorgeht.  Legt  man  o  in  die  Momentanlage  des  Schwerpunkts,  so 
fallen  die  a,  6,  c  enthaltenden  Antheile  fort. 

Legt  man  durch  o  ein  Coordinatensystem ,  dessen  Axen  der  Momentan- 
lage der  $,  i;,  ^  parallel  sind,  so  erhält  man  die  Coordinaten  der  Be- 
wegungsmenge in  diesem  System  durch  einfache  Transformation  aus  GL(2) 
und  (3).  Die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  in  diesem  System  seien 
zur  Abkürzung  mit  a,  ß,  y  bezeichnet,  so  dass  also  a  •==■  a,a4-6j6-|-c,f, 
ß  =  a^a-^hJb-^-c^c^  y  =  a,a+i,J-+-<?3C    ist;    es    ist    dann    zugleich 

da  da       ^    dh    ,       de  .,    ,  r,       ,.     , 

~^~  =  ö,  — T — h^,    ,--+-^1  — r-  u-  s.  w.,  weil  das  neue  Coordinaten- 
dt  ^   dt         ^  dt         ^  dt 

System  ruhend  gedacht  ist,  aj,&j,  e?j  also  für  die  Transformation  un- 
veränderlich sind.     So  erhält  man 

*=^-dT'  ^=^-dr'  ^-^-dT' 

Dieselben  Gleichungen  ergeben  sich  auch  durch  directe  Summation 
der  Gl.  (9)  des  vorigen  Paragraphen.  Auf  Grund  der  beiden  Sätze: 
„Der  Vector  der  Bewegungsmenge  von  G  ist  die  Bewegungsmenge 
seines  Schwerpunkts",  und  „das  Moment  der  Bewegungsmenge  von 
G  ist  die  geometrische  Summe  aus  dem  Moment  der  Bewegungsmenge 
des  Schwerpunkts  und  aus  dem  der  Rotation  um  den  Schwerpunkt" 
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kann  man  die  Gl.  (9)  ohne  weiteres  hinschreiben  und  nachträglich 
durch  Einsetzen  der  Werthe  von  a,  /?,  y  nachweisen,  dass  A=^ 
a^L-^-b^M-^c^N  ist  u.  s.  w. 

300.    ZQSammenselznng  zwelw  Oeschwindigkeitsznstftnde. 

Es  ist  der  Mühe  werth,  noch  einen  Blick  auf  die  Frage  zu  werfen, 
wie  zwei  Geschwindigkeitszustände  von  G  zusammengesetzt  werden, 
wenn  sie  in  den  drei  Hauptformen  gegeben  sind.  Die  beiden  com- 
ponirenden  Geschwindigkeitszustände  seien  durch  die  Marken  1  und  2 
characterisirt,  der  resultirende  dadurch,  dass  die  ihn  bezeichnenden 
Grössen  keine  Marke  haben. 

1)  Plücker'sche  Form.  Der  erste  Zustand  habe  die  Compo- 
nente  X,,  F,  ...  iV,,  der  zweite  X^,  F^  ...  iV^,  der  resultirende 
X^  Y  . . .  N,  Nach  Abschnitt  B  ist  vollkommen  selbstverständlich,  dass 

(X  =  x,+x,,   y^y.-hF,,    z=z.+z„ 

\L=L,+/v„    ^=il/,+A/„    N=N,+N,, 

Die  Zusammensetzung  geschieht  durch  einfache  Addition  der  Coor- 
dinaten. 

2)  Form  der  Coordinatentransformation.  Nach  298 
Gl.  (8)  folgt  hieraus  ohne  weiteres 

(2)        p=Pi'i-p,,    ?  =  ?i-l-?2,     r=r,-h/-,. 
Die  erste  Gleichung  (9)  desselben  Paragraphen  liefert 

da.         j  . 

-dt  =  A+?.<'-'-,^ 

da         r  .  >        T.i.,.N        ,     .      ^,        da,         da. 


=  L+qc—rb  =  L,+L,4-(5^,+5r,)c— (r,4-»-,)*  =  -37-  + 


Ebenso  beweisen  sich  die  beiden  entsprechenden  Gleichungen  in  b 
und  €^  also 

..^v  da   da^    ^_da^      db   db^       db^       de    dc^        dc^ 

^^       ~dV  ~  'dT'^'dP  ~df  ~  "df^'dT'  ~df  ~  ^df'^'df' 

Die  oben  als  die  erste  aufgeführte  Darstellungsart  theilt  also  mit  der 
Plücker'schen  die  werthvolle  Eigenschaft,  dass  jedes  Bestimmungsstück 
einer  heteraptischen  Summe  gleich  der  algebraischen  Summe  der  ent- 
sprechenden Bestimmungsstücke  für  die  Componenten  ist. 

3)  Schraubenform.     Dagegen    hat   die   Schraubenform   nicht 
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diese  Eigenschaft;  vielmehr  ergiebt  sich  aus  208^  dass  der  Parameter 
w  der  Resultante  mit  den  Parametern  ©,  und  Wj  der  Componenten 
auf  demselben  Cylindroid  liegt  und  mit  ihnen  durch  ein  verwickeltes 
Gleichungssystem  verbunden  ist.  Die  Schraubendarstellung  des  Ge- 
schwindigkeitszustandes eignet  sich  daher  wenig  zur  Behandlung  in 
beliebigen  cartesischen  Coordinaten;  sie  will  vielmehr  unabhängig  von 
diesen  betrachtet  sein,  entweder  rein  geometrisch  oder  in  einem 
Coordinatensystem ,  welches  auf  dem  Boden  der  Schraubentheorie 
selbst  erwachsen  ist.  Ball  hat  ein  solches  angegeben  (Theory  of 
screws,  Cap.  IV);  der  Raum  gestattet  uns  aber  hier  nicht,  darauf 
einzugehen. 

301.  Der  Besehleunigungszustand  von  G  kann,  entsprechend 
der  dreifachen  Darstellung  des  Geschwindigkeitszustandes,  in  drei 
Hauptformen  dargestellt  werden. 

1)  Transformationsform.  Zur  Zeit  t  ist  der  Geschwindig- 
keitszustand von  G  bestimmt  durch   die  6  Grössen  —7—,  -3—,  — 7^- , 

dt       dt       dt 

p,  q,  r  des  §  297  und  298.     Zur  Zeit  t-hdt  sind  seine  Bestimmungs- 

^..  ,      da        d^a    ,      db        d^b   .  dQ    1^  r\-     n  r^  - 

stucke  —, — I — =-»-  dt.  —i — I — f-«^i  7H — ^<^  u-  s«  w.    Die  6  Grossen 
dt        dt^      ^    dt         dt         ^       dt 

d^a      d^b      d^c       dp       dg       dr 
'W'  'W  'di^'  'df'  'dT'  'W 

bestimmen  also  den  Unterschied  zwischen  dem  Geschwindigkeitszustand 
zur  Zeit  t  und  dem  zur  Zeit  t-\-dt,  d.  h.  sie  sind  die  6  Coordinaten 
des  Beschleunigungszustandes.  Und  zwar  ist  nach  dem  vorigen 
Paragraphen  der  Geschwindigkeitszustand  im  Moment  t-{-dt  einfach 
die  heteraptische  Summe  aus  1)  dem  zur  Zeit  t  vorhandenen  Ge- 
schwindigkeitszustand und  2)  dem  unendlich  kleinen  Geschwindig- 
keitszustand, dessen  Coordinaten  die  6  mit  dt  multiplicirten  Be- 
schleunigungscoordinaten 


d^a  d^b  d^c  dp    ,        dq  dr 

w"^'^  -w"^'^   d^^^'  ^^'  ~dr^^  -dT^ 


sind. 


2)  Plücker'sche  Form.     Wird  der  Geschwindigkeitszustand  in   Pläcker'- 
schen  Coordinaten  dargestellt,  so  sind  ganz  entsprechend 

dX        dY        dZ         dL         dM        dN 
dt    '      dt    '      dt    '      dt    '      dt    '       dt 

die  Coordinaten  des  Beschleunigungszustandes,   und  dieselben  Grossen,    mit  dt 
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multiplicirt,  sind  die  Goordinaten  des  unendlich  kleinen  Geschwindigkeitszustandes, 
der  in  der  Zeit  dt  zu  dem  im  Augenblick  t  vorhandenen  Geschwindigkeitszustand 
hinzugefügt  wird. 

3)  Schraubenform;  Wechselgeschwindigkeit.  Zur  Zeit  t  ist  eine 
Gerade  e  Momentanaxe  der  Scbraubengeschwindigkeit,  die  Winkelgeschwindigkeit 
um  c  ist  CD  und  die  Translationsgeschwindigkeit  längs  c  sei  t.  Zur  Zeit  t-hdt 
ist  eine  unendlich  benachbarte  Gerade  c'  Momentanaxe,  die  Winkelgeschwindig- 
keit auf  ihr  ist  tt>+</(o,  die  Translationsgeschwindigkeit  x-hdt.  Die  Aenderung, 
welche  der  Geschwindigkeitszustand  von  O  in  der  Zeit  dt  erlitten  hat,  lässt  sich 
demnach  characterisiren  durch  1)  die  beiden  Zunahmen  </(o  und  </t,  2)  die  gleich- 
zeitig eingetretene  Lagenänderung  der  Centralaxe.  c  und  c'  kreuzen  sich  im 
Aligemeinen;  es  sei  de  ihr  kürzester  Abstand  und  d^  der  Winkel,  den  sie  mit- 
einander machen.  Man  bringt  dann  eine  Gerade  aus  der  Lage  c  in  die  Lage  c\ 
indem  man  sie  erst  längs  des  kürzesten  Abstandes  um  die  Strecke  de  verschiebt 
und  sie  hierauf  um  den  kürzesten  Abstand  eine  Drehung  vom  Betrage  df^  be- 
schreiben lässt.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Momentanaxe  sich  ändert, 
ist  also  selbst  eine  Schraubengeschwindigkeit,  deren  Centralaxe  die  Gerade  ist, 

in  welcher  de  liegt,  und  deren  Componenten  sind  -p-  für  die  Drehung,  -^  für 

die  Verschiebung;  man  nennt  sie  die  Wechselgeschwindigkeit  der  Momen 

de 
tanaxe;   die   Componente  —j-   führt  auch  den  Namen  Orthogonalgeschwin- 
digkeit.   Die  5  Goordinaten  von  — ?-»  nebst  — r   ,  -r-  und  — r-  bestimmen  den 
^  dt  dt       dt  dt 

dib 
Beschleunigungszustand  von  G,     Von  den  5  Goordinaten  der  Grosse  —~-  sind 

d^ 
aber  2  von  vom  herein  dadurch  gegeben,  dass  die  Gerade,  auf  welcher  -^  liegt, 

dt 

die  Momentanaxe  c  schneiden  muss;  im  Ganzen  sind  also  wieder  6  Bestimmungs- 
stücke für  den  Beschleunigungszustand  vorhanden. 

Andererseits  hat  der  unendlich  kleine  Geschwindigkeitszustand,  der  sich  nach 
dem  obigen  während  der  Zeit  dt  zu  dem  Geschwindigkeit^zustand  des  Moments 
t  addirt,  seinerseits  eine  momentane  Gentralaxe,  und  auf  dieser  einen  bestimmten 
Werth  nebst  Parameter.  Diese  Grössen  sind  zu  bestimmen.  Analytisch  am  ein- 
fachsten gestaltet  sich  die  Bestimmung,  wenn  wir  annehmen,  der  Beschleuni- 
gungszustand sei  in  Plücker^schen  Goordinaten  gegeben.    Dann  sind 

dX,    dY,    dZ,    dL,    dM,    dN 

die  6  Goordinaten  des  unendlich  kleinen  Geschwindigkeitszustandes;  seine  Gen- 
tralaxe hat  nach  211  die  Gleichungen 

dL-^ydZ-hzdY    ___    dM—zdX-hxdZ  ___     dN—xdY-^-ydX 
^  ^                    dX               ^               dY  IE 

Die  Gomponenten  der  Drehung  auf  der  Gentralaxe  sind  dX^  dY^  dZ,    und  für 
den  Parameter  gilt  die  Gleichung 

^  _   dXdh  -f-  d  y  </ Jf  H-  dZdN 

{^)       rsa—         dX^-\-dY^-^dZ^ 

wo  der  Parameter  mit  Oa  bezeichnet  ist,  um  ihn  von  dem  Parameter  ts  des  Ge- 
schwindigkeitszustandes zur  Zeit  t  zu  unterscheiden. 
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Um  über  die  geemetrische  Beziehung  unserer  Gentralaxe  zur  Momentanaxe 
ins  Klare  zu  kommen,  denken  wir  uns  das  Coordinatensystem  der  z,  y,  z  so  ge- 
legt, dass  seine  ^-Axe  in  die  Momentanaxe  c  des  Augenblicks  /  fällt,  die  ^-Axe 
in  den  kürzesten  Abstand  de  der  beiden  aufeinander  folgenden  Momentanaxen  e 
und  c\  die  Axe  der  x  senkrecht  zu  beiden.  Zur  Zeit  t  dreht  sich  also  G  um 
die  Z'Axe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  cu,  und  Terschiebt  sich  längs  derselben 
mit  der  Geschwindigkeit  t  oder  C3a>.  Zur  Zeit  /  sind  also  die  Coordinaten  des 
Geschwindigkeitszustandes 

(3)         X  =  0,     y=0,     Z=u),     L  =  0,     Jf=0,     iV  =  C3m. 
Zur   Zeit  t-hdt  dagegen   geht   die  Gentralaxe  durch  den  Punkt  x  =  0,  y  ^  rfr, 
-:  =  0,  und  macht  mit  den  drei  Axen  den  Winkel  -^ rf^*»  ^y  ^^'f  dabei  ist  die 

Winkelgeschwindigkeit  (o+cfu)   und    der  Parameter  (3+<A3.     Die  drei   Compo- 
nenten  der  Rotation  um  c'  sind  also 

f  j  =  ^-|-rfX  =  («H-du))sin(i4;,     Q=Y-h<fF=0, 
(4)         < 

Ij  =  Z-{-dZ  =  {(fa-^dm)co%d^. 

Gleichzeitig  ist,  wenn  für  x,  ,v,  z  die  Werthe  des  Durchschnitts  von  c'  mit  der 
y-Axe  eingesetzt  werden, 

l  =  ^3  —  2^  =  de(ü)H-</a>)cos  <Api     »«  =  0, 

n  =  —  </«  (o)  H-  rfo))  sin  dAf. 

Hieraus  kommt  mit  den  Gleichungen  (11)  des  §  298^ 

^  L-^dL  =  (fe((o+^a>)cos</4^+(G)+dt3)((o+<^<i>)sin  Jt);, 
M-hdM  =  0,     N-hdN  =  —  d6(a)-f-d<i))sinrf4/-|-(t3-|- A3)(<»-f-rfai)cosrf4<. 

Lässt  man  in  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  die  unendlich  kleinen  Grossen  höherer 
Ordnung  fort,  setzt  also  auch  sind^  =  d^  und  cosci^^  =  1,  so  ergiebt  sich 

.  (X-hdX  =  iod^,      F-|-dY  =  0,     Z-hrf^=u)-f-rfa), 

1  L-^dL  =  oirfe-hChDc/^;,     M-^dM  ==  0,     N-hdN  =  G>ci>+(i(e»i>). 

Durch  Vergleich  mit  (3)  folgt  hieraus 

(dX^iüd^,    rfy=0,    dZ^diü, 

^  ^         \dL=^  iode-hUkod^,     dM  =0,     dN  =  d(üim), 

wo  für  CbkD  das  kürzere  t  geschrieben  werden  kann.  Wendet  mau  hierauf  die 
Gleichung  (1)  an,  so  erhält  man  als  Gleichungen  der  untersuchten  Gentralaxe, 
welche  nunmehr  die  Beschleunigungsaxe  heissen  möge 

^'  md^  ""  Ö  ""  5ÖJ 

Die  Gleichungen  geben  aufgelöst 

rfd;  ,,rt.  tüdedm-^ddfOzdm — »rfc) 

(9)         X  =  ta~-  z.  (10)        V  = ,  ,         >  ..« — 

^  ^  diu  \    ^        y  dm^-^m^d^* 

Die  Gleichungen  zeigen:  Die  Beschleunigungsaxe  geht  durch  den  (verlängerten) 
kürzesten  Abstand  der  beiden  Momentanaxen  c  und  c'  und  steht  senkrecht  auf 
ihm ;  in  der  That  ist  ja  dieser  Abstand  die  Directrix  des  Gylindroids,  dem  die 
Beschleunigungsaxe   nebst   den  Axen  c   und  c'  angehören.    Sie   macht  mit  der 


(ö)       I 
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Momentanaxe  einen  Winkel,  dessen  Tangente  <d 


dt 
dfo 
IT 


ist.     Ihren   Abstand   von 


der  Momentanaxe  giebt  der  Ausdruck  (10)  an.    Endlich  ist  nach  (2) 

ü)'  d^de  -+■  'Ziad'if^-^dmd'z 


(11) 


tun 


Die  resultirende  Winkelbeschleunigung  ist  ydX'^-\-dY^'\'dZ^  ==  J/SÖH^öW*  •  ^^• 

Man  bemerke,  dass  Gl.  (9)  nur  <i>,  ^  und  — r-?  — r-    enthält      Sie    findet    also 

^  dt        dt 

auch  statt,  wenn  an  O  keine  Verschiebungen  und  keine  Wechselgeschwindig- 
keit vorkommt  In  der  That  ist  sie  die  Gleichung,  welche  den  Winkel  der  Be- 
schleunigungsaxe    mit   der  Momentanaxe   für   den  Fall    der  Drehung   um  einen 

festen  Punkt  bestimmt     Setzt  man  dagegen  -~  =  0,  lässt  also  die  Axenflächen 


de 


welche   in" 


zu  Cylindem  degeneriren,   so  erhält  man  die  Gleichung  y  =  u)  —  , 

Abschnitt  E    den  Abstand  des  Beschleunigungscentrums  vom  Momentancentrum 
bestimmte.     (Vergl.  25S  Gl.  (3).) 

302.    Die  Besehleunigrung  der  einzelnen  Punkte  yon  G. 

1)  Transformationsform.    Aus  298  Gl.  (4)   folgt  durch  Differen- 
tiation nach  t 


(1) 


dt* 


d'a      ^  d*a,  d'a,       ^  d*a. 


dt' 


dt' 


dt' 


d\        d'b      ^d\         d\ 

d*c 


dt 

d*z 


dt' 
d'c 


di* 
d\ 


dt 


^d\ 


9     » 


dt 


9     5 


dt 


dt' 


df 


.  .,       w  d\ 


Differentiirt  man  ebenso  die  61.  (6)  desselben  Paragraphen  und  setzt 


dabei   für 

dt 

so  erhält  man 


da      dy      dz 


dt  '    dt 


—  ihre  Werthe    aus  denselben  Gleichungen, 


(2) 


d^x         d^a       ,        ^  da       ,       i^  di 


dt 


dt^    ^       ^  dt       ^      ^  dt 


d'v         d^b       .        ^  dr        .        ^  dp 


dt^    '  ^"^     ^^  dt        ^^     ^'  dt 


dt^  dt'  ^^    ^ 


(ä— a)- 


dq 


dt        ^         ^  dt 
+rp(a:'-a)-hqr(}/—b)—(p'+q'X^  —  c). 
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Schreibt  man  5»  ^5  C  statt  a — a,  y — i,  z — c  und  setzt  im  übrigen 
griechische  Buchstaben  an  Stelle  der  lateinischen,  so  erhält  man  die 
Componenten  der  Beschleunigung  des  Punktes  J,  ij,  f  in  einem  ruhen- 
den System,  dessen  Axen  der  Momentanlage  der  Hauptträgheitsaxeo 
parallel  sind. 

2)  Plücker'sche  Form.     Ganz  ähnlich  ergflebt  sich   durch  Differentiation 
der  Gleichungen  298  (10) 


(3) 


~d^ 


dLi  ti  V  /i!Z 

=  — r-  +  YN—ZM-^z  -^  —y  -^  +X  Yy+ZX2—iY*+Z')x, 


dt  dt 


Z 


dt 

dX 
dt 

dY 
dt 


-h  YZt  -h  X  Fx  —  (Z»-f-  y«)|, 


Wie  in  den  Gleichungen  (2)  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite,  so  sind  hier 
die  drei  ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  unabhängig  Ton  x,  y,  2,  stellen  also 
einen  allen  Punkten  von  O  gemeinsamen  Antheil  der  Beschleunigung  dar. 
Differentiirt  man  die  Gleichungen  (9)  des  §  298  nach  t ,  so  ist  die  Identität  von 
(3)  und  (2)  leicht  nachzuweisen. 

3)  Darstellung  mittels  der  Wechselgeschwindigkeit  In  dem 
Coordinatensystem,  welches  in  den  Gleichungen  (3)  bis  (11)  des  §801  gebraucht 
wurde,  hat  der  Punkt  x,  y,  z  zur  Zeit  «,  wo  X=  F==  Zr  =  Af  =  0,  ^  =  ». 
N  =  ükü  ist,  gemäss  298  (10)  die  Seitengeschwindigkeiten 


(4) 


dt 


=  — yü), 


dt 


XiO, 


dz^ 
dt 


=  Ctktt  =  T. 


Zur   Zeit  t-hdt    oder,    wo   X  s=  tad^,    F  =  0,   -2r=  cü-f-rfwi    L  =  iode-i-xd^, 

M  =  0,   JV  =  T-f-rfx,    und    wo    derselbe   Punkt   die    Coordinaten   x-h-r-df, 

dt 

-j-^U  ^'^~T'^^  ^*^  *^*  ^^^^  denselben  Gleichungen 

-^  =  wrfeH-Trfd;  — (y-h- ^rf<)((o-4-e/o>) 
=  — wy  —  xio''^dt — ydia-h*iide-\~Td^, 

-^  =  {'  +  ~dt){^  +  d^)-{z+^dt)«.d^ 
=  (ox — ytii^dt-^xdisi  —  zfjud^, 

-^  =  T-f-rfr-f-  (y4— ^  dt)  iüd^ 

mit  Weglassung  der  unendlich  kleinen  Grössen  2.  Ordnung.  Hieraus  folgt  durch 
Vergleich  mit  (4),  dass  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  betrachteten 
Punktes  sind: 


(5) 


(6) 
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d?x  «         dm  dt  d^ 

=  —  XVOr  —  V -f-  ü) -4-  T  — *— . 

di^  ^  dt  ^      dt  ^     di' 

d^v  -         rfu)  d^ 

dt^         y"* "»-    dt      ""  dt ' 

d^z  dz  d^ 


dt  dt    •  '     dt 

Hiemach   zerlegt   sich   die    Beschleunigung   des   Punktes  x,  ^,  2  von  selbst  in 

5  Componenten:  1)  die  Gentrip etalbeschleunigung  a)*f^xM^,  die  auch  bei 
stationärer  Rotation  um  die  Axe  c  vorhanden  sein  würde,  selbsverständlich  nach 

c  hin  gerichtet;  2)  die  Grösse,  deren  Componenten  — y-T~  ^^^  ^  IT  ^^^^^'^  ^*^- 

die  Beschleunigung,  welche  aus  der  blossen  Zunahme  von  cd  hervorgehen  würde ; 

sie  steht  senkrecht  auf  c  und  auf  dem  Radius,  der  vom  Punkte  ir,  y,  z  zur  Momen- 

d^  d^t 

tanaxe  c  führt;  3)  die  Grösse,  deren  Componenten  — 210—-  und  -hyco-j-  sind; 

sie  rührt  von  der  Drehung  der  Momentanaxe  her,  steht  senkrecht  auf  der  Axe 
der  x,  ist  also  parallel  der  Ebene,  welche  durch  die  Momentanaxe  und  die 
Centralaxe  der  Wechselgeschwindigkeit  geht,  und  steht  ausserdem  senkrecht  auf 

ihrem  Abstand  von  der  Axe  der  x^  4)  der  Componente  ai  — ^ — Ht— p-  ,     welche 

dt  dt 

allen  Punkten   von  O   gemeinsam  ist   und    senkrecht   auf  der   eben  erwähnten^ 

Ebene  steht;  in  der  die  Momentanaxe  und  die  Centralaxe  der  Winkelgeschwindig- 

dx 
keit  liegen,  5)  der  Componente  -7-  parallel  zur  Momentanaxe,  welche  gleichfalls 

allen  Punkten  von  G  gemeinsam  ist. 

Lässt   man   aus    den  Gleichungen  (6)   diejenigen   Grössen    fort,   die   allen 

diu  d^ 

Punkten  von  O  gemeinsam  sind,  so  bleiben  nur  solche  übrig,  die  u),  -^  und  -^ 

enthalten,  die  also  auch  vorkommen  würden,  wenn  G  sich  um  einen  festen  Punkt 
drehte.  Es  folgt,  dass  die  Punkte  gleicher  Beschleunigung  in  G  unter  allen 
Umstanden  ebenso  vertheilt  sind,  wie  in  einem  Körper,    der  einen  festen  Punkt 

~J8~/  ~*~  \~Jj  /  ~*~  xÄT")  "^  const, 
welche  mit  (6)  ausgerechnet,  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ergiebt,  iind  zwar  ein 
Ellipsoid.  ' 

4)  Darstellung  mittels  der  Beschleunigungsaxe.  Vermöge  der 
blossen  Winkelgeschwindigkeit  u>  hat  jeder  Punkt  x,  y,  2,  wenn  sein'  Ab- 
stand von  der  Momentanaxe  mit  pc  bezeichnet  wird,  die  Beschleunigung  <i>*pc} 
nach  c  hin  gerichtet  Zu  dieser  tritt  nun  noch  die  Schraubenbeschleuni- 
gung um  die  Beschleunigungsaxe;  sie  besteht  aus  zwei  Theilen.  Die  un- 
endlich kleine    Drehungsgeschwindigkeit   um   die   Beschleunigungsaxe   ist  nach 

801  Gl.  (7)  gleich  Ydvi^-^-io^d^*;  die  unendlich  kleine  Zu^atzgeschwindigkeit, 
welche  sie  dem  Punkt  x,  y,  z  mittheilt,  ist,  wenn  p^  seinen  Abstand  von  der  Be- 
schleunigungsaxe bedeutet,  p  d  K'^^w^ -f- a>' d^^ ,    die  entsprechende  Beschleunigung 

also  Pd  V( -7-) +*«>*(■-;  )  ;  sie  steht  senkrecht  auf  der  Beschleunigungsaxe  und 
auf  dem  Radius  p^.     Ebenso  ist    die    Beschleunigung,    welche    aus    der   Ver- 
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schiebungsgeschwindigkeit    längs    der    Beschleunigungsaxe    hervorgeht,    gleich 
maVd^^^^d^^  d.  i.  nach  801  Gl.  (11)    ^'#^^+^">^4^'^J!^JL.     Wenn 


man 


die    Grösse 


Vd^ 


O) 


»rf6> 


dt 


,  die  Winkelbeschleunigung  von  O,   mit  dem 


einfachen  Buchstaben  a  bezeichnet,  dann  hat  die  Beschleunigung  von  :e,  ^,  ?, 
kurz  ausgedruckt,  die'  Gomponenten  pe  fo\  p ^a  und  to^o  von  den  angegebenen 
Richtungen. 

5)  Darstellung    mittels    des    Beschleunigungsmittelpunkts.     In 


irgend  eines  der  gegebenen  Gleichungssysteme  für 


Bedingung   einführen 


d^x         d'^y         d^z   


dPx_ 


u.  s.  w.  kann  man  die 


=  ~~-  =  -^-T-  =  0.     So   erhält    man   die    Punkte, 


di^  dt^  dt^ 

deren  Beschleunigung  Null  ist.    Aus  Gl.  (1)  z.B.  ergiebt  sich,  wenn   die  Coor- 
dinaten  für  diesen  Fall  mit  der  Marke  0  versehen  werden, 

dfl 


(7) 


0  =  ^+^^^^^^ 


dt* 


d»b  d^b,  ^ 


di» 


di> 


dt* 
d*ci 


Co 
-i-Co 
Co 


dl* 

dH^ 
dt* 

d*Ci 


dt*     '  ^    dt*  *"    dt*         ^    dt* 

Die  linearen  Gleichungen  ergeben  offenbar  je  einen  Werth  für  ^,  tjq  und  Co;  es 
giebt  also  einen  und  nur  einen  Punkt,  der  die  Beschleunigung  Null  hat;  wir 
nennen  ihn  den  Beschleunigungsmittelpunkt.  Zieht  man  Gl.  (7)  Ton  (1) 
ab  und  schreibt  E'  für  ( —  £o  u*  s*  ^«9  so  erhält  man 


(8) 


^"^  =e'4.?^-HV-^-hC'  '''"• 


dt*         '    <Ä' 
(Py  _  .,  d*b. 


dt* 


=  e 


Ä« 


■+■11 


<fg    _  ei  <^<^i 


dt* 

,  d*b, 
dt* 

,  d*c. 


H-C 


-hC 


dt* 


rf<«  "     cÄ»      '    '     dt*       *  '      A» 

Diese  Gleichungen  stimmen  offenbar  überein  mit  denen  für  die  Beschleunigung 
der  Punkte  eides  Körpers  G,  der  sich  um  den  fest  gedachten  Beschleunigungs- 
mittelpunkt drehen  kann.  Nimmt  man  also  den  Beschleunigungsmittelpunkt  zum 
Coordinatenanfang,  so  besitzen  die  Punkte  von  G  in  diesem  Coordinatensystem 
dieselben  Beschleunigungen,  als  ob  der  Beschleunigungsmittelpunkt  fest  wäre. 
Eine  anschauliche  Zerlegung  derselben  erhält  man,  wenn  man  dieselbe  Operation 
mit  Gl.  (6)  vornimmt.  Sind  xq,  y^,  zq  die  Coordinaten  des  Beschleunigungsmittel- 
punktes in  dem  dort  gebrauchten  System,  so  liefern  die  Gl.  (6) 


(9) 


=  —(,x—Xo)^*—(y—yo) 


dt* 


dt  ' 


^  =  -r.- 


dt* 
d*z 
dt* 


(y— yo)<«>'4-(a:  — a:o)-~-  — («  — «o)-~- 


=  (y— yo) 


d^ 

dt 
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D.  h.  die  Beschleunigung  zerflült  in  drei  Componenten:  1)  CentripetalbeschleuDi- 
gung,  gerichtet  nach  einer  Axe  bin,  die  parallel  zur  Momentanaxe  durch  den 
Beschleunigungsmittelpunkt  geht,  und  vom  Betrage  po*'»^)  wenn  po  den  Abstand 
des  Punktes  x^  y,  z  von  der  genannten  Axe  bezeichnet.    2)  Winkelbeschleunigung 

Po-j-  um  dieselbe  Axe,  3)  Beschleunigung,  welche  aus  der  Winkelgeschwindig- 
keit der  Momentanaxe  hervorgeht;  sie  ist  parallel  der  Ebene,  welche  durch  die 
Momentanaxe  und  die  Centralaxe  der  Wechselgeschwindigkeit  geht;  legt  man 
durch  den  Beschleunigungsmittelpunkt  eine  Gerade  senkrecht  zu  dieser  Ebene 
und   nennt  pi    den  Abstand  des  Punktes  x,  y,  z  von   dieser  Geraden,    so  ist  die 

dritte  Gomponente  gleich  pi  -j-  • 

6)  Zerlegung   in   Tangential-    und    Normalbeschleunigung.    Die 

Beschleunigung  ü  des  Punktes  zerföllt  in  die  Componenten  Üt  und  ü^,  erstere 

tangential,  parallel  der  Geschwindigkeit  t*,  letztere  normal.    Um  sie  herzustellen, 

braucht   man  nur   die  Gleichungen  (12)  und  (15)  des  §  28  auf  eine  der  obigen 

dz  d^x 

Gleichungsgruppen  für  —r-  und  —r—  etc.  anzuwenden.    Für  die  Frage:  „Welche 

Punkte  von  O  haben  die  Tangentialbeschleunigung  Null?''  ergiebt  sich  aus  (4) 
und  (6),  dass  diese  Punkte  der  Gleichung  genügen  müssen: 


oder 


d^^ 


Ä[_^^l  ~dT    \_^  dz 

tfo)  1*"*    dm     1  dt 


~dr 

■ 

D.  i.  die  Gleichung  einer  Mittelpunktsfiäche  zweiten  Grades,  deren  Mittelpunkt 
auf   der  Centralaxe   der  Wechselgeschwindigkeit  im  Abstand  i  <"  "3"  =  j"    '^®gt- 

Sie  ist  im  Allgemeinen  ein  Hyperboloid,  und  wird  von  Flächen  senkrecht  zur 
Momentanaxe  (z  =  const.))  wie  leicht  ersichtlich,  in  Kreisen  geschnitten. 

Ganz  ähnlich  findet  man  als  Ort  der  Punkte,  deren  Normalbeschleunigung 
Null  ist,  eine  Curve  3.  Grades. 

303.    Die  Beschleunigrangsmenge  Ton  G,    Die  6  Coordinaten 

der  Beschleunigungsmenge  ergeben  sich  in  bekannter  Weise  durch 
Summation  aus  den  Beschleunigungscomponenten  der  einzelnen  Punkte 
von   Cr. 

1)  Wir  stellen  sie  zunächst  her  für  die  Transformationsform; 
und  zwar  soll  dabei  der  bequemeren  Summation  wegen  ein  ruhendes 
Coordinatensystem  der  $',  i;',  C'  zu  Grunde  gelegt  werden,  dessen  An- 
fang der  willkürliche  Punkt  o  ist,  und  dessen  Axen  parallel  sind  der 
Momentanlage  der  Axen  $,  i;,  C*  Als  willkürlich  zu  wählender 
Punkt  a  von  Cr  sei  der  Schwerpunkt  von  Cr  genommen,  und 

56* 
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seine  Coordinaten  im  System  der  ?',  ij',  f  seien  nunmehr,  wie  es 
schon  oben  geschehen,  mit  a,  /?,  y  bezeichnet.  Es  ist  dann  ?'  =  ?-+-«, 
ij'  =  1?-!-/?,  r  =  C+y,  und  die  Beschleunigungscomponenten  des 
Punktes  J',  ij',  C  sind  nach  Gl.  (2)  des  vorigen  Paragraphen 


(1) 


d*t 
dt* 

d*a           dx 
~  dt*    '  *>  dt 

dQ 

d*ri' 
dt* 

_    d*ß               dQ 

dt*    *  ^  dt 

^  dn 
^  dt 

d*^: 

d*Y          dn 

'    _U*)- 

,dx 

dt' 


7»)pj+ß;rS— Kz'-f-eOi 


+wC+?i3f?— !?(?'-+- tOi 


dt*    '-'dt   -^^+er^-^m-C(.n*-hx'). 


Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  mit  dem  Massenelement  dm 
von  G  und  summirt  über  alle  dm^  so  erhält  man,  da  im  Schwerpunkt 
von  G  ?  =  ^  =  C  =  0,  für  die  drei  Vectorcomponenten  der  Beschleu- 
nigungsmenge 

(2)        -  '^'« 


8=m 


dt 


2     » 


Sie  sind  identisch   mit  den  Componenten  der  Beschleunigungsmenge 
des  Schwerpunkts. 

Die  drei  Momente  der  Beschleunigungsmenge  aber  erhält  man. 


wenn  man  die  Ausdrücke 


(,•-' 


dt^ 


c 


d\\ 
dt*  ) 


dm  u.  8.  w.  bUdet  and 


summirt.     Mit  Rücksicht   darauf,    dass  die  Deviationsmomente  Ter- 
schwinden,  findet  sich 

Sind  nun  A,  B,  C  die  Hauptträgheitsmomente  des  Schwerpunkts,  äo 
ist  2(ij*-^t*)dm  =  A,  2(ri*—C*)dm  =  C—B,  also 


(3) 


-i.A^MC-B)xQ, 


M=m{y^^-a^)+B^+CA-C),n, 


Die  ersten  Glieder  in  diesen  Gleichungen  stellen  offenbar  die  Axen- 

momente  der  Beschleunigungsmenge  des  Schwerpunkts  dar;  die  Grossen 

djt 
A-^-\-(fi — 5)xp  ^'  s.  w.  stimmen  genau  überein  mit  den  rechten 


Die  Beschleunigungsmenge. 
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Seiten  der  Gleichungen  288  ^  (4).  Es  ergiebt  sich  also  1)  dass  die 
Beschleunigungsmenge  von  Cr  sich  zusammensetzt  aus  Beschleunigungs- 
menge des  Schwerpunkts  und  Beschleunigungsmenge  der  Rotation  um 
den  fest  gedachten  Schwerpunkt.  2)  Dass  man  die  auf  die  Rotation 
bezüglichen  Antheile  der  Beschleunigungsmenge  ganz  ähnlich  umformen 
kann,  wie  das  in  §288  geschehen  ist.  Kehrt  man  insbesondere  zu 
dem  Coordinatensystem  der  x,  y,  z  zurück,  so  gelangt  man,  wenn  die 
Coordinaten  der  Bewegungsmenge  in  diesem  mit  grossen  lateinischen 
Buchstaben  bezeichn&t  werden,  und  wenn  T  die  lebendige  Kraft  ist, 
durch  Anwendung  der  Formeln  X  =  ajS'-ha,H-|-a,Z  u.  s.  w.  sehr 
leicht  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


C4) 


m    , ..    = 


d  (BT\ 
dt  \db'  7' 


Z=  m 


(5) 


df        dt\  de'  J 
d?b 


.  (,  d^c         d'b  \ 

—  dt  i 


M  = 


N  = 


dt 

d_ 
dt 

d 


dT 
de' 

dT 

da' 

dT 


dt  {    db' 


—  c 


a 


—  b 


dT 

db' 

dT_ 

~de' 

dT 
da' 


d  (dT\ 
dt\dp) 

dT\ 
dp  J' 

dT 

dq 

dT\ 

dr  J 


}. 


wo  a\  b\  c'  für 


da       db       de 


dt   '    dt 


dt 


steht. 


Die  Momente  A^  M,  N  und  L,  i/,  A^  sind  auf  den  willkürlichen 
Anfangspunkt  0  des  Coordinatensystems  bezogen.  Legt  man  diesen 
in  den  Schwerpunkt  von  ö,  so  fallen  die  Grössen,  welche  a,  jS,  y  und 
a,  6,  c  enthalten,  weg,  und  es  bleibt 


(6) 


^n=A 


dt 


r_±(dT\ 

•~  dt\dp  )' 


dp 

dT 


d^(dT_\ 
^'       dt  \dr  )' 


^<'  =  <^-W-^^^~'^^'^' 


WO  die  Marken  er,  s  die  Beziehung  auf  den  Schwerpunkt  andeuten. 


H.    Der  freie  starre  Korper. 


304«  Oleichgewicht.  Ein  System  von  Kräften,  die  an  einem 
freien  starren  Körper  angreifen,  ist  im  Gleichgewicht,  d.  h.  reducirt 
sich  auf  Null,  wenn  seine  6  Coordinaten  sämmtlich  Null  sind. 

305.  Der  Korper  unter  dem  Einflnss  eontinnirllclier  Knfte. 

Es  seien  X,  y,  Z,  L,  A/,  N  die  Coordinaten  einer  am  freien  Körper 
Cr  angreifenden  Dyname  in  irgend  einem  Coordinatensystem.  Die 
durch  diese  Dyname  hervorgebrachte  Beschleunigung  wird  bestimmt 
durch  den  Satz  des  §  222. 

Man  erhält  also  die  Gleichungen  der  Bewegung  von  Cr,  wenn 
man  die  Werthe  der  6  Coordinaten  der  Beschleunigungsmenge  aus 
Gl.  (2)  und  (3)  oder  (4)  und  (5)  des  vorigen  Paragraphen  entnimmt 
und  sie  gleich  X,  Y  u.  s.  w.  setzt.  Im  System  der  ?',  rj',  ^,  wo  wir 
auch  die  Coordinaten  der  Dyname  mit  grossen  griechischen  Buch- 
Stäben  schreiben  wollen,  lauten  daher  die  Gleichungen  der  Bewegung 
von  Cr 


(1) 


m 


dt' 


=  S, 


d*ß 


m 


d*r 
dt* 


=  Z, 


m 


m 


m 


Vdt'     ^dt')^"^ 


~df 

dx_ 
dt 

d^ 
dt 


(C--B)xQ  =  ^, 


•i^(A—Cr)Q7t  =  M, 
+(5— ^)7rx  =  N. 


Die  drei  ersten  Gleichungen  liefern  integrirt  die  Bewegung  des  Schwer- 
punkts. Sie  enthalten  offenbar  den  bekannten  Satz,  dass  der  Schwer- 
punkt sich  so  bewegt,  als  ob  die  Resultante  aller  thätigen  Kräfte  an 

ihm  angriffe.    Hat  man  sie  integrirt,  so  sind  '^ß-r^  n.  s.  w.  in  den 

drei  letzten  Gleichungen  bekannte  Grössen;  bringt  man  sie  auf  die 
rechte  Seite,  so  hat  das  Problem  die  Form  der  Euler'schen  Differen- 
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tialgleichuBgen  289^  (5);  die  weitere  Integration  reducirt  sich  also 
von  selbst  auf  die  Behandlung  eines  Körpers  &,  der  sich  um  seinen 
festen  Schwerpunkt  drehen  kann. 

Die  Momente  ^,  Jlf,  JV  sind  auf  den  willkürlichen  Anfang  ^\ 
rj\  ^  bezogen.  Versteht  man  unter  uia^  Ma,  iV«,  die  Momente  der 
thätigen  Kräfte  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt,  so  ist,  wenn  ^n, 
Tjn,  Cn  den  Angriffspunkt  irgend  einer  Componente  von  8,  H,  Z  be- 
zeichnet, 

Man  kann  also  die  drei  letzten  Gleichungen  (1)  auch  schreiben 


(ib) 


djt 
'dt 


A^+(C-B)xe  =  Aa, 


de 


wo  sie  nunmehr  mit  den  Euler^schen  Differentialgleichungen  völlig 
übereinstimmen.  Ueberträgt  man  die  drei  ersten  Gleichungen  (1) 
und  die  Gleichungen  (1  b)  auf  das  System  der  ^,  y,  z,  dessen  Axen 
beliebig  gerichtet  sind,  so  werden  sie  nunmehr  mit  Anwendung  mehr- 
fach benutzter  Umformungen 


(2) 


d^a         ^  d^b         ^  d^c  ^ 

(dT\       ,        d   (dT\       „       d   (dT\       „ 


WO  L«,  Jlf«,  iVf  die  auf  den  Schwerpunkt  von  G  bezogenen  Momente 
der  thätigen  expliciten  Kräfte  sind.  Will  man  die  Momente  L,  J/,  N 
auf  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  beziehen,  so  hat  man  nach 
303  Gl.  C5) 
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(2  b) 


d  f,  dT       dT      aT\ 

f    dT  dT        dT\       ^ 


dt 

d 
df''- 


d   (    dT^         dT        dT\ 


(    dT 


+  ^i^\  =  N. 


dt   \     db'  da'  '^    dr  ) 

Drittens  endlich  kann  man  sich  die  Gleichungen  (Ib)  nnn  auch  auf 
diejenige  Form  gebracht  denken,  die  in  §  292  61.  (3)  gegeben  wurde, 
wobei  die  Momente  A\  Af,  iV'  naturlich,  wie  in  (Ib),  auf  den 
Schwerpunkt  von  G  zu  beziehen  sind. 

Anixi.  Die  Gleichungen  der  Bewegung  des  freien  starren  Körpers  lassen 
sich  auch  leicht  auf  andere  Weise  ableiten.  Der  Satz,  dass  der  Schwerpunkt 
sich  so  bewegt,  als  ob  alle  vorhandenen  Kräfte  an  ihm  angriffen,  liefert  ohne 
weiteres  die  Gleichungen 

iPa        ^         dH        ^         cPc        „ 
dt^  '  (fe*  '  dt^ 

Die  drei  weiteren  Gleichungen  aber  folgen  aus  der  Theorie  der  RelatiTbewegong. 
Das  System  der  x,  y,  2  sei  parallel  der  Momentanlage  der  S,  1],  C  gelegt,  das 
System  der  x',  y',  z'  sei  parallel  dem  der  x^  y,  z  und  haben  seinen  Ursprung 
im  Schwerpunkt  von  6^.  Dann  liegt  der  Schwerpunkt  fest  im  System  der  or',  y\  z\ 
auf  die  Bewegung  von  G  in  diesem  finden  also  die  Euler'schen  Gleichungen 
ohne  Weiteres  Anwendung.    Sind   demnach  A',  M',  N'    die  Momentcomponenten 

im  System  der  x\y\z\  so  ist-4— r — ^{C — B)ffi  =  A'  u.  s.  w.     Es   sei    nun 

S,  H,  Z,  A,  M,  N  die  im  System  der  x^y^z  bestimmte  Dyname,  welche  an  G 
angreift.  Sie  lässt  sich  in  Einzelkräfte  zerlegen,  die  an  den  einzelnen  Elementen 
dm  von  G  angreifen.  Eine  solche  Einzelkraft  habe  die  Gomponenten  £fS,  </H,  dZ, 
und  das  Element,  an  dem  sie  angreift,  haben  die  Coordinaten  x^y^z  oder  S+o, 
T)-l-&,  C-l-c.   Da  nun  der  Ursprung  des  Systems  der  x\  y\  2'  die  Beschleunigongs- 

(jpa       d^b      d^c 
componenten  ,  "TT»  "JT   ^®sitzt,  so  ist,   wenn  cfS',  dW,  dZ'  die  Gompo- 

nenten derselben  Kraft  im  System  der  x\y\z^  sind,  nach  99 

d2'  =  dS~^rfm,     dH'  =  dH--?^rfm,     dZ'  =  dZ--^dm, 
dO         '  di^         '  A' 

Nun  ist 

dM  =  ShrfZ'- WH']  =  2  [vZ-WH-tidm-^  -h  ddm  -^]. 

Summirt  man  dies  über  alle  dm,  so  erhält  man,  <ia  Stjc/i»  =s  ^dm  =  0  ist, 

A'  =  2(7jrfZ-WH). 
Andererseits  ist 

A  =  2[(r]4-6)rfZ-(C-+-c)dH]. 
Also 

A'  =  A-6Z4-CH  =  A-m  Ih^^e  -^). 

^     dt^  dfi  ' 
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Ebenso  ergiebt  sich  M' ^ M — m  (c  — -^ a  -r^- )>  N'  =  N  —  mla  —rj 6  "Ts  /» 


und  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  Euler^schen  Gleichungen  einsetzt,  erhält 
man  Gleichungen,  die  bei  der  gewählten  Lage  der  r,  t/^  z  mit  den  drei  letzten 
Gleichungen  (1)  übereinstimmen. 


Der  wichtigste  Specialfall  ist  der,  wo  der  ireie  starre  Körper 
sich  unter  dem  Einfluss  von  Kräften  bewegt,  deren  Resultante  be- 
standig durch  seinen  Schwerpunkt  geht.  In  diesem  Fall  sind  in  den 
Gl.  (1  b)  y^a  =  Ma  =  N„  =  0.  6  dreht  sich  also  um  seinen  Schwer- 
punkt gerade  so,  wie  ein  im  Schwerpunkt  befestigter  Körper,  auf  den 
überhaupt  keine  Kräfte  wirken.  Das  Trägheitsellipsoid  von  G  rollt 
auf  einer  Ebene,  die  im  Hülfssystem  der  a\  y\  z*  absolut  invariabel 
ist;  diese  Ebene  nimmt  an  der  Translationsbewegung  des  Schwer- 
punkts Theil ,  sie  folgt  dem  Schwerpunkt  im  Abstand  i  des  ^  290. 
Hat  man  also  die  drei  ersten  Gleichungen  (1)  integrirt,  so  kennt 
man  die  ganze  Bewegung  von  G.    Im  Falle,  dass  an  G^  gar  keine 

Kräfte    thätig    sind,     ist     ausserdem    -^  =  const.,  -^  =  con8t., 


dt 


const. 


306.  Der  Korper  unter  dem  Einfluss  momentaner  Impulse. 

Die  momentanen  Impulse  am  freien  Körper  G  verlangen  eine  be- 
sondere Betrachtung,  weil  die  Frage,  wie  sich  der  Schwerpunkt  nach 
dem  Stoss  bewegt,  auf  Grund  der  Untersuchungen  des  §  280  nicht 
ohne  Weiteres  beantwortet  werden  kann.  Es  seien  je,  Xj,  3, 1,  tn,  n  die 
Coordinaten  des  Impulses  in  irgend  einem  Coordinatensystem,  d.  h. 
wenn   t  die  Wirkungszeit   des  Impulses   ist   und  X,  Y,  Z,  L,  Af,  N 

die  Coordinaten   der   kurz   wirkenden  Dyname,   so  sei    j    Xde  =  ]C, 


u 


I    Ydt  =  tf  u.  s.  w.    gesetzt.     Das   allgemeine   Gesetz   der   Impuls- 


u 


Wirkung  lautet  nach  223:  Durch  den  Impuls  wächst  jede 
Coordinate  der  Bewegungsmenge  um  die  entsprechende 
Coordinate  des  Impulses. 

Der  Satz  gilt,  wie  der  Beweis,  in  jedem  beliebigen  Coordinaten- 
system. Nehmen  wir  an,  die  Coordinaten  des  Impulses  seien  in  dem 
System  der  ?',  rj\  5'  gebildet,  dessen  Axen  der  Momentanlage  der 
$,  tj,  ^  parallel  sind,  so  liefert  er  mit  299  (4)  die  Gleichungen 
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(1) 


da  da^. 


=  j. 


m 


dß  dß^ 


dt 


dt 


=  9, 


m 


dr 


dt 


m 


dy, 
dt 


z. 


(2) 


»=-('T-«-S-')-»('^-«^)+(«-^>»' 


dt 
dß 


wo  a,  /9,  y  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  sind  und  der  Zustand 
vor  dem  Stoss  durch  die  Marke  0  charakterisirt  ist.  Verlegt  man 
den  Anfangspunkt  der  $',  rj\  ^  in  den  Schwerpunkt  von  G,  so  fallen 
die  Glieder,  welche  a,  ß,  y  enthalten,  fort,  und  es  bleibt 

(3)        l  =  (n—n,)A,    m  =  (x—Xo)^,    ri  =  (Q—Q^)J. 

Die  drei  letzten  sind  mit  280  (10)  identisch,  wenn  man  in  letzteren 
annimmt,  der  feste  Punkt  sei  der  Schwerpunkt.  Die  drei  ersten  ent- 
halten wieder  den  Satz,  dass  der  Schwerpunkt  dieselbe  Bewegong»- 
änderung  erleidet,  als  ob  die  Resultante  des  Impulses  ihn  direct  an- 
griffe. 

In  dem  beliebig  gerichteten  Coordinatensystem  der  a^  y,  z  lauten 
die  entsprechenden  Gleichungen  nach  299  (2)  und  (3) 


(4) 


(da  da^\     ^         (  db 

(de  dc^  \ 


db. 


cU 


■)■ 


b"^' 


—  € 


dt  J 


dt  J  \      dt  dt 

u.  s.  w. 
Wir  untersuchen  einige  der  wichtigeren  besonderen  Fälle. 


1)  Der  Anfangs  zustand  sei  Ruhe.     Die  Gleichungen  (1)  und  (3)  ver- 
einfachen sich  zu 

^  ^  ^7  r  j  n  ^ 


(5) 


m 


dt 


=  h 


-^  =  »?, 


Der  Schwerpunkt  bewegt  sich  nach  dem  Stoss,  als  ob  er  direct  Yon  der  Resultante 
angegriffen   wäre.     Zugleich   dreht  sich    G  um   eine   durch    den  Schwerpunkt 
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gehende  Axe,  und  diese  Axe  ist  im  Trägheitsellipsoid  conjugirt  zu  der  Ebene 

des  Moments  Kl'-hni'-l-n'.  Der  Schwerpunkt  erlangt  die  Geschwindigkeit  Null, 
wenn  die  Dyname  sich  auf  ein  reines  Moment  reducirt,  die  Drehung  wird  Null, 
wenn  I  =  m  :=  n  =  0,  d.  h.  wenn  die  Dyname  sich  auf  eine  durch  den  Schwer- 
punkt gehende  Kraft  reducirt 

Beispiel.  Eine  homogene  gerade  Linie  von  der  Länge  2/  und  Masse 
m  wird  von  einem  Impuls  der  Intensität  t  getroffen,  der  aus  einer  Einzelkraft 
hervorgeht,  im  Abstand  l  vom  Schwerpunkt  angreift  und  mit  der  Tom  Schwer- 
punkt nach  l  hin  gerechneten  Richtung  der  Linie  den  Winkel  9  macht.  Wie 
bewegt  sich  die  Linie  im  Augenblick  nach  dem  Stoss? 

Die  Gerade  selbst  sei  Axe  der  £;  da  jede  zu  ihr  senkrechte  Gerade  eine 
Hauptträgheitsaxe  ist,  kann  man  diejenige  Gerade,  welche  im  Schwerpunkt  senk- 
recht auf  der  Ebene  (/,  0  steht,  zur  Hauptcentralaxe  der  C  nehmen.  Nach  Ab- 
lauf des  Stosses  dreht  sich  dann  die  Gerade  um  diese  Axe  der  C-  Die  Compo- 
nenten  des  Impulses  sind 

t'cos^,    tsin^,    0. 

Da  der  Angriffspunkt  die  Goordinaten  &,  0,  0  hat,  sind  seine  Momente 

0,    0,    St  sin  9. 
Also  ist  nach  dem  Stoss 

da  icos^         dß  tsinop         dy   

~dt~ "      m      '     "Ä  Sr~'    ~dt"' 

Der  Schwerpunkt  bleibt  in  der  ^ -Ebene.    Femer  ist 

^  ^  Stsincp  3^1  sin  9 

Die  ganze  Linie  bewegt  sich  nach  dem  Stoss  in  der  (ifj-Ebene. 

2)  Der  Endzustand  sei  Ruhe.  Zu  bestimmen  sind  die  Eigenschaften 
des  Impulses,  der  die  Ruhe  hervorbringt.    Man  hat  nur  die  Gleichungen  (5)  mit 

da 

negativen  Torzeichen  auf  einer  Seite  zu  nehmen  und  unter  -j—  etc.  die  vor  dem 

dt 

Stoss  vorhandenen  Werthe  zu  verstehen.  Die  drei  ersten  bestimmen  eindeutig 
die  Grössen  |,  ^,  5,  also  Intensität  und  Richtung  des  Impulses;  die  drei  letzten 
bestimmen  ebenso  eindeutig  das  Moment  desselben.  Soll  der  Impuls  durch  eine 
einzelne  Momentankraft  hervorgebracht  werden,  so  müssen  für  den  Angriffspunkt 
i,  12)  C  ^^^  Gleichungen 

(6)       (  =  1)3— C9,    ni  =  Cs— 6a,    n  =  69— 1«* 
erfüllt  sein;  irgend  zwei  von  ihnen  bestimmen  drei  Angriffslinien  des  Impulses. 
Setzt  man  willkürlich  etwa  C  =  0,  so  liefern  die  beiden  ersten  den  Durchschnitts- 
punkt  der  Angriffslinie  mit  der  672-Ebene. 

Damit  aber  die  Gleichungen  (6)  ohne  inneren  Widerspruch  existiren  können, 
muss  die  Bedingung  IH-m^-Hna  =  0  identisch  erfüllt  sein,  d.  h.  es  muss  sein 

Schreibt  man  5  für  V^^A^-^x^B^-hp^CP,  so  ist-^  der  erste,  -^  und  -^ 
der  zweite  und  dritte  Richtungscosinus  des  Moments  der  aus  der  Rotation  her« 
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vorgehenden  Bewegongsmenge.  Die  Gl.  (6)  sagt  also  aus,  dass  die  Translations- 
geschwindigkeit  des  Schwerpunkts  senkrecht  steht  auf  der  Axe  des  Moments 
der  Rotationsbewegungsmenge,  d.  h.  die  Translationsgeschwindigkeit 
des  Schwerpunkts  muss  in  diejenige  Ebene  fallen,  welche  der 
Homentanaze  der  Drehung  um  den  Schwerpunkt  im  Gentralellip- 
soid  conjugirt  ist.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  lässt  sich  O  nicht 
durch  eine  einzelne  Momentankraft  zur  Ruhe  bringen.  Ist  das  Centralellipsoid 
eine  Kugel,  oder  ist  die  Drehungsaxe  eine  Hauptcentralaxe ,  so  heisst  die  Be- 
dingung: die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunkts  muss  auf  der  Rotationsaxe  senk- 
recht stehen.  Z.  B.  eine  homogene  schwere  Kugel,  die  eine  Wurfparabel  be- 
schreibt und  sich  dabei  um  ihre  verticale  Axe  dreht,  lässt  sich  nur  im  höchsten 
Punkt  ihrer  Bahn  durch  eine  einzelne  Momentankraft  völlig  zur  Ruhe  bringen. 

3)  0  sei  zu  Anfang  in  Bewegung  und  eine  momentane  Einzel- 
kraft bringe  ihren  vorgeschriebenen  Angriffspunkt  zur  Ruhe.  Der 
Coordinatenanfang  liege  wieder  im  Schwerpunkt  von  G,  und  £,  i],  C  sei  der  Punkt, 
welcher  durch  den  Impuls  zur  Ruhe  kommt  Die  Bedingung,  dass  nach  dem 
Stoss  die  drei  Seitengeschwindigkeiten  von  (,  t),  C  Null  sein  sollen,  liefert  die  drei 
Gleichungen 


(8) 


di 
dt 
dt 


Femer  hat  man,  da  der  Impuls  sich  auf  eine  einzelne  Momentankraft  reduciren 
soll,  die  Bedingungen  l  =  t^) — C^  u.  s.  w.    Also  werden  die  Gleichungen  (3) 

da rfttp  _  ; 


(9) 


nh  —  09  =  (?r— iro)'4, 
5^  — ijj  =  (p  — po)^, 


nebst 


dt 


dt 


m 


^-^  =  J_ 


dt 


dt 

^0 


m 
m 


dt        dt 
Die   Auflösung  dieser  9  Gleichungen  ergiebt   die  9  Unbekannten   des   Problems 

j,  9>  3>  ~T~5   ~^>   -?->  "»  X»  P»   ^^^  ^^^  Werth  des  Impulses  und  die  ttbng 
bleibende  Bewegung,  und  zwar  eindeutig,  da  alle  Gleichungen  linear  sind. 

Man  bemerke  zunächst,  dass  nach  298  Gl.  (9)  die  Plücker'schen  Coordinaten 
A,  M,  N  in  dem  hier  angewandten  Goordinatensystem ,  woa  =  ß  =  Y  =  0,  den 

da'   ..  _    d?      N  -  A 


Gleichungen  A  = 


M  = 


unterliegen.  Die  Gleichungen  der 


dt  '  dt'  dt 

Centralaxe  des  Geschwindigkeitszustandes  nach  dem  Stoss  sind  also 

(10) 


dt 


■♦-XC— PTQ 


dt 


+-pe— Ttc 


dt 


■+-«7}  — X5 


1Ü 


X  P 

Der  durch  den  Impuls  zur  Ruhe  gebrachte  Punkt  S)  ^)  C  der  Gl.  (7)  genagt  offen- 
bar diesen  Gleichungen,   liegt  also   auf   der   Centralaxe   des   Qeschwindigkeits- 
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zuStandes  im  Augenblick  nach  dem  Stoss.  Das  ist  selbstverständlich,  weil  er  in 
Ruhe  ist,  die  Bewegung  von  G  nach  dem  Stoss  also  nur  eine  Drehung  um  €»  ^i  C 
sein  kann. 

Aus  (7)  (8)  (9)  folgen  die  Gleichungen 

BC 


(11) 


Set^t  man  demnach  abkürzend 

CA 
m 

in 

p,  =  JB  (SXo— »pio—  -^), 
so  folgen  die  Wertbe  von  ;,  Q,  }  aus  den  bekannten  Determinantenformeln 


(12) 


' 

li  m,  n, 

Pl  "»1  fi, 

^  Pl  «1 

A  = 

^  1»)  fi) 

,    A.j  = 

P«  "»J  «a 

,    A.1J  = 

^  Pa  «8 

/j  ms  «j 

P»    Wj    Jlg 

li  mi  Pj 

^  Pj  «3 

A.a  = 

^  »a  PS 

• 

, 

h  «1  Pj 

Hieraus  ergiebt  sich: 

1)  Der  Impuls  ]c,  Q,  a  ^^  durch  die  Anfangsdaten  nach  Grösse  und  Richtung 
eindeutig  bestimmt. 

2)  Demgemäss  sind  auch  die  restirenden  Werthe  y.on  -37- ,  tt  u.  s.  w.    durch 
die  Gl.  (9)  und  (8)  eindeutig  bestimmt. 


dt 


3)  Grösse  und  Richtung  des  resultirenden  Impulses  Kj'H-^'H-a'  hängen  Yon 
8)  7],  Ci  Also  von  der  Lage  des  ausgewählten  Punktes  ab,  der  zur  Ruhe  gebracht 
werden  soll. 

4)  Im  allgemeinen  giebt  es  Punkte  S9IQ9C9  für  welche  der  resultirende  Im- 
puls ein  Maximum  ist  Dieselben  finden  sich,  entsprechend  der  Bedingung 
j'-H^'-f-a*  =  niax.,  aus  den  Gleichungen 


'  de  ^*  es  '    *  dr,  ^'  e,  ^*  8i)         ' 


«-är-^'-|+*#=*'- 
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Die  Untersuchung  derselben  in  TÖlliger  Allgemeinheit  wird  ungemein  weit- 
läuftig.  Wir  betrachten  vereinfachte  Fälle  mit  fierücksichtigung  folgender  Um- 
stände: a)  Der  Impuls  kann  auf  seiner  Angriffslinie  beliebig  verlegt  werden,  der 
Punkt,  welcher  zur  Ruhe  gebracht  werden  soll,  nicht  auf  der  Angriffslinie  de^ 
Impulses,  wohl  aber  auf  der  Centralaxe  der  Gl.  (10).  b)  Vereinfachungen,  die 
darin  bestehen,  dass  man  dem  Impuls  von  vom  herein  eine  bestimmte  Richtung 
anweist,  sind  mit  Vorsicht  einzuführen,  da  dadurch  der  Bewegungszastand  von 
O  vor  dem  Stoss  specialisirt  wird,  unter  Umständen  so  weit,  dass  die  Rechoung 
fast  alle  Anwendbarkeit  verliert.  Wollte  man  z.  B.  von  vom  herein  festsetzen, 
dass  der  Stoss  in  die  Richtung  der  Axe  der  (  fallen  soll,  so  mausten  die  Deter- 
minanten Al^  und  A3  von  selbst  verschwinden,  was  nur  unter  sehr  specieilen 
Voraussetzungen  möglich  ist    (Siehe  unten.) 

Erster  Unterfall.    Es  soll  ein  Punkt  einer  Hauptaze,  etwa  der  Axe  der 
S,  zur  Ruhe  gebracht  werden.    Dann  ist  in  Gl.  (12)  (  =  t]  =  0, 

1,=^—,    ».,=0,    n,=0,    p,  =  -BC^ 


m   '       •         '     "         '    '^^  dt    ' 

<i  =  0,    «,=0,    „,  =  ^^.^5»,     p,  =  ^Xb(-^-5Zo)- 

Die  Determinanten  (12)  reduciren  sich  demnach  auf  ihre  Anfangsglieder 
A  =  /,  »i,n„     Aj  =  p,  m, wj,     Aq  =  /iftnj,     Aj  ==  ^  m,p8, 


r  —  P»   —       «  ^^ 


A^-^^l 


a  —  P»  —  _       '"^       MTo       p^  \ 

«""  n,  ~     Ä-Hme>  V  dt    ^y- 


Besitzt  der  Körper  Q  vor  dem  Stoss  bloss  Translation  (po  =  ^^  s=  0),  so  tritt  das 
Maximum  des  Stosses  offenbar  ein,  wenn  m^'  ein  Minimum  ist,  also  für  £  =s  0. 

„Ein  Körper,  der  keine  Rotation  besitzt,  stösst  mit  dem  Schwer- 
punkt heftiger  als  mit  irgend  einem  andern  Punkt  seiner  Haupt- 
axen.  Der  Satz  gilt,  da  die  Axe  der  £  willkürlich  ausgewählt  ist,  auch  in  r, 
und  C  und  lässt  sich  sofort  zu  dem  Folgenden  verallgemeinem:  Ein  Körper 
ohne  Rotation  stösst  mit  dem  Schwerpunkt  überhaupt  am  heftigsten. 

Denn  bezeichnen  wir  absoluten  Werth  des  resultirenden  Impulses  J^j*-f-lj*-hp 
ohne  die  Einschränkung,  dass  der  Stosspunkt  auf  einer  Axe  liegen  soll,  abkürzend 
mit  q,   so  ist  q  eine  Function  der  Coordinaten,   welche  nach   dem  vorigen  die 

Eigenschaft  hat,  dass  im  Schwerpunkt  -^  =  -~  =  -~  =  0  ist  und  -^,  -~  : 
°  afe         dii         rfC  ^^    <fri* 

-T^  negativ  sind;  also  ist  q  überhaupt  im  Schwerpunkt  ein  Maximum.  Stösst 
der  rotationslose  Körper  mit  dem  Schwerpunkt,  so  wird  selbstverstindücli 
5  =  —m  -^,    t)  =  —  m  -^,  3  =  — m  -^ ,   der  Impuls   fSült  also  in   die  Be< 
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wegungsdoppelrichtnng  des  Schwerpunkts  und  der  Körper  kommt  Yollst&ndig  zur 
Ruhe.    Das  ist  aus  den  obigen  Formeln  leicht  nachzuweisen. 

Soll  der  Punkt  £  sich  durch  einen  Stoss  senkrecht  zu  einer  'der  Hauptebenea 
zur  Ruhe  bringen  lassen,  soll  z.  B.  der  Impuls  in  die  Richtung  der  C  fallen,  so 

muss  j  =  ^  =  0  werden,  es  muss  also  von  vom  herein  -7—=  0    sein,   und   x^ 

kann  zu  Null  gemacht  werden ,  wenn  man  6  = ^    wählt.     Von   einem 

Po     "t 

Maximum  des  Stosses  ist  also  da  nicht  mehr  die  Rede ;  nur  in  dem  besonderen 
Fall,  wo  ausser  ^^  auch  po  iind  -^  Null  sind,  wird  6  unbestimmt  und  kann  be- 
liebig  gewählt  werden.    Soll  der  Stoss  in  eine  Hauptebene  fallen,    etwa  in  die 

Ebene  der  fi],  so  muss  3  =  0  werden,  also  C  = ^  sein.   Also  giebt  es  auch 

unter  dieser  Bedingung  im  Allgemeinen  nur  einen  Punkt  der  S-Aze,  der  sich 
durch  einen  Stoss  in  der  &f)- Ebene  zur  Ruhe  bringen  lässt;  wenn  aber  die  An- 
fangsbewegung die  Bedingung  Xo  =  -^  =  0  zufällig  erfällt ,  und  nur  dann, 
kann  man  jeden  Punkt  der  S-Äxe  durch  einen  Stoss  in  der  S^]- Ebene  zur  Ruhe 

bringen.    Man  hat  dann  j  =  —  m  -~^,  Q  = ^^  \"]*""*"^/*     ^^^  ^^ 

Maximum  des  Stosses  findet  sich  leicht  die  Bedingung 


€ 


Po    dt  —f  pl  ^dt  /        m 


Im  Punkte  ?  = ^   wird   ü  =  0;   die   beiden  Punkte  maximalen  Stosses 

stehen  von  diesem  gleich  weit  ab. 

Zweiter  unter  fall.    Ein  Punkt   einer  Hauptebene,  etwa   der  ijC-Ebene 
soll  zur  Ruhe  gebracht  werden.    Wegen  (  =  0  ist 

t  =  ^H-^il'4-CC^,    »«,-0,    «,=0,    Pi  =  5<^(i]Po-Cxo-^), 

A  =  ^(wan,  — »i,n,),     Aj  =  p,(m,«,— Wjiij),     Aq  =  ^(/»ana— pj««), 

Aj  =  ^  (waPj — mjpi),     also 
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Nehmen  wir  zunächst  &n,  der  Körper  G  besitze  vor  dem  Stoss  bloss  Translation, 

ico  =  Xo  =  Po  '=  0.    Dass   er  mit  dem  Schwerpunkt  am  heftigsten  stösst,  wurde 

schon  oben  gesagt.    Durch  den  Stoss  bekommt  er  eine  Rotation;  die  Centralaxe 

des  Geschwindigkeitszustandes   nach    dem  Stoss  geht   durch  den  Punkt  0,  i^t  C- 

Kann  die   restirende  Bewegung  jemals   reine  Rotation  werden?    Sollte   das  der 

düL       d&       dhf  dau^ 

Fall   sein ,   so  müsste  -i- ,    -f- ,    -r    in  Gl.  (9)   zu  Null ,    also  r  zu  —  m  —— 

dt  ^     dt  *     dt  ^  ^  '  ^  di 

u.  s.  w.  werden.     Ein  Blick   auf  die    obigen   Gleichungen   zeigt,   dass   das    für 

TCo  =  Xo  =  Po  =  0  nur  möglich  ist,  wenn  yj  =  (;  =  Q  ist,  also  nur  in  dem  Fall, 

wo  der  Körper  durch  einen  Stoss  auf  den  Schwerpunkt  völlig  zur  Ruhe  gebracht 

wird.    Es   giebt  aber  Punkte  y),  C»  für  welche   die   aus  dem  Stoss  entstehende 

Rotationsgeschwindigkeit   ein  Maximum  ist.    Wir  wollen  sie  aufsuchen  für  den 

Fall,  dass  die  Anfangsbewegung  die  Richtung  der  6-Axe  hat,  also  ~5"  =  "j~  =  ^ 
ist.    Dann  ist  1^  :=  5  =  0  also  nach  Gl.  (8) 

dato  y  ^D  ^ 


^ö.^ dt  o  =  — 5L=_  *" 


Das  Maximum  der  Rotationsgeschwindigkeit  tritt  ein  für  x'+p'  ==  max.,  also  far 

Setzt  man  willkürlich  C  =  xv),  betrachtet  also  die  Punkte  t^,  C  einer  Geraden,  die 
mit  der  Axe  der  t]  den  Winkel  arctangx  macht,  so  wird  daraus 

d.  i.  nach  der  Differentiation 

r 
Eliminirt  man  hieraus  x  mittels  der  Beziehung  x  =  — ,  so  kommt 

m 

Die  Punkte,  welche  aufgehalten  werden  müssen,  damit  die  restirende  Rotations- 
geschwindigkeit so  gross  wie  möglich  sei,  liegen  also  auf  einer  Ellipse,  welche 
dem  Durchschnitt  des  Trägheitsellipsoides   mit   der  tjC- Ebene  ähnlich  ist;    ihre 

C  B 

Halbaxen  sind  —  und  — • 

m  m 

Nehmen    wir    zweitens    an,    der    Körper    O    besitze    bloss   Rotation,    also 

-^  =  — V^  =  — i^  =  0,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen  auf 
dt  dt  dt  '  * 

r=       mRC  ^Xo  — ^Po  ^  ^mCTCp       _         _        —Ämrjfr^ 

Ein  Grenzwerth  für  den  absoluten  Betrag  des  Impulses  tritt  offenbar  füri^  =  C  =0 
ein;  man  sieht  aber  leicht  ein,  dass  er  ein  Minimalwerth  ist,  im  Schwerpunkt 
wird  { 3=  ^  =  3  =  0,  was  selbstverständlich  ist,  da  der  Schwerpunkt  bei  blosser 
Rotation   in  Ruhe   ist.    Es  giebt  aber  auch  Punkte  maximalen  Stosses.    Nimmt 
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man  z.  B.  an,  der  Korper  G  rotire  zu  Anfang  nur  um  die  Axe  der  S»  so  wird 
5  =  0  und  9^ -ha'  wird  ein  Maximum  für 

T]'-hC'  ,  r 

r  .  . — /  <  .  »,NT<  =  max. ,     oder    — r-  =  max., 

[^-f-m(i]>-4-C)]*  -4-f-iiir* 

wenn  man  J^ij'-hC^  =  r  setzt.    Die  Differentiation  ergiebt  die  Bedingung 

Das  Maximum  des  Stosses  tritt  also  bei  Drehung  um  eine  Hauptaxe  ein  für  alle 
Punkte,  deren  Abstand  von  der  Hauptaxe  gleich  dem  Tragheitsradius  derselben 
ist  Gemäss  den  Gleichungen  (9)  liefert  das  Maximum  des  Stosses  gleichzeitig 
die  maximale  Geschwindigkeit  des  Schwerpunkts  nach  dem  Stoss. 

Aufgaben.  1)  Eine  homogene  gerade  Linie  von  der  Masse  m  und  Länge 
2/,  die  keinen  continuirlichen  Kräften  unterworfen  ist,  wird  in  ihrem  Punkte  P 
von  einem  senkrecht  gegen  sie  gerichteten  Impuls  der  Intensität  t  getroffen. 
Im  Abstand  l  von  ihrer  Anfangslage  und  im  Abstand  e  von  der  Bahn,  ihres 
Schwerpunkts  (e  <  /)  befindet  sich  in  der  Ebene  der  Bewegung  ein  unelastischer 
fester  Punkt  Q.  Unter  welchen  Umständen  prallt  die  Linie  gegen  Q  an,  und 
wie  bewegt  sie  sich  nach  dem  Anprall? 

2)  Gegeben  sei  eine  homogene  Kugel,  die  bloss  Rotationsgeschwindigkeit  um 
eine  horizontale  Axe  besitzt.  Ein  Punkt  ihrer  Oberfläche  wird  durch  einen  Impuls 
zur  Ruhe  gebracht;  nachher  besitzt  sie  im  Allgemeinen  eine  Rotationscomponente 
um  ihre  verticale  Axe:  unter  welchen  Umständen  wird  diese  ein  Maximum?  Kann 
man  einen  zweiten  Impuls,  der  einen  Punkt  der  Kugel  Oberfläche  zur  Ruhe  bringt, 
so  einrichten,  dass  die  Bewegung  der  Kugel  nachher  eine  reine  Rotation  um  die 
verticale  Axe  ist?   (Man  lege  die  &r)-Ebene  durch  den  ersten  Stosspunkt.) 

307.  Der  unelastische  Stoss  zweier  Korper.  Als  „Stoss^ 
xax'  i£o}(>]v  bezeichnet  man  den  Vorgang  des  Zusammenprallens  zweier 
Körper;  bei  demselben  wirkt  an  der  Stelle,  wo  die  Körper  sich  be- 
rühren, ein  Impuls.  Insofern  dieser  Impuls  eine  Folge  der  Com- 
pression  ist,  welche  die  Körper  an  der  Contactstelle  erleiden,  gehört 
die  genauere  Theorie  desselben  in  die  Deformationslehre.  Annähernd 
lässt  er  sich  indessen  auch  unter  der  Voraussetzung  behandeln,  dass 
die  stossenden  Körper  starr  seien ;  man  nimmt  dann  an,  dass  sie  sich 
nur  in  einem  Element  ihrer  Oberflächen  berühren ,  und  dass  dies 
Element  den  Impuls  liefert,  welcher  die  Bewegung  beider  Körper 
modificirt.  Da  die  Compression  eines  Elements  nur  senkrecht  gegen 
das  Element  erfolgen  kann,  liefert  der  Zusammenprall  für  jeden  der 
beiden  betheiligten  Körper  einen  Impuls,  der  sich  auf  eine  Einzel- 
kraft normal  zum  Contactelement  reducirt.  Wir  setzen  zunächst  vor- 
aus, die  untersuchten  Körper  seien  unelastisch,  d.  h.  es  bestehe  keine 
Störung  des  Gleichgewichts  mehr  an  der  Contactstelle,  sobald  die 
Contactelemente   beider  Körper  relativ  zu  einander  in  der  Richtung 
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ihrer   gemeinsamen   Normale   keine   Geschwindigkeit   besitzen,    also, 
wenn  sie  aufgehört  haben,  einander  zu  comprimiren. 

m  sei  die  Masse  des  ersten  Körpers.  Die  Contactstelle  sei  zum 
Coordinatenanfang  gewählt,  die  Axe  der  z  in  die  gemeinsame  Nor- 
male gelegt,  die  Axen  der  x  und  y  liegen  irgend  wie  in  der  Be- 
rührungsebene.  In  diesem  System  habe  der  erste  Körper  vor  dem 
Stoss  die  Schwerpunktsgeschwindigkeiten  U,  F,  W,  nach  dem  Stos^s 
u,v,w;  die  Componenten  seiner  Rotation  seien  vor  dem  Stoss  P,  Q,  R, 
nacher  p,q^r;  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  seien  a,  6,  c  und  die 
Trägheits-  bezw.  Deviationsmomente  für  drei  Axen,  welche  parallel  zu 
den  Coordinatenaxen  durch  den  Schwerpunkt  gelegt  sind,  seien  A,  B^  C\ 
D,  J?,  F.    Für  den  zweiten  Körper  gelten  dieselben  Zeichen  accentuirt. 

Der  Impulsvector,  welcher  auf  den  ersten  Körper  wirkt,  geht 
durch  den  Coordinatenanfang;  seine  drei  Momente  sind  also  Null, 
und  demgemäss  erleiden  die  drei  Momente  der  Bewegungsmenge  durch 
den  Stoss  keine  Aenderung.  Da  die  Axen  der  A^  B,  C  nicht  noth- 
wendig  Hauptträgheitsaxen  sind,  benutzen  wir  die  in  299  61.  (3)  ge- 
gebene Formel;  nach  derselben  ist 

0  =  m[b(w—  W)-€(v—  V)]+A(p^P)-F(q-Q)—E(r—R\ 

(1)     0  =  m[€(u-'ü)—u(w^W)]^B(q—Q)-DCr—K)-^F(p—P% 

0  =  m[a(v—V)—b(u--'üy]-{'C(r^R)—E(p^P)—D(q-Q). 

Ganz  dasselbe  gilt  für  den  zweiten  Körper,  also  gelten  dieselben 
Gleichungen,  wenn  man  in  ihnen  alle  Grössen  accentuirt.  Die  accen- 
tuirten  Gleichungen  sollen  (2)  heissen. 

Es  gilt  femer  das  Reactionsprincip;  die  beiden  Impulse  in  der 
Richtung  der  2- Axe  sind  entgegengesetzt  gleich;  was  also  der  eine 
Körper  an  Bewegungsmenge  des  Schwerpunkts  in  der  Richtung  der 
;2-Axe  gewinnt,  das  verliert  der  andere,  d.  h. 

(3)  m(w—W)-hm'(w'—W')  =  0. 

In  der  Richtung  der  2:-Axe  hat  der  Contactpunkt  des  ersten  Körpers 
am  Ende  des  Stosses  die  Geschwindigkeit  w — bp+aq  (298  Gl.  6), 
der  des  zweiten  w'—b^p'+a'q'.  Die  Nichtelasticität  verlangt,  da&i 
diese  Geschwindigkeiten  einander  gleich  sind,  also 

(4)  w — bp-^aq  =  w'—  b*p'+a*q\ 

Somit  sind  8  Gleichungen  für  die  12  Unbekannten  u,  r,  u?,  p  etc.  ge- 
wonnen. Die  weiteren  vier,  deren  wir  bedürfen,  gestalten  sich  ver- 
schieden, je  nachdem  man  die  Reibung  einführt. 


(6)        {-(«- 


{u — 
V  —  I 
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a)  Sind  die  beiden  stossenden  Körper  so  glatt,  dass  man  die 
Reibung  vernachlässigen  kann,  so  gleiten  sie  in  der  ^-Ebene  anein- 
ander vorbei,  ohne  dass  zwischen  ihnen  eine  Wirkung  einträte; 
also  ist 

{u  =  ü,      t?  =:  Fi 
u'  =  U,    v'  =  F'. 

b)  Reiben  sie  sich,  so  wollen  wir  den  Gränzfali  betrachten,  wo  die 
Reibung  gross  genug  ist,  um  das  Gleiten  vollständig  zu  verhindern. 
Dann  gilt  für  die  ImpuLscomponenten  in  x  und  y  zunächst  wieder 
das  Reactionsprincip,  also 

m(u—U)+m'(v;—U')  =  0, 
F)+77»V— F')  =  0. 

Ausserdem  müssen  die  Contactstellen  beider  Körper  nach  dem  Stoss. 
die  gleiche  Geschwindigkeit  in  .r  und  y  haben,  also  analog  (4) 

cq+br=^  u*—c*q*-\-Vr\ 
ar-k-cp  =  t?' — a'r'-^-c'p^ 

Die  Gleichungen  1  bis  5  oder  1,  2,  3,  4,  6,  7  bestimmen  die  12  Unbe- 
kannten, also  die  Bewegung  beider  Körper  nach  dem  Stoss. 

Die  während  des  Impulses  wirksamen  Kräfte  sind  diejenigen, 
welche  aus  der  Compression  hervorgehen;  dieselben  widerstehen  der 
Compression,  und  da  die  Körper  thatsächlich  stets  comprimirt  werden, 
ist  ihre  Arbeit  negativ.  Die  lebendige  Kraft  des  ans  beiden  Körpern 
bestehenden  Systems  wird  also  verkleinert,  und  eben  weil  die  Körper 
unelastisch  sind,  wird  dabei  keine  Potentialzunahme  gebildet,  welche 
dieser  Verkleinerung  äquivalent  wäre.  Also  geht  beim  unelastischen 
Stoss  stets  Energie  verloren,  selbst  wenn  er  ohne  Reibung  statt  hat. 

308.  Elastlseher  Stoss,  speelell  zweier  Kugeln*  Sind  die 
zusammenprallenden  Körper  elastisch,  so  verläuft  der  Stoss  bis  zum 
Augenblick  der  grössten  Compression  ganz  wie  bei  den  unelastischen 
Körpern  und  die  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  liefern  den 
Zustand  in  diesem  Augenblick;  die  Contactschichten  sind  aber  dann 
in  der  Compression  nicht  im  Gleichgewicht,  sondern  streben,  sich 
wieder  auszudehnen.  Diese  Ausdehnung  findet  theils  rückwärts,  theils 
vorwärts,  also  theils  gegen  die  Richtung,  in  welcher  die  Schichten 
comprimirt  wurden,  theils  in  das  Innere  der  Körper  hinein  statt.  In 
Folge    der  Fortpflanzung   nach   innen   zieht   eine   Compressionswelle 
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durch  das  Innere  eines  jeden  stossenden  Körpers;  der  Vorgang  kann 
also  genau  nur  verfolgt  werden,  wenn  man  die  Deformatiou  der 
Körper  in  Betracht  zieht.  Annähernd  aber  lässt  er  sich  unter  Bei- 
beihaltung  der  Fiction,  dass  die  Körper  starr  seien,  wie  folgt,  dar- 
stellen. 

Es  seien  o  und  o'  die  Punkte,  in  welchen  die  Körper  einander 
berühren.  Im  Augenblick  der  maximalen  Compression  hat  c  eine 
Geschwindigkeitsänderung  in  2  erlitten,  welche  ausgedrückt  wird 
durch  (vergi.  61.  (4)  des  vorigen  Paragraphen) 

Sie  kann  berechnet  werden,  weil  die  Gleichungen  zur  Herstellung 
von  t/7,  q,  p  ausreichen.  Die  elastischen  Kräfte  wirken  nun  in  glei- 
chem Sinn,  wie  die  Compression  gewirkt  hat;  sie  bringen  also  ihrer- 
seits eine  weitere  Geschwindigkeitsänderung  in  gleichem  Sinn  hervor, 
und  diase  kann  gleich  edz  gesetzt  werden,  wo  e  eine  Constante  ist, 
die  von  der  Natur  des  stossenden  Materials  abhängt  und  „der 
Restitutionscoefficient''  heisst.  Die  elastische  Rückwirkung  ist  nie  so 
stark,  wie  die  Wirkung  der  Compression  selbst,  e  ist  also  immer 
kleiner  als  1  und  kann  sich  nur  im  idealen  Falle  der  sogenaanten 
„vollkommen  elastischen**  Körper  der  1  nähern.  Die  wirkliche  Ge- 
schwindigkeitsänderung, welche  0  erleidet,  ist  also  (l-hß)^,,  und  die 
Geschwindigkeit  von  0  nach  dem  Stoss  ist  in  der  ^-Richtung 

W—bF+aQ—(l-^e)[W—bPr^'aQ—(w—bp-^aq)l 
oder 

(1)        (l^eXw—bp^aq)—e(W—bP+aQ), 

wenn  man  unter  w,  p,  q  die  Geschwindigkeitsgrössen  im  Augenblick 
der  maximalen  Compression  versteht,  welche  aus  den  Gleichungen 
des  vorigen  Paragraphen  zu  berechnen  sind.  Eine  der  vorigen  ganz 
entsprechende  Gleichung  besteht  für  0',  folgt  übrigens  aus  Gl.  (3)  des 
vorigen  Paragraphen  und  aus  der  vorstehenden  Gl.  (1).  Die  übrigen 
Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  bleiben  selbstverständlich  er- 
halten, weil  an  den  Betrachtungen,  auf  denen  sie  beruhen,  nichUü 
geändert  wird.  Die  Rechnung  soll  an  homogenen  oder  concentrisch 
geschichteten  Kugeln  durchgeführt  werden. 

Stoss  glatter  Kugeln.  Für  diese  ist  D  =  E=  F=0,  A  =  ß  =  C, 
a  =7  6  =  0.  Die  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen ,  von  denen  die  vierte 
ans  Ende  gestellt  werde,  vereinfachen  sich  also  zu: 
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0  =  -mciw-^ÜH-Aig-Q)  =  -mV(u'~Cr')-h^'((y'-Q'), 
0  =  ^(r— Ä)  =^V— äO. 

(5)         u=U,     v=  V,     u'  =  U\     v'  =  V. 

(3)         m(w  —  «0-f-m'(tr'—  W)  =  0. 

(4)         w  =  w'. 

Die  ersten  Zehn  ergeben  sofort  p  =  Py  q  =  Q,  r  =  M,  p*  =  P*^  q'  z=  Q\  r*  =  R'. 
Die  beiden  letzten  liefern  durch  einfache  Ausrechnung 

W  =  10=  - 


m-\-Tn 

Dies  gilt  für  den  Augenblick  der  grössten  Compression,  in  demselben  hat  also  der 
Punkt  o  die  Geschwindigkeitsänderung 

A,  =  W — — j =  — ^  ' 

w-t-m  m-|-m 

erlitten.     Durch  die  elastische  Reaction  erleidet  er  die  fernere  Aenderung  eA«, 

de* 
also,  wenn  wir  die  schliessliche  ^-Geschwindigkeit  von  o,  d.i.  -r— am  Ende  des 

ganzen  Stosses  mit  tr«  bezeichnen,  ist 

(6)         We=W-a+e)y^^-^"> 


Durch  Vertauschung  der  Accente  oder  auch   durch  Gombination  yon  Gl.  (6)  mit 
(3)  erhält  man 

(7)        „;=«.._(!+.)  J!^i^l^. 
*  m-f-TO 

Diese  Gleichungen    treten   nunmehr   an   die  Stelle   von  (3)  und  (4);    die  Gl.  (5 
und  p  =  P  etc.  bleiben  bestehen. 

Im  idealen  Falle  e  =  1  vereinfachen  sich  (6)  und  (7)  zu 

»F(w  — OT')-4-2i»'Jr' 
we  = -f-^ , 

,  H7'(m'— i»)-f-2mlF 


«?. 


Man    findet   hiermit  leicht,   dass   ^mw^  -^-^m'w'^^  =  ^mW^-\-^m'W^;  beim 

vollkommenen  glatten  und  vollkommen  elastischen  Stoss  bleibt  also,  da  ohnehin 
u  =  U,  p  =  P  etc.  ist,  die  lebendige  Kraft  des  aus  beiden  Körpern  gebildeten 
Systems  erhalten,  und  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  hätte  von  vom 
berein  an  die  Stelle  der  Gl.  (6)  mit  6  =  1  treten  können;  die  elastischen  Kräfte 
restituiren  dann  die  Arbeit,  welche  sie  während  der  Gompression  erlitten  haben, 
vollständig,  und  es  leuchtet  ein,  dass  dies  allgemein  gilt.  Findet  aber  Reibung 
beim  Stoss  statt,  so  gilt  Gl.  (5)  nicht  mehr,  an  ihre  Stelle  treten  die  Gl.  (6),  (7) 
des  vorigen  Paragraphen. 

Special  fälle,  wobei  e  =:  1  vorausgesetzt  werde. 

1)  Glatter  Stoss  und  m'  =  c».  Die  zweite  Kugel  ist  fest  oder  so  gross, 
dass  die  Masse  der  ersten  gegen  sie  verschwindet.  Indem  man  m  gegen  m' 
vernachlässigt,    erhält   man:    U\    V\    W  bleiben  unverändert,   u  =  U, 
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i;  ==  F,  w«  =  —  W-^-^W,  Die  Relativgeschwindigkeit  in  z  von  m  gegen  m 
ist  vor  dem  Stoss  IT— IF',  nach  demselben  w«  — IF'oder  W* — W^  kehrt 
sich  also  einfach  um.  In  einem  Coordinatensystem ,  welches  in  m*  fest 
liegt,  prallt  also  m  nach  demselben  Gesetz  zurück,  wie  ein  Lichtstrahl. 

2)  Glatter  Stoss  und  m  =  m\  Man  erhält  tc^=  IT',  icj  =  W.  Die 
Kugeln  tauschen  also  ihre  Geschwindigkeiten  in  z  einfach  aus.  Ist  der 
Stoss  central,  d.  h.  geht  die  z-Axe  durch  die  Mittelpunkte  beider  Kageln, 
so  trifft  der  Austausch,  weil  t7=  W«=  f7'==  R^' =  0,  die  Oesammt- 
geschwindigkeit  der  Schwerpunkte.  Ist  m  zu  Anfang  in  Ruhe,  so  hat 
nach  dem  Stoss  m  die  Geschwindigkeit  W*  in  2,  m*  die  Geschwindigkeit 
0  in  2  und  £7'-^  F  in  der  xy  -  Ebene.  Beide  Kugeln  prallen  also  dann 
rechtwinklig  auseinander,  die  gestossene  in  der  Richtung,  welche  die 
Centrale  während  des  Stosses  hatte. 


I.    Der  starre  Korper  unter  beliebigen  Bedingungen. 

309.  Zahl  und  Hanptformen  der  Bedingungen.  Da  der  starre 
Körper  6  Coordinaten  hat,  kann  man  ihm  eine  bis  fünf  Bedingungen 
auferlegen,  ohne  ihn  unbeweglich  zu  machen.  Er  besitzt  1,  2 ... 6  Grade 
der  Freiheit,  je  nachdem  er  5,  4  ...  0  Bedingungen  unterworfen  ist. 

Eine  Bedingung  kann  nun  in  zwei  wesentlich  verschiedenen 
Formen  erscheinen.  A.  Die  virtuelle  Form.  Im  Princip  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  und  im  D'Alembert'schen  Princip  treten 
die  virtuellen  Bewegungen  des  zu  untersuchenden  Gebildes  auf.  Dem 
entsprechend  kann  eine  Bedingung  auftreten  als  Bedingung  für 
die  virtuellen  Bewegungen;  wir  sagen  dann  abkürzend,  sie  habe 
die  virtuelle  Form.  In  der  Phoronomie  wurde  gezeigt,  dass  eine  Ele- 
mentarbewegnng  des  starren  Körpers,  einerlei  ob  derselbe  frei  oder 
bedingt  ist,  sich  allgemein  in  folgenden  Formen  mit  Yortheil  dar- 
stellen lässt:  1)  Elementarverschiebung  seines  Schwerpunkts  nebst 
Drehung  um  denselben,  2)  Elementarschraubung  vom  Parameter  w 
längs  einer  Centralaxe,  3)  ohne  Rücksicht  auf  ihre  geometrische  Form 
durch  ihre  Plücker'schen  Coordinaten  X,  7,  Z,  L,  J/,  N.  Demgemäss 
kann  eine  Bedingung  in  virtueller  Form  in  einer  der  drei  folgenden 
Varietäten  gegeben  sein: 

1)  als  vorgeschriebene  Gleichung  zwischen  den  Seiten- 
geschwindigkeiten —j~ ,  —j— ,  —z—  des  Schwerpunkts  von  G 
und  den  gleichzeitig  vorhandenen  Rotationsgeschwindigkeiten, 
welche  letztere    durch  p,  q,  r  oder  Jty  x?  Q  öder  -^--,    ~^» 

-j—  (g>,  xp,  d^  die  Euler'schen  Winkel)  ausgedrückt  sein  können; 

2)  als  Bedingung  für  Lage  und  Parameter  der  möglichen 
Centralaxen ; 
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3)  als  vorgeschriebene  Gleichung  zwischen  den  6  C^ordinaten 
des  zu  irgend  einer  Zeit  möglichen  Geschwindigkeitszustandes. 
also  zwischen  X,  F,  Z,  L,  il/,  A^. 

In  jeder  dieser  Formen  würde  die  Bedingung  unmittelbar  zur 
Einfügung  in  die  oben  genannten  Principien  geeignet  sein. 

B.  Die  practische  Form.  In  Wirklichkeit  kommt  es  aber 
nur  ausnahmsweise  vor,  dass  eine  Bedingung  sich  in  virtueller  Form 
oder  auch  in  einer  Form,  der  man  ihre  Uebertragbarkeit  in  die  vir- 
tuelle Form  sofort  ansieht,  präsentirt*).  Practisch  werden  vielmehr 
die  Bedingungen  dadurch  hergestellt,  dass  man  den  Körper  G  unvoll- 
ständig befestigt,  sei  es  durch  Fäden,  sei  es  dadurch,  dass  man  eine 
seiner  Flächen  mit  einer  festen  Fläche  in  Berührung  bringt.  Die 
Fadenbefestigung  bewirkt,  dass  bestimmte  Punkte  von  G  auf  be- 
stimmten Flächen  bleiben  müssen,  subsummirt  sich  also  der  Fesse- 
lung durch  Contact.  Demnach  ist  die  allgemeine  practische  Form  einer 
Bedingung  die  folgende: 

4)  Eine  vorgeschriebene,  im  Körper  G  feste  Fläche  JI  soll 
eine  Fläche  P,  die  im  System  der  x^  y,  z  festliegt,  fortwährend 
berühren. 

Dabei  kann  77  oder  P  zu  einem  Punkt  degeneriren.  Die  Be- 
dingung lautet  dann:  „Ein  Punkt  von  G  soll  fortwährend  auf  der 
festen  Fläche  P  bleiben",  oder  „eine  in  G  feste  Fläche  soll  fort- 
während durch  einen  festen  Punkt  gehen".  Der  erste  von  diesen 
Specialfällen  umfasst  die  Fadenbefestigungen.  Degeneriren  77  und  P 
gleichzeitig  zu  Punkten,  so  liegt  der  Fall  des  Abschnitts  P  vor. 

Soll  ein  Punkt  von  G  auf  einer  festen  Linie  bleiben,  so  ist 
diese  Vorschrift  selbstverständlich  äquivalent  mit  der  Doppel bedingung, 
dass  der  Punkt  zwei  Flächen  berühren  soll,  die  sich  in  der  Linie 
schneiden.  Soll  die  Fläche  77  eine  Fläche  P  in  w  Punkten  berühren. 
so  sind  damit  n  Bedingungen  gegeben  etc. 

Die  Aufgabe  der  Lehre  vom  beliebig  bedingten  starren  Körper 
besteht  demnach  aus  zwei  Theilen.  Erstens  sind  die  in  prac- 
tischer   Form    gegebenen    Bedingungen    auf    eine    der    vir- 


*)  Z.  B.  ein  Pendel  sei  mittels  einer  Schraubenmutter  auf  einen  Cylinder 
gefesselt,  der  die  entsprechende  männliche  Schraube  trägt;  oder  ein  Stab  sei 
bifilar  aufgehängt,  und  es  werden  nur  Bewegungen  in  Betracht  gezogen,  bei 
denen  sein  Schwerpunkt  vertical  auf-  und  abwärts  geht.  Beim  ersteren  ist  die 
virtuelle  Windung  unmittelbar  in  Schraubenform  gegeben,  beim  letzteren  leicht 
zu  erkennen. 
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tuellen  Formen  zu  reduciren;  Zweitens  sind  ans  den  auf 
die  virtuelle  Form  reducirten  Bedingungen  die  Gleichun- 
gen der  Bewegung  und  des  Gleichgewichts  abzuleiten. 

Die  zweite  Aufgabe  ist  für  die  Plücker'schen  Coordinaten  über- 
haupt noch  nicht  systematisch  in  Angriff  genommen,  desshalb  sollen 
die  Plücker'schen  Coordinaten  hier  nicht  mehr  berücksichtigt  werden. 
Die  Schraubentheorie  löst  die  erste  Aufgabe  in  ausgezeichneter  Weise, 
beschränkt  sich  aber  in  Ball's  Ausführung,  was  die  zweite  angeht,  auf 
kleine  Schwingungen  ohne  Reibung.  Wir  werden  sie  desshalb  haupt- 
sächlich benutzen,  um  eine  geometrische  üebersicht  über  die  Wir- 
kung von  Bedingungen  zu  liefern.  Die  Reduction  der  Bedingungen  auf 
Beziehungen  zwischen  Schwerpunktstranslation  und  Rotation  weist  er- 
hebliche Schwächen  auf,  muss  aber  von  uns  vorläufig  noch  bevorzugt 
werden,  weil  die  physikalisch  interessanteren  Probleme,  deren  Lösung 
durchführbar  ist,  ihre  Anwendung  erfordern. 

310.  Geometrische  üebersicht  Aber  die  Wirkung  von  Be- 
dlngangen^  geliefert  mittels  der  Reduction  auf  virtuelle 
Schraubuugen.  Es  werde  untersucht,  wie  die  möglichen  Central- 
axen  einer  Elementarbewegung  beschaffen  sind ,  die  an  5,  4,  3,  2,  1 
Bedingungen  geknüpft  ist. 

A.  Mannheim's  Methode.  1)  Es  seien  5  Bedingungen  ge- 
geben, also  5  Flächen  U  des  Körpers  G  sollen  5  feste  Flächen  P  be- 
rühren. /7,  sei  die  erste  in  G  feste,  P,  die  von  ihr  berührte,  im  Coordina- 
tensystem  der  a:,  i/,  z  feste  Fläche,  Cj  der  Punkt  von  ö,  der  P^  berührt. 
Dann  kann  a^  nur  auf  P^  gleiten,  die  durch  a,  gelegte  gemeinsame 
Normale  iV,  von  77,  und  P,  steht  also  senkrecht  auf  der  Bewegungs- 
richtung von  a, .  Die  Bewegung  von  iV,  ist  nun  aber  nothwendig 
Drehung  um  eine  ihr  conjugirte  Gerade  r^;  soll  er,  sich  bei  Drehung 
um  r,  in  der  Tangentialebene  von  P,  bewegen,  so  muss  r,  senkrecht 
auf  dieser  Tangentialebene  stehen,  also  parallel  N^  sein.  Gemäss  der 
Construction  des  Comitiums  §  206  und  213  sind  aber  zwei  conjugirte  Li- 
nien desselben  nur  dann  parallel,  wenn  sie  zusammenfallen;  also  istiV, 
eine  Doppellinie  und  gehört  dem  Complex  an,  der  durch  die  virtuelle 
Eiementarbewegung  von  G  bestimmt  wird.  Die  5  Contactnormalen 
der  Flächen  IT  und  P  sind  also  sämmtlich  Linien  dieses  Complexes. 
Wählt  man  irgend  4  von  den  Normalen  iV,  bis  iV.  aus,  so  werden 
sie  von  zwei  Transversalen  la  und  A<,  geschnitten,  welche  zu  einander 
conjugirt  sind.   Ihre  kürzeste  Verbindungslinie,  die  Da  heisse,  schnei- 
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det  also  die  Centralaxe  (des  Complexes  und  der  Elementarbewegung) 
senkrecht.  Wählt  man  eine  zweite  Gruppe  von  4  Normalen  N  aus^ 
so  liefern  diese  wieder  zwei  Transversalen  k  und  A»,  und  eine  kürzeste 
Verbindungslinie  A  zwischen  diesen.  Der  kürzeste  Abstand  zwischen 
Da  und  Dft  ist  der  Lage  nach  die  Centralaxe.  Wird  der  kürzeste 
Abstand  zwischen  Da  und  D(,  metrisch  mit  S  bezeichnet,  so  ist 
der  Parameter   der   virtuellen  Elementarbewegung   nach   206    m  = 

rftang(Z)«A). 

5  Bedingungen  liefern  hiernach  eine  einzige,  vollkommen  be- 
stimmte virtuelle  Schraubenbewegung. 

2)  4  Bedingungen  gegeben.  Bei  vier  Bedingungen  sind  die 
4  Contactnormalen  N^  bis  N^  Strahlen  eines  Complexes,  dessen 
Centralaxe  die  Centralaxe  irgend  einer  virtuellen  Bewegung  ist.  Sie 
werden  von  zwei  Conjugaten  /  und  X  geschnitten,  deren  kürzester 
Abstand  D  die  Centralaxe  rechtwinklig  schneidet.  Ein  fünfter  Strahl 
des  Complexes  kann  willkürlich  angenommen  werden.  Alle  so  ent- 
stehenden Complexe  haben  aber,  die  4  obigen  Strahlen  gemein ,  bei 
allen  geht  also  die  Centralaxe  senkrecht  durch  den  obigen  Abstand 
D  und  macht  mit  l  und  X  zwei  Winkel,  deren  Tangenten  sich  ver- 
halten, wie  die  beiden  Stücke,  in  welche  D  durch  die  Centralaxe 
getheilt  wird.  Die  Gesammtheit  der  möglichen  Centralaxen  bildet 
also  ein  Cylindroid,  dem  l  und  X  angehören.  Welche  von  den  Er- 
zeugungslinien des  Cylindroids  auch  eine  thatsächliche  Centralaxe  sein 
möge,  die  beiden  Linien  l  und  X  sind  immer  conjugirte  Linien,  also 
rotirt  bei  allen  möglichen  Bewegungen  die  eine  um  die  andere.  Für 
die  Hauptparameter  m'  und  w"  des  Cylindroids  haben  wir  nach  215 
die   Gleichungen  — ©'i3"  =  ^2)',    und  wenn  ^   der  Winkel,    den  / 

mit  X  macht, —  =  cos^ 


a'  2 

3)  Drei  Bedingungen  gegeben.  Die  drei  Contactnormalen 
Ni,  N^,  N^  gehören  sämmtlichen  Complexen  an,  deren  Axen  virtuelle 
Centralaxen  sind.  Eine  vierte  Gerade,  welche  dieselbe  Eigenschaft 
hat,  kann  beliebig  gewählt  werden,  es  gilt  also  eine  einfach  unend- 
liche Mannigfaltigkeit  von  Cylindroiden,  welche  die  möglichen  Central- 
axen enthalten  und  die  Directricen  aller  dieser  Cylindroide  schneiden 
die  drei  Geraden  iVj,  iV,,  iV,.  Diese  Directricen  sind  demnach  Er- 
zeugungslinien eines  Hyperboloids,  welches  durch  die  Geraden  A\,  A^, 
A,  bestimmt  wird,  und  zwar  gehören  die  Directricen  zu  der  einen, 
die  Normalen   zu  der  anderen  Schaar   der  Erzeugungslinien.    Irgend 
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zwei  Gerade  der  ersten  Schaar  können  conjugirte  Axen  der  Bewegung 
sein  und  bestimmen  je  eins  der  Cylindroide,  wie  ad  2. 

4.  Zwei  Bedingungen  gegeben.  Die  beiden  Contactnormalen 
iVj  und  iVj  sind  Glieder  aller  in  Betracht  kommenden  Complexe; 
irgend  zwei  Gerade,  welche  N^  und  N^  schneiden,  können  also  con- 
jugirte Axen  der  virtuellen  Bewegung  sein.  Die  Gesammtheit  dieser 
Conjugaten  ist  eine  Congruenz  ersten  Grades,  deren  Directricen  N^ 
und  N^  sind.  Die  Gesammtheit  der  virtuellen  Axen  ist  eine  zweifach 
unendliche  Schaar  von  Cylindroiden,  die  man  erhält,  wenn  man 
irgend  zwei  der  conjugirten  Axen  zur  Bestimmung  eines  Cylindroids 
verwendet. 

5.  Eine  Bedingung  gegeben.  Zu  der  einzigen  Contact- 
normale  A^,  kann  eine  zweite  willkürlich  angenommen  Werden;  also 
irgend  zwei  Gerade,  die  N^  schneiden,  können  conjugirte  Axen  der 
Bewegung  sein,  und  irgend  zwei  von  ihnen  bestimmen  ein  Cylindroid, 
dessen  Erzeugungslinien  virtuelle  Centralaxen  sind.  Die  Gesammtheit 
der  letzteren  ist  eine  dreifach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Cylin- 
droiden, eine  vierfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Geraden.  Da 
der  Raum  selbst  nur  eine  vierfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von 
Geraden  enthält,  muss  jede  Gerade  des  Raumes,  wenn  sie  mit  einem 
passenden  Parameter  versehen  wird,  virtuelle  Centralaxe  sein. 

B.  Ball's  Methode.  Dieselben  Resultate  erhält  man  sehr  ein- 
fach und  noch  deutlicher  aus  Ball's  Theorie  der  reciprocalen  Axen. 
Eine  Bedingung  liefert  im  Berührungspunkt  der  Flächen  II  und  P 
eine  Zwangskraft,  also  eine  Zwangsdyname  vom  Parameter  Null,  und 
nach  dem  d'Alembert'schen  Princip  muss  diese  Zwangsdyname  bei 
jeder  virtuellen  Bewegung  von  G  die  Arbeit  Null  leisten.  Sind  also 
n  Bedingungen  vorhanden,  so  muss  jede  virtuelle  Centralaxe  reci- 
prokal  zu  den  n  Zwangskräften  sein.  Nach  §  219  haben  wir  also 
folgende  Hauptsätze: 

a)  Sind  n  Bedingungen  gegeben,  so  bilden  die  virtuellen  Central- 
axen ein  Axensystem  (6 — w)^'  Stufe. 

b)  Die  n  Bedingungen  können  aber  auch  durch  irgend  welche 
n  Zwangsdynamen  ersetzt  werden,  welche  dem  durch  sie  bestimmten 
Axensystem  n^^^  Stufe  angehören.    Im  Einzelnen  also: 

Einer  Bedingung  entspricht  ein  Comitium  virtueller  Axen.  Die- 
jenigen unter  diesen,  die  einen  bestimmten  Parameter  haben,  bilden 
einen  Complex  ersten  Grades.  Die  vom  Parameter  Null  (blosse 
Drehungen)  schneiden  die  Contactnormale.     Jede  Gerade  des  Raumes 
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kann,   mit  einem  passenden  Parameter  versehen,  dem  Comitium  an- 
gehören. 

Zwei  Bedingungen  entspricht  ein  Complex  zweiten  Grades  von 
virtuellen  Axen.  Diejenigen  unter  diesen,  die  denselben  Parameter 
p  haben,  bilden  eine  Congruenz  ersten  Grades;  die  mit  dem  Para- 
meter Null  insbesondere  bilden  diejenige  Congruenz,  deren  Glieder 
die  beiden  Contactnormalen  schneiden.  Die  Bedingungen  können 
ersetzt  werden  durch  irgend  zwei  Zwangsdynamen,  welche  dem  durch 
die  Contactnormalen  bestimmten  Cylindroid  angehören. 

Drei  Bedingungen  entspricht  eine  Congruenz  (die  auch  als  Schaar 
von  Cylindroiden  aufgefasst  werden  kann),  in  welcher  sich  zwei  Com- 
plexe  zweiten  Grades  schneiden.  Diejenigen  Axen,  welche  einen  be- 
stimmten Parameter  p  haben,  liegen  als  Erzeugende  einer  Schaar  auf 
einem  Hyperboloid.  Diejenigen  vom  Parameter  Null  insbesondere 
liegen  auf  demselben  Hyperboloid,  dem  die  drei  Contactnormalen  als 
Erzeugende  der  andern  Schaar  angehören.  Die  drei  Zwangskrafte 
können  ersetzt  werden  durch  irgend  drei  Zwangsdynamen,  die  der 
durch  sie  bestimmten  Congruenz  angehören,  insbesondere  auch  durch 
drei  Zwangskräfte  (p  =  0),  die  mit  den  Contactnormalen  zu  derselben 
Schaar  desselben  Hyperboloids  gehören. 

Vier  Bedingungen  entspricht  ein  Cylindroid  von  virtuellen  Axen. 
Nur  zwei  derselben  haben  den  gleichen  Parameter  p.  Den  Parameter 
Null  haben  die  beiden  Transversalen,  welche  die  4  Contactnormalen 
schneiden.  Die  4  Zwangskräfte  können  durch  Glieder  ihres  Com- 
plexes  vom  2.  Grade  ersetzt  werden. 

Fünf  Bedingungen  lassen  nur  eine  virtuelle  Windung  von  völlig 
bestimmtem  Parameter  zu.  Sie  können  durch  5  Glieder  ihres  Comi- 
tiums  ei*setzt  werden.  Die  Bestimmung  der  Centralaxe  ist  dieselbe 
wie  unter  A, 

311.  Analytische  Bednetion  einer  Bedingung.  Eine  Con- 
tactbedingung  soll  in  eine  Relation  zwischen  den  virtuellen  Bewe- 
gungen des  Schwerpunkts  von  G  und  der  entsprechenden  Rotation 
übersetzt  werden.     Es  bietet  sich  folgender  Weg  dar: 

Die  Fläche  /Z  hat  im  beweglichen  Coordinatensystem  der  5i  '"jy  C? 
dessen  Ursprung  im  Schwerpunkt  von  G  liegt,  eine  Gleichung 

Ci)      «»(?,  ij,  ö  =  0. 

Transformirt  man  dieselbe  mittels  der  Formeln 

5  =  a^(a—a)'-{'b^Q/—b)+€^(j/—c)  u.  s.  w. 
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auf  das  System  der  ^,  y^  z,  so  nimmt  sie  die  Gestalt 

(la)        ^X^y  y^  2:,  a,  i,  c,  a,,  i,  . . .  c^)  =  0 

an.     Die  Fläche  P  hat  im  System  der  a,  y,  z  die  Gleichung 

(2)        *(^,  y,  z)  =  0. 

In  einem  Berührungspunkt  sind  beide  Gleichungen  (la)  und  (2)  er- 
füllt, und  ausserdem  bestehen,  weil  die  Normalen  der  Flächen  U  und 
P  zusammenfallen,  die  Gleichungen 

^  ^'  ^^  dx    '   dx    ~    dy    '   dy    ~    dz    '   dz 

Man  hat  also  4  Gleichungen  (la)  bis  (4)  für  die  drei  Coordinaten 
des  Berührungspunkts;  eliminirt  man  x,  y,  z  aus  ihnen,  so  bleibt  eine 
Beziehung  zwischen  er,  6,  {?,  a^,  6^  . . .  c^  übrig;  diese  drückt  die  aus 
der  Berührung  hervorgehende  Bedingung  aus.  Liefern  die  Gleichungen 
(la),  (2),  (3)  mehrere  Berührungspunkte,  so  hat  man  bei  der  Elimi- 
nation diejenigen  Werthe  von  x^  y,  z  in  Betracht  zu  ziehen,  welche 
dem  oder  den  physisch  vorgeschriebenen  Berührungspunkten  entsprechen. 
In  sehr  einfachen  Fällen  kann  es  geschehen,  dass  die  Gleichung, 
welche  man  so  erhält,  keine  anderen  Grössen,  als  a,  i,  c  enthält. 

Z.  B.    Eine  homogene  Kugel  berühre   eine  Ebene.    Man  nehme  die  Ebene 
zur  Ebene  der  a?y,  wo  dann  die  Gl.  (2)  lautet 

<D  s=  2  =  0. 

Die  Kugel  habe  die  auf  ihren,  Mittelpunkt  bezogene  Gleichung  5'-f-T)'-hC'  =  »'. 
Diese  lautet  transformirt 

V,  =  (ar-a)>4-(y-6)>-i-(2-c)a  ==  x». 

Die  Gleichungen  (3),  (4)  lauten 

0:x  —  a  =  0:y  —  b  =  1  :  z  —  c. 

Daraus  wird  für  den  Berührungspunkt  x  =  a,  y  =  6,  2  =  0,  und  wenn  man  dies 
in  die  Gleichung  für  ^i  einsetzt,  erhält  man  die  Bedingung 

c  =  ±x. 

Derartige  Fälle  können  aber  offenbar  nur  dann  eintreten,  wenn 
die  Lage  des  Schwerpunkts  unabhängig  ist  von  den  Richtungscosinus 
a^  ...^,,  und  das  ist  nur  der  Fall,  wenn  die  Fläche  77  eine  Kugel 
ist,  deren  Mittelpunkt  in  den  Schwerpunkt  von  G  fällt.  Ist  dies  der 
Fall,  so  braucht  man  die  Bedingungsgleichung  nur  nach  t  zu  diffe- 
rentiiren;   sie   hat   dann   sofort  die  Form  einer  Beziehung  zwischen 
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-7—,  ~j-,  -jT"?  P^  ?»  ^j  iii  welcher  p,  j,  r  mit  dem  Factor  Null 

behaftet   sind.     Sie   kann    also   ohne  Weiteres   zur  Anwendung   des 
d'Alembert'schen  Princips  dienen. 

Im  Allgemeinen  aber  werden  in  der  Bedingungsgleichung,  wie 
sie  aus  den  61.  (la)  bis  (4)  hervorgeht,  auch  die  Richtungscosinus 
a,  ...^3  enthalten  sein;  sie  hat  also  die  Form 

(5)         Q(a,  b,  c,  a^,  b^  ,.,  <?,)  =  0. 

Man  ersetze  nun  hierin  die  9  Cosinus  a,  ...c,  durch  ihre  Werthe  aus 
272  Gl.  (6),  so  hat  die  Bedingung  die  Form 

(6)        SiX<^,  6,  c,  y,  V/,  ^)  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  man  einmal  nach  t  diflferentiiren,  und  dann 
kann  man  versuchen,  mittels  der  Gleichungen  292^  (3)  die  Grossen 
TT,  Xj  ^  ^ör  g?,  i/;,  ^  zu  substituiren.  Dies  wird  aber  nur  in  beson- 
deren Fällen  so  gelingen,  dass  9),  1/^,  ^  und  9)',  if;\  &'  völlig  aus 
Gl.  (6)  verschwinden;  im  allgemeinen  werden  sich  die  Bedingungen 
nicht  auf  die  Form  einer  reinen  Beziehung  zwischen  ^,  Xt  Q  oder  p^ 
9,  r  und  den  Seitengeschwindigkeiten  des  Schwerpunkts  bringen  lassen. 
Demgemäss  werden  auch  die  Euler'schen  oder  Lagrange'schen  Diffe- 
rentialgleichungen des  starren  Körpers  sich  nicht  allgemein  für  die 
Dynamik  bedingter  starrer  Körper  verwenden  lassen,  und  darin 
liegt  ihre  Schwäche  gegenüber  anderen  Formen  der  Darstel- 
lung des  Beschleunigungszustandes  von  G. 

Wohl  aber  wird  es  möglich  sein,  die  Bedingungsgleichung  in  der 
Form  (6)  beizubehalten,  und  sie  auf  diejenige  Form  der  Bewegungs- 
gleichungen anzuwenden,  in  welcher  9),  yj,  ^  und  deren  Differential- 
quotienten vorkommen,  d.  h.  auf  die  Resal'schen  bezw.  auf  eine  der- 
selben nahe  verwandte  Gruppe  von  Bewegungsgleichungen. 

Anm.  1.  Berührt  11  die  Fläche  P  mit  einer  Spitze,  so  fallen  die  Gleichun- 
gen (3)  (4)  fort;  dafür  hat  aber  der  Berührungspunkt  im  System  der  6,  ij,  C  drei 
Gleichungen  5  =  5i,  ^  =  t)i»  C  =  Ci,  welche  transformirt  in  Verbindung  mit  (2) 
die  Bedingung  (6),  wie  oben,  liefern. 

Anm.  2.  In  besonderen  Fällen  kann  man  durch  directe  geometrische  Be- 
trachtungen eine  Beziehung  zwischen  den  Seitengeschwindigkeiten  des  Schwer- 
punkts und  p,  q,  r  oder  ic,  x«  p  ermitteln;  dafür  lassen  sich  aber  keine  allgemein 
galtigen  Vorschriften  geben. 


Homogene  Kugel  auf  der  schiefen  Ebene. 
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Die  Gleichungen  der  Bewegung  für  den  bedingten  starren 

Körper. 

312.  Einige  besondere  Fälle^  in  denen  die  Enler'schen 
oder  Lagrange'sehen  Gleichungen  anwendbar  bleiben^  sollen 
hier  gesondert  behandelt  werden. 


1.  Homogene  Kugel  auf  der  schiefen  Ebene  ohne  Reibung.  Wir 
nehmen  die  schiefe  Ebene  zur  Ebene  der  xy,  legen  die  Axe  der  z  in  die  Linie 
stärksten  Abfalls  und  die  Axe  der  z  nach  oben.  Ist  m  die  Masse  der  Kugel, 
so  greift  die  explicite  Kraft  der  Schwere  in  ihrem  Mittelpunkt  an  und  hat  die 
Componenten  mysinX,  0,  — mycosX,  wenn  X  der  Winkel  ist,  den  die  Ebene  mit 
dem  Horizont  macht.  Der  Radius  der  Kugel  sei  r,  dann  ist  die  Bedingung,  wie 
im  vorigen  Paragraphen  schon  gezeigt  wurde 

(1)        c  =  -l-r. 

Das  positive  Vorzeichen  gilt,  weil  die  Kugel  über  der  Ebene  liegen  muss.  Der 
Berührungspunkt  hat  die  Coordinaten  zi  =  a,  yi  =  6,  zi  =0;  er  liefert  eine 
Zwangskraft,  deren  Componenten  9,  3E,  3  seien.  Die  drei  Momente  dieser 
Zwangskraft  in  Bezug  auf  den  willkürlich  zu  wählenden  Coordinatenanfang  sind 
L  =  63»  ^=  — «3»  iV=  o8)  —  ^3E.  Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  irgend 
einen  Durchmesser  sei  A.  Da  jeder  Durchmesser  eine  Hauptcentralaxe  ist, 
können  die  Gleichungen  (1)  des  §  805  ohne  weiteres  angewendet  werden ,  auch 
für  lateinische  Buchstaben;  die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  also 

m  —TS-  =  mysinX-hi, 


(2) 


m 


m 


m 


d*c 


=  », 


—  7«ycosX4-3» 


A   d^c  dH  \ 

V-di^-'-dir) 


m  (  c 


m  \a 


(. 


dt^ 

d*a 
~d^ 

d^b 
~di^ 


—b 


di'* 
d*c\ 

dPa 


dt^ 


) 


A 

dp 
dt 

A 

dg 
dt 

4 

dr 

de 


=  — 6»!^  cos  X -1-63, 

=  cmg  sin  X  -t-  amg  cos  X  —  a^, 

=  — 6iii^sinX-HaS  —  6$. 


Die  Zwangskraft  steht  senkrecht  auf  der  Ebene,    d.  h.  3E  =  9  =  0;  aus  Gl.  (1) 

d^c 
folgt --T^  =  0,  also  Q  =  mg cosh     Mit   Einführung   dieser   Beziehungen   redu- 

ciren  sich  die  6  Gleichungen  (2)  leicht  auf  die  folgenden: 


d^a 
dt^ 


=  ^sinX, 


^*  —  n       ^'^^  —  n       ^P  _  ^^  _  ^''  —  n 


Der   anfängliche  Drehungszustand  bleibt   also  ungeändert  und  der  Schwerpunkt 


912  ^^r  starre  Körper  unter  beliebigen  Bedingungen. 

der  Kugel   bewegt  sich  wie   ein  schwerer  Punkt  auf  einer  schiefen  Ebene   vom 
Neigungswinkel  X. 

2.  Homogene  schwere  Kugel  mit  gleitender  Reibung  auf 
einer  horizontalen  Ebene.  Der  Reibungscoefficient  sei  e.  Denken  wir  uns 
die  Reibung  zunächst  vernachlässigt,  so  sind  die  Differentialgleichungen  des 
Problems,  da  die  Beziehung  3E  =  9  =  0  offenbar  erhalten  bleibt,  nach  der  vori- 
gen Aufgabe  (X  =  0) 

dH        _ 
m 


A 

dp 
dt 

=  — &w^-h63, 

A 

dg 
dt 

==  amg  —  a^^ 

A 

dr 

Ja 

-0, 

mit  der  Bedingung 

c  =  const.  =  r. 

Hier  sind  nun  die  Reibungseffecte  zuzufügen.  Der  Berührungspunkt  der  Kugel 
mit  der  Ebene  hat  die  Seitengeschwindigkeiten 

— -|-y(r,— c)— r(y,— 6),     -^-f-r(x,  — a)— p(r,— c), 

de 
-^  -hj»  (yi  —  6)  —  7  («1  —  a), 

oder 
da  ^       dh    . 

Die  Reibung  ist  proportional  dem  Normaldrucke  3  und  ihre  Richtung  ist  der 
der  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  entgegengesetzt,  setzen  wir  also  ab- 
kürzend f  =  4-l/(-j^  —  ^r)  -f-  \-T-  -+-/>tj  ,    so     sind     die     Componenten     der 

Reibung 

(da  \  e3  (dh  \  c3  ^ 

und  da  sie  in  a,  6,  0  angreift,  sind  ihre  Momente 

da  \         f  db 


K^-^)-«t-^^0 


0,      0,      ^ 63. 

Fügt  man  diese  Grossen  in  den  obigen  Differentialgleichungen  zu,    und  benutzt 

d^c 
gleich  die  Relation  -r^  =  0,  so  erhält  man 
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m 


m 


dt* 


==0  =  -»i5^-f-3 


d^b  ,  dp 

mc  -^  ^A—  =  — 6«^H-b3, 

(fd  dq 


y'-d^^^-Hri-^^-dT f 


«3. 

Die  dritte  Gleichung  liefert  3  »in^;  der  Normaldruck  ist  also  constant  und  hebt 
ein&ch  die  Schwere  der  Kugel  auf.  Man  erhält  weiter,  wenn  —  =  |  r'  gesetzt 
wird,  durch  auf  der  Hand  liegende  Hebungen 

d^a  (da  \  tq  d*b 


(1) 


4— Ki-+'«)f .  ,f.i{±,-4f. 


dt*  '        dfi 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  die  Rotationsgeschwindigkeit  um  die  verticale 
Axe  constant  ist.  Die  beiden  obersten  Gleichungen  (1)  geben,  quadrirt  und 
addirt 

Die  beiden  folgenden  in  einander  diyidirt 

<•>   -t4-(T+").(l-^)- 

Ausserdem  erhalt  man  durch  zwei  auf  der  Hand  liegende  Divisionen 

^  ^         dt*  ^^  dt  '     dt*         ^^  dt' 

und  hieraus,  wenn  die  Anfangswerthe  mit  der  Marke  0  bezeichnet  werden, 

■rfT""^*"""""*^^^'"^^'    ~dt ^=*^(P-fo),    oder 

«__'  5/da  da^\  b    /  db         db^  \ 

Sonach  ist 

Budde,  Mechanik.     II.  58 


du 
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da  db 

Setzt  man  also  abkürzend  «  =  -7 9t,    t;  =  -7--|-pt,  so  ist 

du  d^cL  du  d^b 

dq  5     d^a  b     dv        dp  h     du 

Sonach  wird  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3) 
Die  letztere  liefert  unmittelbar  das  Integral 

P  u 

Führt  man  dies  in  die  erstere  ein,  so  erh&lt  man 

Man  kann  die  Axe  der  x  immer  in  solcher  Richtung    positiv  nehmen,   dass 

du 
u  positiv  ist;  dann  muss  —j—  negativ  sein;   es  gilt  also  dann  das  negative  Vor- 
zeichen der  Wurzel.    Somit  ist 

ii-tio= -i— ;===-eyt,    v  —  vo^—i       J^         tgi. 

Wegen  vo^  =  «fo  ^^^  <)io  Geschwindigkeit  des  Beröhrungspunkts  fortwahrend 
dieselbe  Richtung.  Am  einfiachsten  legt  man  die  Axen  so ,  dass  t;^  ss  0  wird. 
Dann  lauten  die  Gleichungen 

Die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  ist  sonach  gleichm&ssig  verzögert 
Man  vergesse  aber  nicht,  dass  das  Element  der  vom  Berührungspunkt  auf  der 
Ebene  beschriebenen  Bahn  nicht  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  des  Be- 
rührungspunktes hat.    Aus  Gl.  (5)  folgt  vielmehr 

l-^^+*'/^  =  0.    oder 

düA  6       o  duA 

a  =  const.H r~ ' 7r9^  y     ^  =  constH ~-L 

dt  2  ^  dt 

t 

Der  Mittelpunkt   der  Kugel   und  der  senkrecht  unter  ihm  liegende  Beruhmngs- 

punkt  beschreiben  also  eine  Parabel,  deren  Parameter = ist. 

Endlich  ist 
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(6) 


1   /         db\         l    dbo 


Die  Winkelgeschwindigkeit  um  diejenige  Axe,  welche  der  Anfangsbewegung  des 
Berührungspunktes  parallel  ist,  ist  also  constant  Was  ^o  ftngeht,  so  sind  fol- 
gende  Fälle  möglich : 

1)  Die  Drehung  ist  der  Art,  p.      ^i^^ 

dass  die  Geschwindigkeit  des 
Berührungspunkts,  welche  aus  q 
hervorgeht,    gleichen    Sinn    mit 

^^  hat  (Fig.  145  a).  Dann  hat 
—  9o^  gleichen  Sinn  mit 


dt     ' 
9o  ist  also  negativ,  und  sein  ab- 
soluter Betrag   nimmt  nach   (6)  b* 
gleichförmig  ab. 

2)  Die  Drehung  ist  entge- 
gengesetzter Art  (Fig.  145  b). 
Dann  sind  zwei  Unterf&lle  mög- 
lich,    a)  q^x  ist  dem  absoluten 

Werth   nach   grösser  als   —p-- 

dt 

Dann  ist  die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  von  N  nach  M  hin  ge- 
richtet, also  NM  die  positive  jc- Richtung  und  qo  dreht  von  x  nach  z  hin,  d.  h. 

—^  ist  negativ,   also  90  ^uch  negativ,    q  nimmt  gleichförmig  ab,  und  der  ab- 

dofk  

solute  Werth  von  -~^  nimmt  zu.    b)  ^o^  ist  dem  absoluten  Werth  nach  kleiner 

dt 

dOtk  dOn 

als  — p- ;   dann  ist  MN  die  positive  jr-Richtung,  -~-  nimmt  ab,  90  ist  positiv 

und  q  nimmt  zu. 

In  allen  F&llen  tritt  ein  Zeitpunkt  ein,  wo  u  &=  0  wird;  im  Fall  (1)  und  (2a) 
geschieht  dies  durch  Abnahme,  in  (2b)  durch  Zunahme  des  absoluten  Werthes 
von  q.  Von  diesem  Augenblick  an  beginnt  das  Rollen  und  die  Differential- 
gleichungen verlieren  ihre  Gültigkeit.  Der  ]ifoment  des  beginnenden 
Rollens  ist  bestimmt  durch 

Im  Augenblick,  wo  er  eintritt,  ist 

da  doQ  dofi        , 

Und  die  weitere  Bewegung  geht  im  Sinne  von  -j-  vor  sich.    Im  Falle  1,   wo 

da*% 
-~^  positiv  und  q^  negativ  ist,   kann  also  die  Kugel  vor-  oder  rückwärts  (im 

58' 
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Sinne  yon  —^  oder  gegen  denselben)  rollen,  je  nachdem  \   ^     ^Lffgo]  >^ 
di  du 

wo  die  Klammer  den  absoluten  Werth  bezeichnet    Im  Falle  (2a)  ist    ~/    nebst 

9o  negativ,  also  rollt  die  Kugel  immer  im  Sinne  yon  -^^i  yonrärts.     Im  Falle 

dcUk 
(2b)  ist  ~~-  und  q^  positiv,  also  rollt  sie  vorwärts. 

CK 

3.    Homogene  schwere  Kugel  mit  rollender  Reibung  auf  der  Eo- 
rizontalebene.    Soll  die  Kugel  bloss  roUeu,  so  treten  zu  der  Bedingung  c  =  r 

noch  die  Bedingungen  -^ ^r  =  0,    — — hft  =  0,  weil  die  Geschwindigkeit 

des  Berührungspunktes  beim  Rollen  Null  ist.  Da  der  Berührungspunkt  nur  eine 
Normalkraft  3  liefert,  sind  die  Diiferentialgleichungen  der  Bewegung  ohne  Rei- 
bung dieselben,  wie  im  vorigen  Fall: 

{    <Pa  ePeS   ,    .  <h  Q 


m  Ic 


m  \a 


Die  rollende  Reibung  liefert  nun  eine  an  a,  6,  0  thätige  Kraft,  welche  in  die 
Richtung  des  vom  Berührungspunkt  beschriebenen  Bahnelementes  fUlt,  dem  Sinn 
seiner  Bewegung  entgegengesetzt  und  der  Geschwindigkeit  desselben  proportional 

ist  Ist  V  diese  Geschwindigkeit,  so  ist  v  offenbar  gleich  y(-T-)  ^"(~j~)  *  ^^^ 
Kraft  der  rollenden  Reibung  ist  also  ^V  (-r-)  H-  \-j~J  ^^^  ^^^  Richtungscosi 


cosinuä 


Compönenten 


da  dh       ^ 


und  ihre  Momente 

Kut  erUlt  also  mit  Anwendung  Ton  e  =  x 


(1) 


ePa  da  d*b  db        ^ 

di  dt  dt  dt  ^     dt 


Aus  den  Bedingungsgleichungen  -^  =  qx,  -j-  =»=  — px  ergiebt  sich  nun 
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dg   ePa   t    da  '        dp   dHf    t    db 

lü  S«  m"]*''       lö  d?  «"S"* 

Setzt  man  dies  in  die  letzten  Gleichungen  (1),  so  erhält  man 

db  da 


dt  '      dt 

Das  sind  singulare  Losungen,  weil  sie  durch  blosse  Elimination  entstanden 
sind  und  keine  Integrationsconstante  enthalten;  sie  decken  den  Fall,  wo  die 
Kugel  keine  Anfangsgeschwindigkeit  hat.    Setzt  man  aber  dieselben  Gleichungen 

in  der  Form  -j-  = ^  -^ ,  -—  =  -^  -S-  in  die  Bedingungsgleichungen 

da  db 

IT  ^^  ^^'  "^  *^  — P^^  ®^  findet  sich 

m    dg  m    dp  i       •  a       •  x 

9  =  —  —  -^,    |,  =  — _-^,    also  integnrt 

Die  Bewegung  ist  also  geradlinig  und  n&hert  sich  asymptotisch  der  Ruhe. 
Die  zweite  Integration  liegt  auf  der  Hand. 

313.  Der  allgemeine  Fall.  Im  AUgememen  präsentirt  sich 
eine  BediDgang  als  Gleichang  zwischen  a,  i,  c,  9),  ^,  ^.  Um  die- 
selbe also  systematisch  verwerthen  zu  können,  müssen  die  Gleichun- 
gen der  Bewegung  als  Gleichungen  zwischen  diesen  6  Grossen  gegeben 
sein.  Die  Herstellung  derselben  in  dieser  Form  ist  sehr  einfach,  fuhrt 
aber,  wenn  die  drei  Trägheitsmomente  A,  B,  C  beliebig  sind,  auf 
verwickelte  Formeln,  die  nur  in  Ausnahmefällen  integrirbar  sein 
werden.  Wir  beschränken  daher  die  kinetische  Untersuchung  auf 
den  Fall,  wo  A  =  B  ist. 

Ist  T  das  Trägheitsmoment,  so  ist 

* 

Setzt  man  darin  nach  292  (3) 

7r  =  sin%^cos^  -^ — hBmxp—j—j 

Z  =  sm*smV/-J^-cosV^^, 
^dg>       dW 
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80  erhält  man,  wenn  A^=  B  gesetzt  wird 

Von  den  Grössen,  welche  in  der  zweiten  Lagrange'schen  Form  der 
Bewegungsgleichungen  vorkommen,  sind  demnach  die  drei  auf  a,  b,  c 
bezüglichen 

d  (dT\  rf'a         ÖT        ^      d  ( dT\  d'6 


db 


^      d  (dT\  d*c        dT        „ 


und  somit  lauten  die  drei  ersten  Differentialgleichungen  der  Bewe- 
gung, wie  in  der  Euler'schen  Form 

Femer  ist 

dT        j.,ad9),/,r      *<^       dtp-]       ^      dT        _ 
-g^  =  ^flin'^^-|-C[co8^-J^— Jijcos^,     -5^  =  0, 

dT  .  d»        dT 

=  A 


d»'  dt  '     d» 


=  (^— C)8in4^co8*(-^y 


^.C8in^^^. 
dt    dt 


Die  drei  letzten  Gleichungen  der  Bewegung  werden  demnach 
d  l  .  .  ,„  da       „/      ..dtp        dfl;\       „1  du 


(2) 


Führt  man  die  Differentiation  nach  t  in  der  ersten  Gleichung  aus 
und  substituirt  die  zweite  hinein,  so  lässt  sich  die  erste  Gleichung 
auf  die  Form  bringen 


(2a) 
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>«  •    Q.  ^'y     ,  /o  ^      ^\       f.  cUp    d9     ^  ^dlp   d& 


-1   (du  ^      -  dü\ 

und  man  bemerkt  dann  leicht,  dass  die  linken  Seiten  der  drei  Glei- 
chungen mit  denen  der  in  §  292  (3)  g^ebenen  Gleichungen  überein- 
stimmen. 

Die  Symbole  --^,--^,-^^  stehen  ftir 

Besitzen  die  auftretenden  Kräfte  thatsächlich  eine  Eräftefunction  U, 
die  sich  als  Function  von  a,  i,  c,  9),  (//,  ^  darstellen  lässt,  so  erhält 
man  ihre  Werthe  durch  directe  Differentiation  dieser  Function.  Ist  das 
aber  nicht  der  Fall  —  und  bei  Zwangskräften  wird  es  nicht  der  Fall 
sein  —  so  muss  man  die  Summen  einführen;  in  ihnen  sind  ^n,  y»,  Zn 
die  Coordinaten   des  Angriffspunktes   der  Kraft  Z»,  Y^  Z^^   und  es 

handelt  sich  darum,  die  Grössen    ^  *    u.  s.  w.  herzustellen,  bezw.  durch 

ihre  Vermittlung  die  Summen  auf  bekannte  Formen  zu  bringen.  Es 
hat  nun  der  Punkt  o;«,  y«,,  ^  im  System  der  |,  1;,  ^  die  Coordinaten 
$»>  ^»9  £■  und  es  ist 


Also 


.^-t  ^^ri  -^-l-C  -^ 


Öy  "   dg)  •"   Ö5P  Ö5P 

Entnimmt  man  die  Werthe  von     ^  '    u.  s.  w.  aus   den  Euler'schen 
Gleichungen  272  (6),  so  findet  sich 

-g^  =  a,5«+a,ij«4-g,S,  =  (^— g),    -^  =  0. 
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Also  ist 


(3)        -- 1^  =  SKx,-a)Y,-(j,,-  6)X.], 


d.  i.  das  Moment  der  Kräfte  in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwer- 
punkt von  G  gehende  Parallele  zur  2-Axe. 
Ebenso  ist 

dan 


dtp 


=  — ö»?ii+«,i?iij 


9yn   _ 
dtp 


*«l«-+-*i1i«> 


dip 


=  —C,  ?«-*-<?,  «?n, 


(4) 


dU 


-  3^  =  2[-U^,^n+b,  Yn^c,Z.) 


dlJ 


d.  i.  das  Moment  in  Bezug  auf  die  Axe  der  ^ 
Endlich  ist 

— —  =  co8yco8i/^sind^Jn+co8y8ini/;sin#ij«-4-co85pcos^£,, 

-^-  =  sinycosiZ/sinv^Jn+sinysin^sin^ijÄ-Hsinycos^Ci, 

dz 
-~-  =  cosi/;co8^J„+sin^cos^ij„ — sin^^. 

r5  TJ 
Man  kann  damit ^^  zunächst  in  folgende  bequeme  Form  bringen: 

r5  TT 
^jr-  =  Jl?[co8i//(cos9)8in^Zi,+siny8in^y«-hco8^Z,)J„4- 

H-sin^(cos5psin*X«+sin5p8in^y»-|-cos^2,)ij, 

-h(cosyco8^X„+sin5pco8^yi, — sin^Z«)^],    d.  i. 


(5) 


du 

— -^y-  =  2[(coaip^n-h»it^y^rin)Zn 

-h5i,(co89C08^Xn+8inyco8^y» — sin^^Z,)], 

Ferner  ist  leicht  nachzuweisen,  dass 

fl;,8ini//-hJS;,C08i//  =  — cosycosd^X, — sin^pcosd-Fa-f-sin^Z,,. 

Man  braucht  zu  dem  Zwecke  nur  Ä  =  «,^«4-^,  Fi,-hCjZ„  u.  s.  w. 
zu  setzen  und  die  Euler'schen  Formeln  272  (6)  anzuwenden.    Es  folgt 
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-r|^  =  i[8inV(i^Ä— £.«.)— cosV'a.Ä— 5,2;)] 

wenn  A  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  in  292  (3). 

Ganz  ähnlich  lässt  sich  nachweisen,  dass  der  Ausdruck 

der  61.  (2)  identisch  ist  mit  dem  ResaFschen  M\  Es  gelten  also  die 
Resarschen  Gleichungen  der  Bewegung  für  die  Drehung  unseres  Kör- 
pers, was  selbstverständlich  ist,  weil  die  Momente  ^\  M\  N  in 
ihnen  auf  den  Schwerpunkt  von  G  bezogen  sind.  Meistens  werden 
aber  die  Formeln,  wie  sie  oben  in  (2),  (3),  (4),  (5)  gegeben  sind, 
für  die  Anwendung  am  bequemsten  sein.  Wir  schreiben  demnach 
die  vollständigen  Gleichungen  der  Bewegung  von  G  unter  der  Vor- 
aussetzung A^=  B: 


(6)*) 


d 


=  J[(x,-a)y,-(y.-6)Z,], 


=  2[(cos^?„+sin^ij,)^». 

J;„(cosycosv^X„-|-sin9)C08^yn — sin^Z,,)]. 


Es  sei  nun  zunächst  eine  Bedingung  der  Berührung  zwischen  zwei 
Flächen  U  und  P 

(7)        äC«,  6,  c,  y,  (/;,  ^)  =  0 

gegeben.  Die  expliciten  Antheile  der  Kräfte  bezeichnen  wir  dann 
durch  X,  y,  Z  schlechthin,  ihre  Angriffspunkte  durch  x^  y,  z  oder 
$,  1],  C;  die  Zwangskräfte  seien  3E,  ^,  3  und  ihr  einziger  Angriffs- 
punkt ^,,  ^1,  z^  oder  $,,  i],,  Ci-  Damit  formen  sich  die  Gleichungen 
(6)  um  in 

*)  In  Ol.  (5),  (6),  (7)  ist  das  griechische  Z  mit  dem  lateinischen  Zt  nicht  zu 
Terwechseln. 
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Der  siarre  Korper  unter  beliebigen  Redingung^en. 


(8) 


m 


d*a 
dt* 


=  X+i,    m 


d*b 
dt' 


Y-^^,    m-^^Z-hS, 


dt 


Ciri««.»^ 


dt  \  dt 

=  ^[(cosi/^f— 8ini//ij)Z-f-?(cosyco8^X-H8inycos^y^— sin^iQ] 

-H(cosi/;|,—8iin//ij,X«a3e  4-6,3+^,3) 

-|-C,(cos9)C08^3£-hsin<jpcos^U  —  sin^3)- 

Differentiirt  man  (7)  zweimal  nach  t^  so  erhält  man  zwei  Gleichungen 


(9) 


dt 


=  0, 


(10) 


von  denen  die  zweite  eine  Beziehung  zwischen 


d^Ü 

=  0 

dt^         ^' 
d^a 


dV 


et€.  her- 


ein'   '    dt^ 

stellt.  Ausserdem  mus8  die  Zwangskraft  in  die  Contactnormale  fallen, 
woraus,  wenn  P  :=  0  die  Gleichung  der  festen  Fläche  ist,  welche  von 
n  berührt  wird,  die  Doppelbedingung  folgt 

^    cn     o  ÖP       dP       dP 

(11)        3e:2):3  =  -5-:^:^. 

Da  die  Zwangskraft  gleichzeitig  in  die  Nonnale  von  U  fallt,  lässt  sieb 
diese  Doppelgleichung  auch  ersetzen  durch 

(IIa)  ^  dn     dn     dn 

■^p  Vi  9  ^1  ^^^  $19  Vi  9  ^1  ^^^^  °^^^  ^U  als  Functionen  von  a,  6,  r. 
a,,  Jj...{?,  darstellbar;  ersetzt  man  überall  a,  ...c,  durch  ihre  Werthe 
in  y,  V',  ^,  so  hat  man,  die  Gleichungen  für  ^,,y,,  ^,  und  ?,,  ijj,  C, 
mitgerechnet,  in  (8),  (10),  (11)  oder  (8),  (10),  (IIa)  fünfzehn  Glei- 

chungen  für  die  15  Unbekannten  —z-^  y  y 

d^9' 

jut    j  *j  Sj  iJj  ^n  yp  ^p  5iJ  7n  bi« 


i>    ? 


(f^ 


S      9 


(f^ 


S      > 


dt 


s     ) 


A' 


Bewegungsgleichungen  im  allgemeinen  Fall.  923 

Sind  mehrere  BediDgungen  fi«  =  0  gegeben,  so  liefert  jede  Be- 
dingnng  eine  Gleichung      -  ,**  =  0,  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

(11)  oder  (IIa),  nebst  den  erforderlichen  Gleichungen,  um  die  Coor-  • 
dinaten  ^h,  y»,  ^  oder  $»,  i}«,  ^n  des  Berührungspunkts  zu  bestimmen. 
Sie  fahrt  gleichzeitig  drei  Zwangskräfte  3E»,  D»,  3«  ^^9  ^^^  ^®  ^^^^ 
Gleichungen  der  Form  (10),  (11)  oder  (10),  (IIa)  reichen  hin,  um 
diese  zu  ermitteln.  Die  Aufgabe,  die  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung eines  Körpers  herzustellen,  der  an  eine  bis  fünf  Contactbe- 
dingungen  gebunden  ist,  ist  somit  allgemein  gelöst  für  A  =  B. 

Reducirt  sich  eine  Fläche  11%  auf  einen  Punkt,  so  sind  die  Coor- 
dinaten  $»,  1;,,  ^  desselben  von  vorn  herein  gegeben;  die  Gleichung 
der  Form  (IIa)  fällt  fort,  aber  in  (11)  kann  man  Xn,  y»,  Zn  durch 
$1*9  ^N,  Cn  und  a,  ...c,  ausdrücken,  worauf  a^.,.c^  in  g),  1//,  ^  auszu- 
drucken sind.  Reducirt  sich  eine  Fläche  P»  auf  einen  Punkt,  so  fallt 
(11)  weg,  aber  ««,  y«,  ;Zn  ist  von  vom  herein  gegeben,  und  in  (Ha) 
sind  $19^,,^  durch  a!^^y^,^^  und  a^  ...c,  auszudrücken. 

Bei  ganz  gleichartigem  Vorgehen  kann  man  natürlich  auch  die 
Gleichungen  der  Bewegung  für  den  Fall  A^B  aufstellen.  Die 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  (8)  bleiben  erhalten,  die  linken  sind 
leicht  auszurechnen,  werden  aber  so  verwickelt,  dass  sie  nur  aus- 
nahmsweise integrabel  sein  werden. 

Häufig  kann  man  die  Bedingungsgleichung  Ü  =  0  ohne  weiteres 
durch  geometrische  Betrachtung  der  gegebenen  Verhältnisse  eruiren, 
womit  eine  Abkürzung  des  Verfahrens  gegeben  sein  wird. 

Kommt  nach  Herstellung  der  Gleichungen  und  Elimination  von 
3^9  D9  3  A^f  ^^^  rechten  Seiten  der  Bewegungsgleichungen  xp  ent- 
weder gar  nicht  oder  nur  in  der  Verbindung  cos^-^ ^-  vor, 

80  wird  man  selbstverständlich  die  Rechnung  durch  Einführung  von 

p  =  cos  #  -~ ^  vereinfachen. 

dt  dt 

Beispiel.  Der  Kreisel.  Ein  schwerer  Körper  O,  dessen  Gentralellipsoid 
ein  Rotationsellipsoid  ist,  berührt  mit  einer  Spitze,  die  auf  der  ungleichen  Haupt- 
centralaze  liegt,  eine  horizontale  Ebene.    Wie  bewegt  er  sich? 

Die  horizontale  Ebene  sei  Ebene  der  x,  y,  die  z-Aie  aufwärts  gerichtet;  der 
Abstand  der  Spitze  yom  Schwerpunkt  des  Kreisels  sei  h.  Die  Schwere  greift 
mit  der  Kraft  JT  =  0,  Y  =  0,  Z  =  — w^  in  a,  6,  c  (6  =  0,  ij  =  0,  C  =  0)  an; 
der  Angriffspunkt  der  Zwangskraft  liegt  in  der  xy-Ebene  beliebig,  hat  also  die 
Coordinaten  *i,yi,  0  oder  f,  =s  0,  ij,  =  0,  Ci  =  —  ä.    Für  die  Bedingung  findet 
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Der  starre  Körper  unter  beliebigen  Bedingungen. 


man  sehr  leicht 

(7b)        c  =  Äco8*. 

Die  Gleichungen  (8),  (10),  (11)  werden  damit 

cPb 


(8  b) 


tPa        ^ 


m 


dt^ 


=  », 


d^c 


m 


<ft' 


=  — *v-f-3. 


^[^sin»»-J-H-Cco8»(cos»^--^)]  =  (x,-a)»-(if,-*)I, 

dt  ^  dt  dt  ' 

4^  _^rin»co8»(^)Vc8m»4?- (cog»^  -  J^) 
dt^  ^dt  I  dt    ^  dt  dt  * 


(10b) 


^2  ^2 

(IIb)        3E  =  8  =  0. 
Hit  Einfährung  yon  (Hb)  hat^man  sofort 


=  — Ä(co8(pco8^JE-4-sin^cosl>jJ  —  8iii#3)> 
rs-  =  Äsinv  — r=-  -4-AC08V  \--r-)  • 


cPa 


=  «'     5-  =  «'     1^  =  «'     4[^sin'»^  +  Cpcos»]  =  0. 


dt^  '         <Ä» 

Die  Projection  des  Schwerpunkts  auf  die  xy- Ebene  beschreibt  sonach  glei^förmig 

doQ  dbQ 


eine  gerade  Linie;  ist 


=  0,  80  bleibt  die  Projection  in  Ruhe,  der 


dt  dt 

Kreisel  bewegt  sich  „auf  dem  Fleck":  diesen  Fall  fassen  wir  besonders  in's  Auge, 
da  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  im  horizontalen  Sinn  leicht  nachträglich  zu- 
zufügen ist;  wir  nehmen  also  an,  der  Schwerpunkt  bewege  sich  auf  der  Axe  der 
z.  Die  dritte  der  vorstehenden  Gleichungen  zeigt,  dass  p  eine  Gonstante  ist;  wir 
bezeichnen  dieselbe  einfach  mit  p.    Die  vierte  Gleichling  giebt 

(12)        ^8in3»-^4-Cpcos»  =  ^sin3»o-^H-Cpcos»o 

dt  dt 

und  enthält  das  Princip  der  Flächen  für  die  Horizontalebene.  Es  bleiben  zu  be- 
handeln 

'  dh 


(13) 


m 


A» 


=  --m^-4-3, 


-4 -^  —  iisin^cosa  (^)Vcp8in«-^  =  Asin<>3 


Tö-  =  Ä  Sind  --=- 

dt^  dt^ 


-4-Ä  cos  9  \-r-J  • 


Um  B  zu  bestimmen,  setze  man  —r^  und  —7-5-  aus  den  beiden  ersten  Glci- 
^  dt^  CK' 

chungen  in  die  dritte.    Für  die  Integration  kann  man  einfach  das  Princip  der 

lebendigen  Kräfte  anwenden;  dies  giebt  für  Drehung  auf  dem  Fleck 

wo  H  eine  Gonstante. 
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Wir  wollen  nun  annehmen,   die  Anfangsbewegung  sei  eine  reine  Drehung 
um  die  Axe  der  C.    Dann  ist  in  Gl.  (12)  — J^  =  0,  also 

sind  -j-  =  Cp 


dt  ^        ilsind 

und  (14)  wird  für  den  Anfangszustand 

Cp*H-2w^co  =  2if. 

Endlich  ist,  der  Bedingung  gemäss 

rf» 1        (fe 

dt    ^        Asin*    dt 

Druckt  man  mittels  der  drei  letzten  Gleichungen  und  der  Gleichung 

Ä^sin»»  =  A«— c» 

die  Variablen  in  (14)  s&mmtlich  durch  c  aus,  so  erhält  man 

[^^-m(Ä«-c>)]  (^)V  -^  (cb-c)»^-2»i^(c-C6)(A»-c«)  =  0. 

Setzt  man  A  =  fHx\  Cp  =  mx)^2yX,  so  kommt 

/1^^^         r^V-.9.    (c-Co)[c»-~A»-4-X(co^c)] 

Der  Diyisor  ist  wegen  c  =  Acosd  immer  positiv.    Der  Zähler  wird  Null  für  e=^ci. 

Die  Gleichung 

c«— A»-f-X(co  — c)  =  0 

hat  zwei  Wurzeln,  die  immer  reell  sind, 

c'=  J(X-4-KX«— 4X(?o-f-4Ä»)    und    c"  =  ^(X— KX«— 4Xco-+-4Ä»). 
Von  diesen  ist  eine  immer  positiv  und  >ä.    Denn  wegen  co<ä  ist  X*  —  4X0^ 
-4-4Ä»>X'— 4XA-h4Ä',  also,  wenn2A>X,  ist  -4-KX'— 4Xco-f-4Ä»>  2ä  — X,  und 

c'>Ä;  ist  aber  2Ä<X,  so  ist  -|-J^X>— 4XcoH-4A»>  X— 2ä,  also  c'>i(2X— 2A), 
also  >X — A,  und  X--ä>ä.  Die  Wurzel  c'  kann  also  unter  den  Werthen,  die 
c  im  Problem  wirklich  annimmt,  nicht  vorkommen;  wir  bezeichnen  sie  mit  /.  Die 
andere  Wurzel  </'  dagegen  ist,  wie  sich  auf  dieselbe  Weise  zeigen  lässt,  stets 
kleiner  als  A,  und  zwar  ist  sie  negativ,  wenn  A'>4Xco,  positiv,  wenn  A^<4Xco. 
Wir  wollen  schnelle  Anfangsrotation,  also  grosses  X,  d.  i.  positives  c"  voraus- 
setzen, und  ci  statt  c"  schreiben.    Dann  lautet  Gl.  (15) 


<■«■  ($)•-»»  "-gr-ü^r^' 


-r-  wird  also  Null  für  c  =  cq  und  c  =  c,,  und  da  c — /-'O,  wird  -j-  reell  nur 
dt  dt 

für  Werthe  von  e,  die  zwischen  Cq  und  cj  liegen.    Der  Schwerpunkt  des  Kreisels 

schwankt   also  auf  der  Axe  der  z  zwisclren  den  Grenzlagen  cq  und  cj  auf  und 

nieder.    (Ist  A'>4Xco,  so  wird  für  den  Anfang  nichts  hieran  geändert,  aber  der 

Punkt  ci  liegt  unterhalb  der  xy-Ebene;   der  Kreisel  schlägt  also  bei  der  ersten 

Abwärtsbewegung  auf  die  Ebene  auf,  und  die  Bedingungen  des  Problems  gelten 

von  da  ab  nicht  mehr.)    Für  die  Dauer  einer  Nutation  abwärts  liefert  Gl.  (16) 

den  Ausdruck 
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Der  starre  Körper  unter  beliebigen  Bediagaug^D. 


(17) 


'""    »^J      K(c-q,)(c~c,)(c-/) 


der  sich  auf  elliptische  Integrale  reduciren  lässt  Die  Nutation  aufwärts  hat  die 
gleiche  Dauer. 

Für  den  Punkt,  in  welchem  der  Kreisel  die  xy-£bene  berührt,  besteht  offeiH 
bar  die  Gleichung 

Derselbe  bewegt  sich  also  hin  und  her  zwischen  den  beiden  Kreisen  x'-Hj'  = 
A' — cj  und  x'H-y' ==  Ä* — cj.  Femer  ist  r  =  a, £,-Hajij|-ha,Ci  =  — a^k  = 
—  Acos^sin#,  jf  =  — Asin^sinl^,  woraus 

.-Q.         dy  — cos^sinl^^ — sin^cos^cfl^ 

dx  sinfsin^d«^ — cos^cos^c^ 

Nun  ist  aber 


dt  Asin»   dt  Asin»  '^       ^  r     a»4-x*  — c>     ' 

oder  abgekürzt 


de 


=  F^coi:, 


wo  J?  eine  Grosse  ist,  die  für  c  =  ci,  aber  nicht  für  c  =  c^  zu  Null  wird.    Ferner 

ist 

dff  Cp    cosl^o  —  C08^  ^p     «b — c 

li  ~  ~Ä  3in«5  ~Ar  sin'» 

wo  F  für  c  ==  Co  nicht  Null  wird.    Damit  wird  Gl.  (18) 

dy   cos  y sin» (c  —  c^F — sinycos^l^c — cqE 

—  sin  9  sin»  (c — cö) -P— cos  9  cos  »  K«--cö  ^ 


dx 


__     cosysin»^^c — cpF— sinycosdJF 
—  sin  cp  sin  »  J^c — <V)  ^—  cos  y  cos  »£ 


Fig.  146. 


dy 

Für  c^=  cq  wird  also  -^  =  ^i^i^?t   fSr 


c  =B  ci  aber  (wegen  E=sO)  wird 


:^  =  - 


d[r 


coty. 


An  den  Stellen  p,  welche  der  Hazimalhöhe 
des  Schwerpunkts  entsprechen»  Hegt  also  die 
Tangente  der  Tom  Berührungspunkt  beschije- 
benenCurve  in  dem  Radius  op;  an  den  Stellen 
q,  welche  der  Minimalhohe  entsprechen,  liegt 
sie  senkrecht  zu  oq ;  d.  h.  die  vom  Berührangs- 
punkt  beschriebene  Cunre  berührt  den  äusse- 
ren Grenzkreis  und  steht  auf  dem  inneren  mit 
Spitzen  auf.  Ist  der  Abstand  zwischen  zwei  Spitzen  commensurabel  mit  dem 
Umfang  des  inneren  Grenzkreises,  so  läuft  die  Curye  in  sich  zurück,  sonst  nicht 

^-  bat  nach  Gl.  (12)  dasselbe  Vorzeichen  wie  Cp(cos»o — cos»),  also  wie  p. 
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314.  Lagnniiige'sclie  Coordlnaten  bei  selu*  beschränkter 
Freiheit.  Besitzt  der  Körper  G  nur  ,eiiien  Grad  der  Freiheit,  so 
gelingt  es  meist  ohne  Schwierigkeit,  eine  Coordinate  desselben  anzu- 
geben, welche  dem  Lagrange'schen  Postulat  genügt,  dass  sie  die  vor- 
geschriebenen Bedingungen  von  selbst  erfüllt,  und  mit  Hülfe  dieser 
Coordinate  den  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  von  G  herzustellen. 
Dann  kann  man  einfach  auf  diese  Coordinate  die  zweite  Lagrange'- 
sche  Form  anwenden  und  erhält  damit  die  einzige  Gleichung  der  Be- 
wegung. Unter  günstigen  Umständen  mag  sich  das  Verfahren  auch 
für  zwei  oder  drei  Gerade  der  Freiheit  eignen. 

Beispiel.  Auf  einem  horizontalen  Oylinder  ist  eine  männliche  Schraube 
Yon  der  Ganghöhe  h  eingeschnitten;  auf  demselben  läuft  eine  Schraubenmutter, 
an  der  eine  schwere  Masse  befestigt  ist.  Der  Schwerpunkt  des  Systems  „Schrau- 
benmutter plus  schwere  Masse^  liege  im  Abstand  r  yon  der  Axe  des  Gyllnders; 
wie  bewegt  sich  das  System? 

Eine  Ebene  sei  vertical  durch  die  Axe  des  Cylinders  nach  unten  gelegt, 
eine  zweite  durch  die  Axe  und  den  Schwerpunkt;  der  Winkel  f,  den  beide  mit- 
einander machen,  ist  offenbar  eine  Coordinate,  welche  dem  Lagrange^schen  Postulat 
genügt,    m  sei  die  Masse   des  Systems,   K  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 

die  Axe  des  Cylinders.    Besitzt  Q  die  Winkelgeschwindigkeit  —j-,  so  hat  sein 

h       dm 

Schwerpunkt   offenbar   die  Transhitiousgeschwindigkeit  -^ ~-,   also   ist  seine 

lebendige  Kraft  iv^"!"-^"!"/ V'^)  »  ^'^^  sonach  die  Lagrange'sche  Gleichung 

V    "*"  47C»  /   A'    "~        df^  ' 

CkTJ 

Für ä —  ^^^®*   ^^^   leicht,  da  U  die  Kräftefunction    der  Schwere  ist,    den 

Werth  — m^sin^;  die  Bewegung  ist  also  die  eines  physischen  Pendels,  dessen 

Trägheitsmoment  um   -r-^  erhöht  ist 

Der  Leser  behandle  dasselbe  , Schraubenpendel"  für  den  Fall,  dass  die  Axe 
nicht  horizontal  steht. 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts. 

315.  Oleichgrewlclitsbediiigiiiigeii  bei  nnabhftiigigen  Con- 
taeten.  Es  seien  n  Bedingungen  an  G  gegeben  (n  <C  6),  d.  h.  in  G 
feste  Flächen  17  gehen  n  Berührungen  mit  Flächen  P  ein,  die  im 
Coordinatensystem  der  x^  y^  z  festliegen.  Als  Grund  variable,  von 
denen  die  Lage  des  Körpers  G  abhängt,  betrachten  wir  a,  6,  c,  9),  t^, 
^.  Es  sei  voransgesetzt,  dass  jede  der  vorkommenden  Be- 
rührungen   eine    selbständige   Bedingung   darstellt,     (lieber 
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Abweichungen  von  dieser  Voraussetzung  siehe  den  nächsten  Para- 
graphen.) Die  n  Bedingungen  gestatten  dann,  die  n  Berührungspiinkte 
der  77  mit  den  P  zu  finden,  deren  Coordinaten  a^^  y^,  ^,  ...  .r.,  y.,  z^ 
seien;  sie  gestatten  ferner,  n  Gleichungen  zwischen  a,  b,  r,  ^,  tp^  it 
aufzustellen  (12  =  0  vergl.  311)  und  n  von  diesen  Grössen  durch  die 
anderen  auszudrücken.  Es  sind  also  6 — n  von  den  CoordiDaten  des 
Körpers  G  frei  und  zu  bestimmen.  Jeder  Contact  liefert  eine  Zwangi»- 
kraft,  deren  Componenten  sind  der  Reihe  nach  3E,,  D,,  ßi  ••-  3»-  ^^^ 
Bedingungen  des  Gleichgewichts,  zunächst  ohne  Berücksichtigung  der 
Reibung,  erhalten  wir  nun  offenbar,  wenn  wir  diese  Zwangskraile  zur 
explicite  gegebenen  Dyname  hinzufügen  und  dann  G  als  frei  behan- 
deln. Sind  also  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  die  Coordinaten  der  explidten 
Dyname,  so  lauten  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  ohne  Reibung 

'^+3i+ +a.=o. 

(2)        \M+z,i—x,S,-h -h^-3E.— ar,3«=0, 

iV-h^,2)  — y,I,-h 4-«,2)«-ym3E,  =  0. 

X     91     o    _i^    ^i_    i^ 

(3)  :t,.^,.ö,  —   g^-.  Q^^   .  Q^^   , 

.  .  •  . 

•  ■  .  • 

Die  2n  Gleichungen  (3)  sagen  aus,  dass  die  Zwangskraft,  welche  ir- 
gend ein  Berührungspunkt  liefert,  senkrecht  zu  seiner  Fläche  steht. 
Der  Gleichungen  sind  2n-^&\  unbekannt  sind  6  —  n  freie  Coordinaten 
und  3n  Zwangscomponenten,  zusammen  2n-f'6  Grössen;  die  Glei- 
chungen reichen  also  zur  Bestimmung  aller  Unbekannten  aus.  Im 
Allgemeinen  hat  man  sich  X,  F,  . . .  iV  als  Functionen  von  a,  6,  r,  9, 
^,  ^  zu  denken,  bezw.  als  Functionen  der  freien  Coordinaten;  doch 
braucht  man  die  Functionsbeziehung  nicht  immer  ausdrücklich  her- 
zustellen, kann  vielmehr  in  einfacheren  Fallen  mit  den  Berührungs- 
punkten ^,,^1,  ^,  u.  s.  w.  rechnen,  selbst  ohne  dass  man  die  Bedin- 
gungsgleichungen hergestellt  hat,  und  erhält  dann  als  Ergebniss  6 — n 
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Gleichungen    zwischen   den   Berührungspunkten    und   den    expliciten 
Kräften,  die  man  geometrisch  zu  interpretiren  hat. 

Beruhren  sich  zwei  Flächen  U  und  P  in  mehr  als  einem  Punkt,  so  zählt 
jeder  Gontact  als  besondere  Bedingung.  Degenerirt  ein  Uy  zu  einem  Punkt,  so 
bleiben  die  Gleichungen  (3)  bestehen,  es  ändert  sich  nur  die  Herstellung  der 
Bedingungsgleicbung  Q^  =  0  in  leicht  ersichtlicher  Weise  (vergl.  811).  Dege- 
nerirt ein  Py  zu  einem  Punkt,  so  tritt  an  die  Stelle  der  betreffenden  Doppel- 
gleichung (3)  die  Gleichung,  welche  aussagt,  dass  die  Zwangskraft  senkrecht  auf 
der  entsprechenden  Fläche  Üy  steht:  denkt  man  sich  die  Zwangskräfte  3i.r,^yyQy 
im  System  der  £,  t],  C  ausgedruckt,  so  lautet  sie 

dUy     erir     an^      ^    cn    -^ 

O^y  üljr  ÖQy 

Soll  die  Reibung  berücksichtigt  werden,  so  liefert  irgend  ein  Be- 
rührungspunkt eine  Normalkraft  Ny  =  y3EJ-l-2)J-l-3J»  und  demge- 
mäss,  wenn  €y  der  Reibungscoefficient  ist,  die  Reibungskraft  eNy. 
Dieselbe  ist  tangential,  innerhalb  der  Berührungsebene  von  Py  übri- 
gens von  unbestimmter  Richtung;  sie  zerfallt  demnach  in  drei  Com- 
ponenten  fy,  tfyj  j^,  für  welche  die  Gleichungen  gelten 

lfy  +  r)l-hil  =  e\il^m-h8l), 


(4) 


dPy     .  ^        dPy     _^^         dPy  ^ 

+9^  -^:r-  -+-«"  -^7-  =  0. 


^'     dXy         ■      ^•^     dyy         '     ^'^      dz. 

Diese  Reibungskräfte  und  ihre  Momente  hat  man  in  den  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  zuzufügen.  Da  der  Gleichungen  (4)  nur  zwei 
sind,  genügen  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  dann  nicht  zur  vollstän- 
digen Bestimmung  der  sämmtlichen  Unbekannten;  man  erhält  also 
im  Allgemeinen  nicht  mehr  bestimmte  Werthe  für  die  freien  Coordi- 
naten  von  G  bezw.  für  die  expliciten  Kräfte,  sondern  Gleichungen 
zwischen  denselben;  diese  Gleichungen  geben  die  Grenzen  der  Gleich- 
gewichtsbezirke an.  In  speciellen  Fällen  erhält  man  Lösungen  von 
der  Form  ^,  =zhi,  welche  die  Grenzen  angeben,  zwischen  denen 
eine  bestimmte  Coordinate  schwanken  darf.,  Ist  Reibung  vorhanden, 
so  ist  das  Gleichgewicht  innerhalb  eines  solchen  Grenzbezirks  indiffe- 
rent. Abstrahirt  man  von  der  Reibung,  so  kann  das  Gleichgewicht 
in  irgend  einer  der  untersuchten  Lagen  stabil  oder  labil  sein.  Be- 
sitzen die  expliciten  Kräfte  eine  Kräftefunction,  so  ist  Stabilität  vor- 
handen, wenn  die  Kräftefunction  ein  Minimum  ist.  Dabei  kann  übri- 
gens gleichzeitig  Stabilität  für  die  Aenderung  einzelner  Coordinaten 
und  Labilität  für  die  Aenderung  anderer  eintreten;  absolute  Stabilität 
erfordert,  dass  die  Kräftefunction  ein  Minimum  für  jede  Coordinate  sei. 

Budde,  Mechanik.    II.  59 


930  ^^r  starre  Korper  unter  beliebigen  Bedingungen. 

Die  Gleichgewichtsbedingungen ,  welche  man  nach  dem  obigen 
erhält,  gelten  ohne  weiteren  Zusatz,  wenn  die  Flächen  U  allseitig 
an  ihre  Contacte  mit  P  gefesselt  sind,  so  dass  jene  sich  weder  nach 
der  einen  noch  nach  der  anderen  Richtung  von  diesen  eotfernen 
können.  Sehr  häufig  aber  hat  man  mit  einseitiger  Fesselung  zu  thun; 
eine  Fläche  77  befindet  sich  auf  einer  Seite  der  Fläche  P,  die  wir 
willkürlich  die  „rechte^  nennen  wollen;  II  kann  dann  nicht  nach 
links  durch  die  Fläche  P  hindurchgehen,  wohl  aber  sich  nach  rechte 
von  P  entfernen.  Dann  wirkt  die  Fessel  nur,  so  lange  die  expliciten 
Kräfte  den  Körper  G  in  Bezug  auf  P  nach  links  zu  bewegen  streben, 
oder,  was  dasselbe  sagt,  so  lange  die  von  P  geleistete  Zwangskrafi 
nach  rechts  gerichtet  ist.  Es  muss  also  besonders  untersucht  werden, 
ob  das  der  Fall  ist;  das  kann  entweder  direct  geometrisch  oder  da- 
durch geschehen,  dass  man  das  Vorzeichen  der  von  P  ausgehenden 
Zwangskraft  beachtet. 

Wenn  man  von  der  Reibung  abstrahirt  und  die  Zwangskrafte 
nicht  untersuchen  will,  kommt  man  meist  rascher  zum  Ziel,  indem 
man  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  oder  auch  die  Bali'- 
sehe  Reciprocalitätsbeziehung  direct  auf  den  einzelnen  Fall  anwendet. 
Auch  kann  die  rein  geometrische  Behandlung  angemessen  sein;  für 
diese  lässt  sich  aber  kein  allgemeines  A^erfahren  angeben. 

316.  Abhängige  oder  tautologische  Contacte.  Der  Korpt^ 
G  sei  n  von  einander  unabhängigen  Bedingungen  ß,  =  0,  i2,  ==  0 ... 
...Ä„  =  0  unterworfen.     Man  kann  ihm  weiter   vorschreiben,    dajvs 

V  in  ihm  feste  Flächen  (oder  Punkte)  Fl  in  Berührung  mit  v  festen 
Flächen  P  sein  sollen.  Dann  ist  zweierlei  möglich:  1)  die  v  Contacte 
von  IZh+i  . . .  Tln+y  mit  P„+i . . .  Pn-^-y  liefern  Bedingungsgleichungeu 
12n+i  =  0  ...  12«4.r  =  0,  welche  von  den  obigen  n  Bedingungsglei- 
chungen unabhängig  sind.  Dann  hat  man  im  ganzen  w-f-v  vonein- 
ander unabhängige  Bedingungen,  die  nach  315  zu  behandeln  sind, 
und  es  kann  n-\'V  selbstverständlich  nicht  grösser  als  5  sein,  wenn 
G  beweglich  bleiben  soll.  Oder  2)  die  v  neuen  Contacte  liefern  Be- 
dingungsgleichungen, welche  aus  den  Gleichungen  Ä,  =0...i2«  =  0 
bereits  folgen.  Sie  stellen  also  dann  nicht  selbständige,  neue  Be<lin- 
gungen  dar,  sondern  die  durch  sie  gesetzten  Gleichungen  i2  =  0  sind 
abhängig  von  den  schon  vorhandenen,    oder  anders  ausgedruckt,    die 

V  neuen  Contactbedingungen  sagen  für  die  Beweglichkeit  von  G  nur 
dasselbe   aus,   was  schon  in  den  n  ersten  enthalten  ist     Derartige 
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Coütacte  wollen  wir  desshalb  abhängige  oder  tautologische  Con- 
tacte nennen. 

Ein  altbekanntes  Beispiel  dafür  ist  das  folgende:  Der  Korper  0  soll  mit 
drei  Punkten  a,  ß,  f  eine  feste  Ebene  P  berühren.  Sind  dann  5,  e,  C  u.  s.  w. 
irgend  welche  Punkte  von  O,  die  mit  a,  ß,  y  in  derselben  Ebene  liegen,  so  fallen 
$,  e,  C  u.  s.  w.  in  die  Ebene  P,  sobald  a,  ß,  y  hineinfallen.  Schreibt  man  also  vor, 
dass  die  Punkte  a,  ß,  y,  5,  e,  C  •  •  •  von  G  die  Ebene  P  berühren  sollen ,  so  ist 
damit  nicht  mehr  ausgesagt,  als  wenn  man  vorschreibt,  dass  a,  ß,  y  allein  die 
Ebene  P  berühren  sollen;  o,  c,  C  u.  s.  w.  liefern  tautologische  Contacte. 

Dieselben  haben  folgende  Eigenschaften: 

1)  Sie  können  in  unbegrenzter  Zahl  gegeben  sein ;  denn  der  Satz, 
dass  G  höchstens  5  unabhängige  Bedingungsgleichungen  erfüllen  kann, 
ohne  unbeweglich  zu  werden,  wird  offenbar  nicht  afficirt,  so  lange 
die  n-hv  Contacte  nur  n  Bedingungsgleichungen  ergeben  und  7t<:6 
ist,  r  mag  so  gross  sein,  wie  es  will. 

2)  Sind  unter  n-\-v  Contacten  v  tautologische,  so  kann  man 
diese  aus  der  Rechnung  einfach  fortlassen,  wenn  es  sich  nur  darum 
handelt,  die  Schlussgleichungen  ohne  Rücksicht  auf  die  Reibung  zu 
eruiren,  welche  zwischen  den  Coordinaten  von  G  und  den  expliciten 
Kräften  bestehen.  Denn  die  ?i  unabhängigen  Contacte  sind  ja  gleich- 
werthig  mit  den  w+v,  so  weit  es  sich  um  die  Bedingungsgleichungen 
handelt. 

3)  Es  liefert  nun  aber  jeder  Contact,  auch  jeder  tautologische, 
eine  Zwangskraft.  Sind  also  n-Hv  Contacte  gegeben,  unter  denen  v 
tautologische  sich  befinden,  so  hat  man  3(n+v)  Zwangskräfte  in  den 
Gleichungen.  Dabei  hat  man  6 — n  freie  Coordinaten  von  G,  3  Glei- 
chungen der  Form  (1)  des  vorigen  Paragraphen,  3  der  Form  (2),  und 
2(n-Hr)  der  Form  (3).  Rechnet  man  also  die  6 — n  Gleichungen 
ab,  welche  zur  Bestimmung  der  freien  Coordinaten  erforderlich  sind, 
so  bleiben  3n-f-2'v  Gleichungen  für  die  Zwangskräfte  übrig;  d.  h.  so- 
bald ein  tautologischer  Contact  gegeben  ist,  hat  man  nicht  mehr  die 
erforderliche  Anzahl  von  Gleichungen,  um  die  Zwangskräfte  zu  be- 
stimmen; alle  oder  einzelne  Zwangskräfte  werden  unbestimmt. 
Dadurch  werden  dann  auch  Aufgaben,  in  denen  die  Reibung  zu  be- 
rücksichtigen ist,  im  Allgemeinen  unlösbar,  wenn  tautologische  Con- 
tacte in  ihnen  vorkommen. 

Näheres  über  die  Frage,  welche  Zwangskräfte  unbestimmt  werden, 
lehrt  folgende  einfache  Ueberlegung:  Es  sei  w-f-jit  =  n,  w  die  Zahl 
der  vorhandenen  Contacte,   m  die  Zahl  derjenigen,   von  denen  jeder 
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eine  unabhängig  für  sich  da  stehende  Bedingung  liefert,  /i  die  Zahl 
derjenigen,  welche  Tautologien  enthalten,  und  zwar  sei  v  die  Zahl  der 
von  den  /u  gelieferten  unabhängigen  Bedingungen  (y  <z  /O-  Dann 
kann  man  die  /c  Contacte  der  tautologischen  Gruppen  durch  r  er- 
setzen, welche  ihnen  äquivalent  sind,  und  von  denen  jeder  eine  un- 
abhängige Bedingung  liefert.  Man  hat  dann  m-hv  Bedingungen  mit 
3(w+v)  Zwangskräften  und  hat  3(m+r)  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  Zwangskräfte.  Die  Zwangskräfte  der  m  unabhängigen  Contacte 
bleiben  also  bestimmbar:  Unabhängige  Contacte,  welche  ausser- 
halb aller  tautologischen  Gruppen  stehen,  liefern  immer 
bestimmbare  Zwangskräfte;  die  Unbestimmtheit  trifft  die  tauto- 
logischen Gruppen. 

Beispiel.  G  ruhe  mit  vier  Punkten  auf  einer  Ebene  und  sei  schwer.  Da> 
Perpendikel  der  Ebene  mache  mit  der  Richtung  der  Schwere  den  Winkel  X,  und 
die  Ebene  sei  Ebene  der  r,  y,  die  Axe  der  x  sei  in  eine  Linie  stärksten  Abfalls 
gelegt,  also  A'  =  mysinX,  F=0,  ^=w^cosX;  der  Angriffspunkt  der  Schwere 
ist  a,  6,  c;  die'  vier  Berührungspunkte  können  offenbar  in  der  xy- Ebene  ganz 
beliebig  liegen,  es  bedarf  also  keiner  Berechnung  ihres  Ortes.  Die  Gleichgewieht:»- 
gleichungen  werden  demnach,  da  2  =  0  an  die  Stelle  von  P  =  0  tritt 

wysinX-|-3Ei-l-Ä*2-l-Xs-l-3E4  =  0, 

?),+?)2+gj  +  ?)4  =  0, 

ot<7C0sXH-3iH- 33  H- 83-1-34  =  0, 

Äw^r  cos  x-i-.yi3i-+-y8  32  4-^3  33-1-^4  3*  =  0, 

///^(csinX  — acosX)  — J-iSi— Tx33  — j-sSj  — ^484  =  0, 

3i,  =  .¥.,   =  i-3  =  3^4  =  Sl   =  ?)3  =  ^3  =  8*  =  0. 

Daraus  folgt  zunächst  mit  der  ersten  Gleichung  sinX  =  0,  also  die  Ebene  mus< 
horizontal  sein.  Die  6^  Gleichung  ist  dann  identisch  erfüllt,  und  zur  Bestimmung 
der  4  Zwangskräfte  bleiben  nur  die  dritte,  vierte  und  fünfte  Gleichung  übrig, 
welche  nicht  ausreichen,  um  die  vier  3  voneinander  zu  trenneu. 

Ganz  ähnlich  steht  es,  wenn  mehr  als  zwei  Punkte  von  G  auf  einer  geraden 
Linie  bleiben  sollen.  Da  eine  gerade  Linie  durch  2  Punkte  bestimmt  ht,  sind 
offenbar  in  diesem  Falle  alle  Contacte  bis  auf  zwei  tautologiscb,  und  die  Zwangs- 
kräfte unbestimmbar. 

Stützt  man  dagegen  einen  starren  Körper  mit  4  Punkten  auf  eine  schiefe 
Ebene  und  mit  einem  fünften  auf  eine  Ebene,  welche  die  erstere  in  einer  hori- 
zontalen Geraden  schneidet,  so  steht  dieser  fünfte  Contact  ausserhalb  der  Tau- 
tologie und  seine  Zwangskraft  ist  bestimmbar,  was  der  Leser  verificiren  möge. 

Das  erste  der  hier  citirten  Beispiele  wurde  von  Abel  und  Crello 
in  Crelle's  Journal  Bd.  1,  S.  117  behandelt.  Man  ersieht  aus  dem 
obigen,   dass   sie  nur  ganz  specielle  Fälle  eines  Vorkommens  sind. 
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welches  viel  allgemeinere  Möglichkeiten  umfasst.  Sind  z.  B.  drei 
Punkte  a,  ß,  y  von  G  gezwungen,  auf  festen  Flächen  zu  bleiben,  und 
weist  man  ihnen  eine  bestimmte  Stellung  auf  diesen  an,  so  hat  ein 
vierter  Punkt  d  eine  bestimmte  Lage  im  Raum.  Variirt  man  die 
Lage  der  Punkte  ß,  y  auf  ihren  Flächen,  so  beschreibt  8  eine  Fläche 
Pfi  im  Raum,  und  jeder  Contact,  welcher  vorschreibt,  dass  irgend  ein 
d  auf  dieser  Fläche  P;i  bleiben  soll,  ist  durch  die  drei  ersten  Bedin- 
gungen von  selbst  erfüllt,  also  tautologisch.  Geometrisch  lässt  sich 
die  Bedingung  für  die  Existenz  tautologischer  Contacte  offenbar  in  den 
Satz  fassen:  „Wenn  k  Zwangskräfte  an  eben  so  vielen  Contactpunkten 
ein  Ball'sches  System  k — x  Stufe  bilden,  so  sind  x  von  den  Con- 
tacten  tautologisch.^    Die  Zwangskräfte  werden  unbestimmbar,  sobald 

JC>0. 

4)  Wenn  ein  realer  Körper  physisch  durch  Contacte  gestutzt 
wird,  80  folgt  im  Fall,  dass  einige  der  Contacte  abhängig  sind,  nicht, 
dass  die  Kräfte  in  den  Unterstätzungspunkten  thatsächlich  unbestimmt 
werden,  Vielmehr  folgt  nur,  dass  die  Abstraction,  vei~mittels  deren 
wir  die  in  Wirklichkeit  elastische  Unterstützung  durch  eine  absolut 
starre  für  die  Rechnung  ersetzen,  im  Fall  tautologischer  Contacte  un- 
zulänglich wird.  Steht  z.  B.  ein  realer  Körper  mit  4  Punkten  auf 
einer  Ebene  von  Messing,  so  sinkt  jeder  der  4  Punkte  bis  zu  einer 
gewissen  Tiefe  in  die  Ebene  ein;  berücksichtigt  man  dies  Einsinken, 
zieht  also  die  elastischen  Kräfte  des  Messings  in  Rechnung,  so  sind 
die  von  der  Ebene  ausgehenden  Kräfte  keineswegs  unbestimmt;  sie 
werden  es  aber,  wenn  man  das  elastische  Einsinken  vernachlässigt 
und  die  Ebene  in  abstracto  als  starr  behandelt. 

5)  Einen  besonderen,  nicht  seltenen  Fall  tautologischer  Berüh- 
rung hat  man  vor  sich,  wenn  eine  Fläche  12  die  entsprechende  Fläche 
P  nicht  in  einzelnen  Punkten  sondern  mit  einer  Area  von  endlicher 
Ausdehnung  berührt.  Da  die  Lage  von  77  festgestellt  ist,  sobald  drei 
Punkte  von  77  eine  feste  Lage  auf  der  Fläche  P  haben,  kann  man 
den  Fall  allgemein  nach  313  behandeln,  indem  man  irgend  drei 
Punkte  der  Fläche  77  innerhalb  des  Contactbezirks  willkürlich  aus- 
wählt und  die  Bedingung  dahin  formulirt,  dass  diese  drei  Punkte  auf 
der  Fläche  P  bleiben  sollen.  Die  übrigen  unendlich  vielen  Berührungs- 
punkte sind  dann  tautologisch  und  brauchen  nach  dem  Obigen  nicht 
berücksichtigt  zu  werden,  so  weit  es  sich  um  Feststellung  der  Gleich- 
gewichtsbeziehung zwischen  G  und  den  expliciten  Kräften  handelt. 
Meist  aber  kann  man  das  Verfahren  erheblich  abkürzen.    Das  Gleiten 
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eines  Flächenstücks  77  auf  einer  Fläche  P  ist  nämlich  nur  dann  mög- 
lich, wenn  TI  und  P  innerhalb  des  betrachteten  Bezirks  constante  und 
gleiche  Krümmungen  haben.  Es  kommen  also  folgende  Fälle  in  Be- 
tracht: 1)  Eine  Ebene  /7  gleitet  auf  einer  Ebene  P.  Man  kann  alle 
von  P  ausgehenden  Zwangskräfte  ohne  Weiteres  zu  einer  einzigen 
£)  S))  3  Summiren  und  mit  dieser  rechnen.  2)  Eine  Kugel  gleitet  mit 
Fläche  auf  einer  Kugel;  dann  fallen  die  Mittelpunkte  beider  Kugeln 
zusammen,  und  die  Bedingung  reducirt  sich  darauf,  dass  der  Mittel- 
punkt von  n  mit  dem  von  P  coincidiren  muss.  3)  Ein  Cylinder  dreht 
sich  in  einem  andern;  beide  müssen  conaxial  sein,  die  Axen  sind 
durch  je  zwei  Punkte  bestimmt,  die  Bedingung  reducirt  sich  also 
darauf,  dass  zwei  Punkte  der  Axe  von  J]  auf  der  Axe  von  /^  liegen 
müssen.  4)  Eine  Schraubenmutter  gleitet  längs  einer  männlichen 
Schraube  oder  umgekehrt.  Hier  muss  man,  wenn  man  nach  313  ver- 
fahren will,  und  wenn  das  Profil  der  Schraube  ganz  beliebig  sein  soll, 
thatsächlich  3  Punkte  auswählen,  kommt  aber  rascher  zum  Ziel  durch 
directe  Anwendung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  oder 
mittels  der  Reciprocalität. 

Zwei  Rotationsflächen  können  dauernd  längs  eines  Stückes  von 
einem  Meridian  der  einen  aufeinander  gleiten  (ein  Cylinder  vom 
Radius  a  berührt  einen  festen  Cylinder  vom  Radius  b  längs  einer 
Erzeugungslinie;  er  kann  sich  um  seine  Axe  drehen  und  längs  der 
Contactlinie  gleiten,  ohne  dass  die  Berührung  aufhört,  längs  der 
Linie  statt  zu  finden;  ähnlich  zwei  Kegel).  In  diesem  Fall  schneiden 
sich  die  von  der  Contactlinie  ausgehenden  Zwangskräfte  oder  sind  pa- 
rallel, es  kann  also  ihre  Resultante  in  Rechnung  gebracht  werden. 

6)  Die  Einführung  der  Reibung  bei  tautologischen  Contacten  hat 
keine  Schwierigkeit,  wenn  es  sich  um  einen  Körper  G  handelt,  der 
bloss  Verschiebungsbewegungen  machen  kann.  Denn  dann  sind  alle 
Reibungskräfte  parallel  und  können  durch  ihre  Resultante  ersetzt  wer- 
den; zugleich  kommt  es  nicht  auf  das  Moment,  sondern  nur  auf  die 
Grösse  der  Resultante  an.  Sobald  aber  Drehungen  von  ff  möglich 
sind,  müssen  die  Momente  der  Reibungskräfte  berücksichtigt  werden, 
und  der  einzelne  Fall  bedarf  einer  besonderen  Betrachtung.  In  den 
meisten  praktischen  Fällen  kann  man  sich  dadurch  helfen,  dass  man 
den  reibenden  Flächen,  Linien  etc.  einen  mittleren  Reibungscoefti- 
cienten  und  der  Reibung  einen  mittleren  Angriffspunkt  zuschreibt. 
Die  theoretische  Bestimmung  dieser  Mittelgrössen  auf  Grund  der  geo- 
metrisch gegebenen  Verhältnisse  ist  aber  nicht  immer  möglich;    die 
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Theorie  muss  sich  dann  damit  begnügen,  die  Untersuchung  so  weit 
zu  führen,  dass  das  Experiment  die  fehlenden  Angaben  ermitteln  kann. 

317«  Heispiele.  1.  Der  schwere  Körper  (?  liegt  mit  seiner  ebenen 
Unter  fläche  auf  einer  Kugel;  der  Keibungscoefücient  ist  e.  Wann  ist  G 
im  Gleichgewicht? 

Ursprung  der  x,  y^  z  sei  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  die  Axe  der  z  durch 
den  Berührungspunkt  der  Kugel  mit  Cr  gelegt;  die  Axe  der  z  mache  mit  der 
Verticalen  aufwärts  den  Winkel  X,  und  die  Ebene  der  xz  sei  vertical,  so  dass  die 
Componenten  der  an  Q  thätigen  Schwere  sind 

JV  =  —  mg  sinX,     K  =  0,    Z^=  —  mg  cos  X. 

Das  System  der  £,  t),  C  sei  so  durch  den  Schwerpunkt  von  G  gelegt,  dass  die 
Unterfläche  von  G  parallel  der  ^Q-Ebene  ist.  Die  letztere  hat  dann  die  Gleichung 
C  =  — Ä,  wo  A  eine  Constaute;  die  Coordinaten  des  Berührungspunkts  sind,  wenn 
r  der  Kugelradius,  einerseits  x^  =  0,  yi  =  0,  2,  =  r,  andererseits  61,  tjj,  — A,  wo 
$0,  T^i  beliebig  sind.  Für  die  Bedingung  findet  man  leicht  c  =  r-l-A.  Die 
Zwangskraft,  welche  vom  Berührungspunkt  ausgeht,  hat  die  Componenten  0,0,3' 
Die  Reibungskraft  ist  parallel  der  :ry-Ebene,  hat  also  die  Componenten /x,/y,0. 
Die  Bedingungen  für  die  Gleichgewichtsgrenze  sind  sonach 

—  iny  sin  X -!-/«  =  0, 

h  =  0, 

—  mg  cos  X  -H  3  =  0, 
hmg  cos  X  —  r/y  =  0, 

m^(acosX— csinX)-|-r/r  =0, 

hmg%mk  =  0, 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht:  3  =  »'^cosX  und  /»  =  ±6»»ycosX,  also  tangX  =  ±6. 
Die  äussersten  möglichen  Berührungspunkte  bilden  also  auf  der  Kugel  einen 
Kreis,  und  der  halbe  Oe£fnungswinkeI  des  Kegels,  der  vom  Mittelpunkt  der  Kugel 
aus  diesen  Kreis  aus  der  Kugel  herausschneidet,  ist  der  Reibungswinkel.  Femer 
6  =  0,  also  der  Schwerpunkt  von  G  muss  in  der  Ebene  liegen,  welche  durch  den 
Berührungspunkt  und  den  höchsten  Punkt  der  Kugel  geht    Endlich 

acosX  —  csinX±rcm^cosX  =  0, 

oder,  wenn  man  c  =  r-hA  setzt  und  den  Werth  von  tangX  einführt,  a  =  ±Ä£. 
Die  äussersten  Berührungspunkte  bilden  also  auch  auf  der  Unterfläche  von  G 
einen  Kreis,  dessen  Radius  gleich  Ae  ist:  legt  man  durch  den  Schwerpunkt  von 
G  und  diesen  Kreis  einen  Kegel,  so  ist  sein  halber  Oeffnuugswinkel  wieder  der 
Reibungswinkel.  Wegen  der  zusammengehörigen  Bedingungen  tangX  =  -|-e  und 
a  =  Ae  oder  tangX  =  — e  und  a  =  — Ae  liegt  dabei  der  Schwerpunkt  von  G 
senkrecht  über  oder  unter  dem  Berührungspunkt 

Da  die  Gestaltung  der  beiden  sich  berührenden  Flächen  ausserhalb  des  Be- 
rührungspunktes für  die  Kräfte  im  Contact  ganz  gleichgültig  ist,  und  da  nur  von 
diesen  das  Gleichgewicht  abhängt,  kann  man  das  Krgebniss  ohne  Weiteres  auf 
Flächen  von  beliebiger  Gestalt  übertragen:    Soll  ein  schwerer  Körper  (?,  der  mit 
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einer  Fläche  FI  die  feste  Fläche  P  berührt,  im  Gleichgewicht  sein,  so  mässen 
folgende  Bedingungen  erfällt  sein:  Die  Contactnormale  Yon  W  und  P  muss  mit 
der  Verticalen  einen  Winkel  machen,  der  nicht  grösser  ist  als  der  Reibungswinlel, 
und  der  Schwerpunkt  von  G  muss  senkrecht  über  oder  unter  dem  Berührangs- 
punkt  liegen. 

Das  Beispiel  zeigt  nun  aber  recht  deutlich,  wie  ungenügend  die  Annahme 
absolut  starrer  Berührungsflächen  sein  kann.  Legt  man  wirklich  einen  Balkeu 
auf  eine  Kugel,  so  lässt  sich  das  nur  in  der  Weise  ausfuhren,  dass  der  Schwer- 
punkt des  Balkens  über,  nicht  unter  dem  Berührungspunkt  liegt;  dann  aber  ist 
das  Gleichgewicht  evident  labil.  Die  Bedingung,  dass  der  Schwerpunkt  senkrecht 
über  dem  Berührungspunkt  liegt,  ist  nicht  genau  erfüllbar;  sobald  aber  z.  B.  6 
einen  endlichen  Werth  hat,  besitzt  das  Moment  um  die  2-Axe  einen  endlichen 
Werth,  welcher  die  Abweichung  vergrössert.  Es  müsste  also  nach  der  Rechnung 
technisch  unmöglich  sein,  einen  Balken  dauernd  auf  eine  Kugel  zu  legen,  wah- 
rend es  practisch  sehr  wohl  angeht.  Practisch  berühren  sich  nämlich  Ebene  und 
Kugel  nicht  in  einem  Punkt,  sondern  in  einer  durch  elastische  Compression  eui- 
standenen  Fläche.  Die  Reibung  s3  greift  in  Folge  dessen  nicht  in  dem  Panbt 
X  =  0,  ^  =  0,  z  =  r  an,  sondern  in  einer  die  z-Aze  umgebenden,  in  erster  An- 
näherung kreisförmigen  Fläche.  Sie  besitzt  also  auch  ein  Moment  um  die  z-Axe: 
in  erster  Annäherung  können  wir  dies  gleich  d.s3  setzen,  wo  5  ein  experimentell 
zu  bestimmender  Abstand  ist,  der  offenbar  um  so  grösser  wird,  Je  grösser  die 
Contactfläche,  also  je  weicher  das  Material  ist,  aus  dem  G  und  die  Kugel  con- 
struirt  sind.  Annähernd  können  wir  demnach  statt  der  6t«<>  Gleichung  setzen 
6w^sinX±e5»i^cosX  =  0,  woraus  fctangX  =  e8  oder  6  =  +6.  Das  Gleichgewicht 
ist  also  indifferent  gegen  Drehungen  um  die  z-Axe,  so  lange  die  Abweichung  des 
Schwerpunkts  aus  der  durch  die  mittlere  Contactnormale  gelegten  Verticalebene 
nicht  über  eine  gewisse  Grösse  5  hinausgeht  Femer  wird  der  Körper  Q  keine 
Tendenz  haben,  aus  der  Gleichgewichtslage  in  der  ar-Richtung  zu  rollen,  so  lange 
der  Schwerpunkt  senkrecht  über  irgend  einem  Punkt  der  Contactfläche  liegt: 
denn  so  lange  das  der  Fall  ist,  ist  der  Schwerpunkt  noch  unterstützt.  So  kommt 
die  practische  Möglichkeit,  das  Gleichgewicht  dauernd  herzustellen,  im  realen 
Fall  zu  Stande,  und  man  sieht,  dass  die  obige  Rechnung  der  Erfahrung  nicht 
gerecht  werden  kann,  weil  sie  von  vom  herein  die  einander  berührenden  Flächen 
als  starr  annimmt,  ihre  Contactarea  also  auf  Null  reducirt.  Es  ist  die  Abstraction, 
die  Einführung  absolut  starrer  Flächen,  welche  den  Mangel  verschuldet. 

Beispiel  2.  Ein  homogener,  schwerer,  rechtwinklig  parallel- 
epipedischer  Balken  ruht  mit  seinem  unteren  Ende  auf  einer  hori- 
zontalen Ebene,  mit  dem  oberen  ist  er  an  eine  verticale  Ebene  ge- 
lehnt.   Wann  ist  er  im  Gleichgewicht? 

Eine  rein  mathematische  Lösung  ist  offenbar  die  folgende:  Der  Balken  be- 
rührt beide  Ebenen  mit  je  einer  Ecke,  die  Reibungskräfte  sind  gross  genug,  um 
das  Gleiten  beider  Ecken  zu  verhindern,  und  der  Schwerpunkt  liegt  senkrecht 
über  der  Kante,  welche  beide  Ecken  verbindet.  Das  Gleichgewicht  ist  aber  dann 
offenbar  labil,  der  Balken  wird  das  Bestreben  haben,  sich  um  jene  Kante  zu 
drehen,  bis  er  eine  der  beiden  Ebenen  mit  einer  Kante  berührt  Steht  der  Bal- 
ken, wie  wir  voraussetzen  wollen,  nahe  senkrecht,  so  wird  diese  Kante  an  seinem 
unteren  Ende  liegen.    Wir  nehmen  also  an,  der  Balken   berühre  die  Horizontal- 
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ebene  mit  einer  Kante,  die  Yerticalebene  mit  einer  Ecke;  an  jener  sei  der  Rei- 
buDgscoefficient  e,  an  dieser  i].  Die  Berührung  längs  einer  Kante  ist  nun  aber 
für  alle  Punkte  der  Kante  bis  auf  zwei  tautologisch ;  dabei  kann  die  Reibung 
augenscheinlich  ein  Moment  besitzen,  welches  Yerschieden  ist,  je  nachdem  wir 
uns  die  Zwangskrafte  auf  der  Kante  vertheilt  denken,  und  zur  Bestimmung  dieser 
Zwangskrfifte  fehlen  die  Mittel.  Wir  helfen  uns  durch  die  Annahme,  gegen  deren 
angenäherte  Zulässigkeit  a  priori  nichts  einzuwenden  ist,  dass  die  Reibung  gerade 
so  wirke,  als  ob  der  Balken  die  horizontale  Ebene  bloss  mit  den  beiden  End- 
punkten der  Contactkante  berührte.  Die  Annahme  bedarf  der  Bestätigung  durch 
das  Experiment.  Machen  wir  sie,  so  läuft  nunmehr  die  Aufgabe  auf  die  folgende 
hinaus:  Der  Balken  berührt  eine  horizontale  Ebene  mit  zwei  Ecken,  eine  verticale 
mit  einer  Ecke;  wann  ist  er  im  Gleichgewicht? 

Die  Kantenlängen  des  Balkens  seien  2A,  2k,  2/,  das  System  der  £,  t},  C  sei 
so  durch  den  Schwerpunkt  gelegt,  dass  die  Axen  den  Kanten  parallel  sind.  Die 
drei  berührenden  Ecken  mögen  in  6,  i],  C  die  Goordinaten  — ä,  — k,  — /,  -i-h, 
— Ar,  — /,  -f-Ä,  -f-^,  — /  haben,  2h  also  die  Kante  sein,  welche  die  verticale,  2k 
diejenige,  welche  die  horizontale  Ebene  berührt.  Die  Gerade,  in  welcher  die 
horizontale  Ebene  sich  mit  der  verticalen  schneidet,  sei  Axe  der  y,  die  Axe  der 
X  horizontal  gelegt.  Dann  hat  also  die  verticale  Ebene  die  Gleichung  x  =  0  und 
die  horizontale  «  =  0.  Die  drei  Berührungspunkte  mögen  in  derselben  Reihen- 
folge, wie  sie  eben  angeführt  wurden,  mit  0,  yi,  z^,  j-,,  y,,  0,  x,,  y„  0  bezeichnet 
sein.    Man  hat  dann 

0   =  — ajA  — fljfc  — aj/,       0   =  CjÄ  — f,fc  — c,/,       0   =  Cih-^c^k — c^l, 
y,  =  — djA  — ÄjA  — 63/,        Xj  =  o,Ä— oa^  — aj/,      r,  =  a,  ä-|-o,ä;  — aa'j 
«1  =  — c,Ä  — c^Ä:  — cj/,         2-,  =  61Ä  — 6,*— 6,/,      yj  =  6,A-hfc,Ä;  — 63/. 

Die  drei  ersten  dieser  Gleichungen  sind  die  Bedingungen:  man  findet  leicht 

(x,  -  x3)'-f-  (yi  -y,y  -h  (c,  -  0)3  =  4  P,        c,  =  0. 

Die  Gleichungspaare,  welche  ausdrücken,  dass  die  Zwangskräfte  senkrecht  zu 
den  festen  Ebenen  stehen,  reduciren  sich  offenbar  auf  JK  =  3i  =  0,  363  =  J),  =  0, 
3^8  =  2)8  =  0.  Wenn  demnach  die  Reibungskräfte  mit  kleinen  deutschen  Buch- 
staben bezeichnet  werden,  erhält  man  folgende,  ohne  Weiteres  verständliche  Zusam- 
menstellung für  die  Kräfte,  ihre  Angriffspunkte  und  Momente: 


f  ^-0, 

Y 

=  0,          -^  =       mg 

Kräfte 

Schwere:  ' 

«, 

6, 

Angriffspunkt 

—  f^fig, 

umg,                       0 

Momente. 

'  3E„      0, 

0 

0,         0,         , 

3» 

0,      0,      3, 

Normalkräfte: 

0,      yu 

«1 

j^i»      y», 

0 

J^s,        ys,         0 

0,     r,J„  - 

-y\% 

y^Siy         ^2  3j» 

0 

^33«,    -'8  38,     0, 

f         0,          ^„ 

h 

&,    tte,            0 

Ja,    ^3,            0 

Reibung: 

0,          yi, 

'1 

^,    ^2,               0 

•»■$,  ya,         0 

yu 

h— ^i9ii  0, 

0 

0, 

0,    x,l)j— y,j2 

0, 

0,  'ir)i—!fzhy 

«»?+«?  =  i»3E?,      rj+«)j  =  .»3|,      jH-9!=s'3|. 
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Damit  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

—  «.^H-3j -1-33-1-5,  =0, 

??-Ht)i  =  E23i. 

Die  Löhung  derselben,  die  keine  Schwierigkeit  bietet,  überlassen  wir  rJem  Leser. 
Man  beachte,  dass  die  Unterstützung  den  Haiken  nur  einseitig  fesselt  Damit  sie 
wirke,  ist  also  eine  Zusatzbedingung  erforderlich :  Legt  man  drei  verticale  Linien 
durch  die  drei  Berührungspunkte,  so  muss  der  Schwerpunkt  des  Balkens  inner- 
halb des  Prismas  liegen,  dessen  Kanten  die  drei  Linien  sind;  sonst  wird  3E] 
negativ  und  der  Balken  hebt  sich  von  der  verticalen  Wand  ab,  um  sich  auf  die 
(Trundfläche  zu  stellen. 

3.  Ein  Cylinder  liegt  mit  Reibung  vom  Coefficienten  e  in  einer 
Hohlkugel. 

4.  Schraube.  Eine  Schraubenmutter  G  bewegt  sich  auf  einer  festen 
Schraubenspindel  (oder  umgekehrt),  a)  ohne  Reibung.  Ist  h  die  Höhe  des 
Schraubenganges,    so    entspricht    der  Drehung  2k  um    die  Axe    der  Spindel  die 

Verschiebung  j-Ä,  also  ist  ±         der  Parameter  der  einzig  möglichen  Schrauben- 

beweguug,    und    zwar  -h-j— >  wenn  die  Schraube  rechts,  — -r—  wenn  sie  links 

gewunden  ist.  Die  Axe  der  Spindel  werde  als  Axe  der  3  angesehen,  und  es  sei 
die  expHcite  Dyname  A',  F,  Z,  Z>,  3/,  N  an  der  Mutter  thätig.  Dann  muss  diese 
Dyname,  wenn  Gleichgewicht  herrschen  soll,  reciprocal  zur  virtuellen  Schraubiing 
sein,    dreht  sich   die  Mutter   um  den  unendlich    kleinen  Winkel  d%^  so  sind  die 

Coordinaten  der  Bewegung  0,  0,  ±-^c— rfO,  0,  0,  rfd,  der  virtuelle  Coefficieni   ist 

also    "^^—y — \-^\  Reciprocalität  ist  also  vorhanden  wenn 

N        _   h 


wo  das  obere  Zeichen  für  rechts-,  das  untere  für  linksgewundene  Schrauben  gilt. 
Dieselbe  Gleichung  liefert  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  unmittel- 
bar,   da  sich  für  die  Arbeit  der  Dyname  -X,  y,  Z^  L,  J/,  N  auf  die  Schraubung 

0,  0,  ±-r-d^,  0,  0,  »  nach  218  der  Ausdruck  ±{z^ — Vl^d^  ergiebt. 

b)  mit  Reibung.  Das  obere  Vorzeichen  werde  benutzt.  Mutter  und  Spin- 
del haben  unendlich  viele  tautologische  Cont^ctpunkte,  die  Zwangskräfte  sind 
also  nicht  bestimmbar.  Es  bleibt  demnach  nichts  übrig,  als  anzunehmen,  die 
Reibung  verhalte  sich   im  Mittel  so,    als   ob  sämmtUche  Zwangskrafte   in  einem 
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unbestimmten  Punkt  a  angriffen,  der  von  der  Spindelaxe  den  Abstand  r  hat.    Bei 

x^-^—-^    zurück;    ist   also/ 

die  Reibungskraft,  so   ist   die   virtuelle  Arbeit    der  Reibung /rf^yr^-h-j^,  die 
Gleichgewichtsbedingung  demnach 

Da  /  und  r  unbekannt  sind,  kann  man  das  dritte  Glied  dieser  Gleichung  in  eine 
unbekannte  Grösse  y]  zusammenfassen;  in  der  Gleichung 

ist  7]  experimentell  zu  bestimmen. 

5.  Bifilare  Aufhängung.  Hängt  man  einen  Körper  G  an  zwei  Fäden 
auf,  so  hat  er  4  Grade  der  Freiheit,  und  seine  4  Gleichgewichtscoordinaten  können 
nach  315  bestimmt  werden.  Gewöhnlich  benutzt  man  die  bifilare  Aufhängung, 
um  das  Gleichgewicht  herzustellen  zwischen  der  an  O  thätigen  Schwere  einer- 
seits und  einem  Moment  N,  dessen  Axe  vertical  steht,  andererseits.  Sind  oj  und 
cta  die  oberen,  ßi  und  ßg  die  unteren  Anknüpfungspunkte  der  Fäden,  so  gehen 
die  Zwangskräfte  durch  die  beiden  Linien  a,aa  und  ßißj,  besitzen  also  in  Be- 
zug auf  diese  Linien  das  Moment  Null.  Die  Schwere  ist  also  aufgehoben,  wenn 
auch  die  Schwerkraft  —mg  in  Bezug  auf  beide  Linien  das  Moment  Null  hat, 
d.  h.,  wenn  der  Schwerpunkt  von  O  senkrecht  unter  aj  aj  und  ßi  ßa  liegt.  Das 
gegebene  Moment  N  kann  dann  den  Körper  nur  noch  um  eine  durch  den  Schwer- 
punkt gehende  Verticale  drehen,  und  der  Drehungswinkel  9  ist  so  zu  bestimmen, 
dass  das  Moment  der  Zwangskräfte  dem  Moment  N  das  Gleichgewicht  hält.  In 
Fig.  147   sei   die  Ebene  der  Zeichnung 

horizontal,  X  und  X'  seien   die  Projec-  **ff'  '"*'• 

tionen  der  beiden  Fäden,  e  und  e'  also 
die  Projectionen  von  aiOj  und  ßißg.  cp 
ist  dann  der  Winkel,  den  die  durch 
ßißa  gehende  Verticalebene  mit  der 
durch  aiOEs    gehenden  macht.    Nun  soll 

das  Moment  der  Zwangskräfte  um  die  Verticale,  deren  Kräftepaar  N  das  Gleich- 
gewicht halten;  also  müssen  die  Zwangskräfte  in  der  Horizontalprojection  ein 
Kräftepaar  bilden,  d.  h.  X  muss  parallel  X'  sein,  und  die  Zwangskräfte  selbst 
müssen  entgegengesetzt  gleiche  Horizontalcomponenten  haben.  Nennt  man  Aj  die 
Verticalhöhe  von  oj  über  ßi,  und  Aj  die  von  a^  über  ßa,  pi  die  Zwangskraft  mit 
welcher  der  Faden  aißi  und  p^  die,  mit  welcher  aaßa  an  G  zieht,  qi  und  93  ihre 
Horizontalcomponenten,  so  ist  dem  absoluten  Werth  nach 

7i  'Pi  =  ^1  ■•  '*!»         72  :/»8  =  Xj  :  Äj,     also 

Xf  Xj 

9i  =  Pt  -T-  y        92  =^  P2  -7-  J 

Femer  ist  aus  der  Gleichheit  der  Parallelogramme 
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wenn  r  den  Abstand  zwischen  Xj  und  Xj,  also  den  Arm  des  ZwangskräftepaarN 
bezeichnet.    Daraus  folgt 

ee'sincp 
X  = 


Xi-hX,    ' 

und  wenn  91  das  Moment  der  Zwangskräfte  ist, 

^ ee'sin9        X,    «e'sinop        X, 

Xi-f-Xj        Ä|  Xi -f-Xj        Aj 

ee'sin9 

Fl        Pi 

Nun  hängen  e,  e\  Ai,;>,,  h^  und  pj  sammtlich  von  9  ab;  setzt  man  aber,  was  bei 
der  practischen  Verwendung  regelmässig  geschieht,  voraus,  dass  1)  a,  und  o^  so- 
wohl wie  ßj  und  ßj  nahe  in  derselben  Ilorizontalebene  liegen,  '2)  dass  der  Schwer- 
punkt von  G  nahe  unter  der  Mitte  von  ßi  ßj  liegt,  die  beiden  Zwangskräfte  aLso 
nahe  gleich  sind,  und  dass  ausserdem  der  Winkel  9  klein  sei,  so  kann  man  die 
fraglichen  Grössen,  wie  folgt  ausdrücken:  H  sei  die  mittlere  Höhe  von  aiOj  über 
ßißs?  P  die  Summe  der  Verticalcomponenten  beider  Zwangskräfte.  Dann  kann 
man  setzen 

*,  =2?(H-e),        /.,  =   -^(1  +  8), 
A,  =  i/(l-e),        ,,,  =  ^^(1-8), 


•2 


wo  (  und  8  kleine  Grössen  sind.    Uaun  wird 


15*» 
0" 


9l  =  P-fy.    ;— ^sin9. 
4//    1  —  oe 

Und  wenn  die  Fadenlänge  gross  gegen  die  Abstände  ajccj  und  ßj  ß.j  ist,  so  ändern 
sich  bei  kleinen  9  die  Werthe  von  e,  e\  6  und  e  so  wenig,  dass  man  sie  als  cx>n- 
stant  ansehen  kann,    Dann  ist  also  die  Gleichgewichtsbedingung 

^  ee'       1—0-      . 

wo  nun  sämmtliche  Grössen  mit  Ausnahme  von  9  auf  der  rechten  Seite  constant 

und  durch  Messung  bestimmbar  sind.     Der  Ausschlag  9  ist  hiernach  Null,  wenn 

91  =  0  ist;    d.  h.   wenn  bloss  die  Schwere  an  O  wirkt,    liegen  beide  Fäden  in 

derselben  Ebene;  wirkt   ausserdem  ein  Moment  N,  so  ist  der  Ausschlag,  da  sin 9 

bei  kleinem  9  mit  9  verwechselt   werden   kann,   nahe   proportional  91.     In  der 

1—8' 
Praxis  kann  man  meist  — r —  völlig  vernachlässigen,  da  e  und  h  so   klein  go- 

1  —  82 
macht  werden  können,  dass  der  Bruch  — — ^  um  weniger  als  yjAtsv  ^^^  ^  Ab- 
weicht;   und   wenn  die  Fäden   sehr  nahe  vertical  hängen,   ist  auch  P  sehr  nahe 
gleich  dem  Gravitationsdrucke  von  6,  also 

SR  =  w^ 


Ul 
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die   vereinfachte   GleichgewichtsbediDgung.     Ueber    anzubringende    Correctionen 
▼ergl.  Kohlrausch  in  Wied.  Ann.  XVII  p.  737 ff. 

Nimmt  man  an,  die  Fäden  seien  gleich  lang,  und  für  9  =  0  seien  die  Ver- 
bindungslinien der  oberen  wie  der  unteren  Anknüpfungspunkte  horizontal,  der 
Schwerpunkt  von  O  aber  liege  unter  der  Mitte  der  letzteren,  so  vereinfacht  sich 
die  Aufgabe  bedeutend  und  die  Behandlung  nach  §  815  ist  leicht  geometrisch 
zu  interpretiren,  was  sich  als  Uebungsaufgabe  empfiehlt. 

318.  Bedingungen  der  Astasie.  Astatisch  heisst  ein  starrer 
Körper,  wenn  er  in  jeder  seiner  möglichen  Lagen  im  Gleichgewicht 
ist.  Anwendbare  Untersuchungen  über  die  Bedingungen,  unter  denen 
dies  in  allgemeinster  Weise  möglich  ist,  sind  erst  noch  zu  schaffen. 
Gewöhnlich  untersucht  man  nur  den  Fall,  wo  die  thätigen  Kräfte  an 
den  Elementen  eines  Gebildes  G  mit  unveränderlicher  Stärke  und  un- 
veränderlicher Richtung  haften,  einerlei,  welches  die  Lage  von  G  sei. 
Kräfte  aber,  deren  Richtung  und  Grösse  sich  nicht  ändert,  wenn  das 
angegriffene  Element  sich  innerhalb  der  Grenzen  eines  gewissen  Raums 
R  bewegt,  müssen  nothwendig  von  Punkten  ausgehen,  deren  Abstand 
ausserordentlich  gross  gegen  die  Dimensionen  des  Raumes  R  ist,  müssen 
also  mit  derselben  Genauigkeit,  womit  sie  als  unveränderlich  ange- 
sehen werden,  auch  als  parallel  zu  betrachten  sein.  Die  Untersu- 
chungen über  die  Bedingungen  der  Astasie  finden  daher  vorläufig  nur 
Anwendung  auf  „homogene"  Kraftfelder,  d.  h.  auf  Kräfte,  die  parallel 
und  unabhängig  von  den  Coordinaten  sind.  Dieser  Art  sind  z.  B. 
Schwere  und  Erdmagnetismus,  und  diese  beiden  liefern  zugleich  Bei- 
spiele für  die  beiden  Formen,  unter  denen  die  Dynamen  im  homo- 
genen Kraftfelde  auftreten  können.  Nämlich  die  wirksamen  parallelen 
Kräfte  haben  entweder  eine  von  Null  verschiedene  Resultante  oder 
nicht;  sie  reduciren  sich  also  auf  eine  Einzelkraft  oder  auf  ein  Kräfte- 
paar; ersteres  ist  bei  der  Schwere,  letzteres  beim  Magnetismus  der 
Fall.  Wir  werden  also  so  ziemlich  an  die  Grenze  des  Anwendbaren 
gelangen,  wenn  wir  die  Frage  behandeln:  Unter  welchen  Bedingungen 
ist  ein  Körper  auf  der  Erde  astatisch,  der  zugleich  schwer  und  mag- 
netisch ist? 

Von  den  parallelen  Kräften  der  Schwere,  die  eine  endliche  Resultante  haben, 
wissen  wir  bereits,  dass  sie  einen  Mittelpunkt,  den  Schwerpunkt,  besitzen,  der 
mit  dem  Massenmittelpunkt  von  Q  zusammenfallt  und  dessen  Lage  in  Q  von  der 
Stellung  des  Körpers  G  unabhängig  ist. 

Wir  untersuchen  zunächst,  ob  sich  ein  ähnlicher  Satz  für  parallele  Kräfte 
angeben  lässt,  die,  wie  die  magnetischen  Anziehungen  im  homogenen  Felde, 
die   Resultante    Null   haben,   die   sich    also   auf    ein   Moment    reduciren.     Bei 
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einer  bestimiuten  Stellung  von  G  lässt  sich  dies  resultirende  Moment  offenbar 
dadurch  ersetzen,  dass  man  in  G  zwei  Punkte  x,,^|,  si,  (ii,i}i  ,CiX  '9>ys9  ^i  (&)%i  w; 
passend  auswählt  und  an  diesen  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  Q  und  —  Q. 
anbringt.  Sind  S,  H,  Z  die  Componenten  von  Q,  -L,  M,  N  die  drei  Componenten 
des  resultirenden  Momentes,  so  müssen  die  Bedingungen 

(yi  — yi)Z  — («1  — «8)H  =  L, 

(1)        j(^i-^,)2-(xi-^)Z  =  Jf, 

.(x,— X3)H  — (y,— y,)B  =  N, 

erfüllt  sein>  was,  da  man  für  die  9  Unbekannten  xj,  y^,  zi,  xj,  y^,  z,,  S,  H,  Z  nur 
drei  Gleichungen  hat,  auf  oo^  Arten  geschehen  kann.  Nimmt  man  nun  an,  das^ 
irgend  zwei  Punkte  xj,  y^,  z^  und  xj,  y^,  23  nebst  den  Kräften  S,  H,  Z  passend 
ausgewählt  seien,  und  verschiebt  dann  den  Körper  G  parallel  mit  sich  selbst,  so 
ändern  sich  L,  M,  N  nicht,  weil  vorausgesetzt  ist,  dass  die  Kräfte,  aus  denen 
das  resultirende  Moment  hervorgeht,  sich  nach  Grösse  und  Richtung  nicht  ändern, 
wenn  die  Elemente  des  Körpers  G  ihre  Lage  ändern.  Ebenso  wenig  ändern  sich 
die  Werthe  von  (x2  — xj),  (yj — yi),  («2 — zi);  bestehen  also  die  Gleichungen  (1)  in 
irgend  einer  Lage  von  G,  so  bestehen  sie  auch  in  jeder  Lage,  die  aus  der  ersten 
durth  eine  blosse  Verschiebung  hervorgeht. 

Wenn  aber  G  gedreht  wird,  so  ändern  sich  im  allgemeinen  sowohl  L,  M^  S 
wie  X,  —  X3  U.S.W.  Um  diesen  Fall  näher  zu  verfolgen,  wählen  wir  eine  will- 
kürliche Anfangsstellung  von  G  und  legen  in  dieser  das  System  der  E,  iQ»  C  so  in 
G  fest,  dass  seine  Axen  mit  denen  des  Systems  der  x,  y,  z  zusammenfallen.  Ha- 
bei  habe  die  Axe  der  z  die  Richtung  der  parallelen  Kräfte,  welche  das  resul- 
tirende Moment  erzeugen.  An  irgend  einem  Punkt  S,  t],  C  greife  also  eine  Kraft 
Z  an,  und  es  ist  IZ  =  0.  Die  drei  an  i,  t),  C  thätigen  Momente  sind  t^Z,  —  ;^, 
0,  und,  wenn  die  Summationen  über  den  ganzen  Körper  G  ausgedehnt  wer- 
den, ist 

Ir^Z  =  X,     —l^Z^Af,     0  =  N. 

Wir  wählen  nun  in  G  irgend  zwei  Punkte  £1,  t)i,  Ci  und  6t»  t)j,  Ci  aus,  bringen 
am  ersten  eine  Kraft  0,  0,  Zi,  und  am  zweiten  die  Kraft  0,  0,  — Z^  an. 

Die  drei  Momente  dieses  Ki-äftepaars  sind  (t]i  — Tja)^i,  — (E,  —  Sa)-^!,  0,  und 
das  Kräftepaar  kann  die  Wirkung  des  Magnetismus  ersetzen,  wenn 

(7),  —  7],)  Z^  =  IriZ,        (5,  —  £,)  Zi  =  25z 

ist.  Hierauf  drehen  wir  den  Körper  G  um  eine  beliebige,  durch  den  Coordinaten- 
anfang.  gehende  Axe,  so  dass  ai^  02  .. .  c^  die  Eichtungscosinus  der  £,  r^,  C  g^?^° 
die  X,  y,  z  werden.  Während  in  der  Anfangsstellung  «  =  5,  y  =  7j,  «  =  C  war. 
ist  nunmehr  x=  oiE-f-ajrj-l-flaC  «.  s.  w.  Also  werden  die  Momente  des  Magne- 
tismus 

L  =  2(6,E-f-6aTi4-6jO-2r,         3/=  —  (aiS-haaij-hajC)^, 

und  die  Momente  von  Zi 

^1  Uh («1-62) 4-«^ (Tii-T),) 4-63 (Ci-Ca)],  - ^1  [«1  (Si-Ej) -h<h (iQi-i^j)-f- fl, (c,-:,)]. 

Sollen  nun  die  beiden   letzten  Momente  den  beiden  ersten  äquivalent  sein, 
so  muss 

4|  [(?.-?.) -^1  -  2«^] + ii  [(1:  - 1.) -«^i  -  Stii^] +i.  [«,- C)  if.  -  2Cif]  =  0, 

«.  [(?.  -  5,)  ü,  - 1^]  4-  <i,  [(i),  -  rj,)  ^,  -  2tl^  H-  a,  [(C.  -  W  ^1  -  2;^]  =  0 
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sein.  Und  sollen  die  ein  für  allemal  ausgewählten  Punkte  Sh  ^t?  Ci  und  iii'rii^  Z2 
dieser  Bedingung  bei  jeder  Lage  von  G  genügen,  so  müssen  die  vorstehenden 
Gleichungen  bei  jedem  Werth  von  oi,  oj  ...  63  erfüllt  sein;  das  ist  der  Fall,  wenn 

Damit  aber  diese  drei  Gleichungen  miteinander  bestehen  können,  muss 

sein,  und  das  ist  der  Fall,  wenn  die  Punkte  1  und  2  auf  einer  Geraden  liegen, 
deren  Gleichungen  sind 

wo  e  und  h  ganz  beliebige  Constante  sind.  Ist  dies  der  Fall,  so  reduciren  sich 
die  drei  Gleichungen  (2)  auf  eine  einzige;  diese  kann  zur  Bestimmung  von  Zi 
dienen,  wenn  man  (5i  — $2)  und  zur  Bestimmung  von  (Si  —  £j),  wenn  man  Zi 
willkürlich  annimmt.     Wir  erhalten  also  folgenden  Satz: 

In  jedem  Körper,  auf  den  der  Erdmagnetismus  wirkt,  gibt  es  eine  fest  be- 
stimmte, d.  b.  im  Körper  selbst  festliegende  Richtung,  welche  wir  die  magnetische 
Axenrichtung  des  Körpers  nennen.  Wählt  man  auf  einer  Geraden  von  dieser 
Richtung  zwei  Punkte  ?i,  t)i,  Ci  und  5^,  t)j,  C2  willkürlich  aus  und  bringt  an  ihnen 
ein  Kräftepaar  {jp\Z{)  an,  dessen  Angriffspunkte  von  einander  den  Abstand  p 
haben,  dessen  Kräfte  der  Richtung  der  erdmagnetischen  Kraft  parallel  sind,  und 
deren  Grösse  so  gewählt  ist,  dass  das  Moment  des  Kräftepaars  bei  irgend  einer 
Stellung  von  O  äquivalent  dem  Moment  ist,  welches  der  Erdmagnetismus  an  Q 
hervorbringt,  dann  ist  das  Kräftepaar  {piZ^)  angebracht  an  den  Punkten  5i,  y\u  Ci 
und  Ejj,  T}2,  C3  hei  jeder  beliebigen  Stellung  von  G  äquivalent  dem  Moment, 
welches  für  O  aus  dem  Erdmagnetismus  hervorgeht. 

Unterstützt  man  G  im  Schwerpunkt,  so  unterliegt  G  nur  noch  der  Wirkung 
des  Erdmagnetismus;  der  Körper  ist  also  dann  im  Gleichgewicht,  wenn  die  bei- 
den Momente  (xj— ä^)^i  und  (yi — ^2)^1  verschw^inden ,  d.h.  wenn  t,  —  j:2  =  0 
und  tfi  — y2  =  0  ist.  In  der  Gleichgewichtslage  ist  also  die  magnetische  Axen- 
richtung von  Q  parallel  der  Richtung  der  erdmagnetischen  Kraft  Hierin  liegt 
das  Mittel  zur  empirischen  Bestimmung  der  Axenrichtung;  man  unterstütze  G 
im  Schwerpunkt;  eine  in  G  feste  Gerade,  welche  die  Richtung  der  erdmagneti- 
schen Kraft  annimmt,  hat  die  magnetische  Axenrichtung  von  G. 

Nach  dem  Gesagten  kann  man  nun  die  Kräfte,  welche  an  dem  zugleich 
schweren  und  magnetischen  Körper  G  thätig  sind,  reduciren  auf:  1)  eine  verticale 
Kraft  vom  absoluten  Betrag  mg,  welche  im  Schwerpunkt  von  G  angreift,  2)  zwei 
entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  P  und  —P,  welche  der  erdmagnetischen  Kraft 
parallel  sind;  die  Angriffspunkte  dieser  Kräfte  liegen  in  irgend  zwei  Punkten  von 
G,  deren  Verbindungslinie  die  magnetische  Axenrichtung  hat.  Die  eine  Kraft  P 
können  wir  also  im  Schwerpunkt  selbst  angreifen  lassen,  die  andere  in  einem 
zweiten  Punkt  xy,  y^,  zj,  dessen  Abstand  vom  Schwerpunkt  parallel  der  magne- 
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tischen  Axenricbtung  von  O  ist.  Wir  nehmen  nun  an,  G  kunae  irgend  eine 
virtuelle  Schraubenbewegung  machen,  nehmen  die  Centralaxe  dieser  Schraube  zur 
Axe  der  z,  und  legen,  nachdem  vir  dem  G  eine  willkiirliche  Anfangsstellong 
gegeben  haben,  die  Axe  der  x  durch  den  Schwerpunkt  Dana  hat  dieser  die 
Coordinaten  a,  0,  0;  macht  die  Schwere  mit  den  Axen  die  Wiakel  a,  ß,  7,  und 
macht  die  Richtung  der  magnetischen  Kraft  mit  ihnen  die  Winkel  X,  (t,  v,  so 
greifen  in  a  an  die  Componenten 

m^cosa-l-PcosX,         w^cosß-hPcosfi,         m^cosy-l-Pcosv, 

und  in  dem  Punkt,  dessen  Coordinaten  bei  der  Anfangslage  sind  Xf,  yt«  ^  greifen 
an  die  Kräfte 

—  PcosX,        — Pcosfx,        —  Pcosv. 

Es  mache  nun  0  eine  virtuelle  Schraubenbewegung  vom  Betrage  <f  und  vom 
Parameter  vs  um  die  Axe  der  r.  Dann  werden  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes 

X  =  a  cos  9,        y  ==  a  sin  9,         z  =  CU^, 

und  die  desjenigen  Punktes,  der  zu  Anfang  die  Coordinaten  x^,  y^,  g^  hafte,  werden 

a;  =  jr^cos^p— yisin<p,        y  =  «jsinopH-yjCOStp,         *  =  zj-hl39. 

In  der  neuen  Lage  ist  also  das  Moment  um  die  z-Axe 

o  cos  9  {mg  cos  ß  -H  Pcos  fn)  —  a  sin  <p  (mg  COS  a  H-  Pcos  X)  — 

—  (xj  COS  9 — yj  sin  cp)  Pcos  fi  -f-  (a:^  sin  <p  -l-ya  cos  9)  Pcos  X, 

und  die  längs  der  z-Axe  wirkende  Kraft  ist  mg cosy^  Gleichgewicht  ist  vorhanden, 
wenn  das  Moment  gleich  — Wmg cosy  ist,  also  wenn 

0  =  cos  <p  (amg  cos  ß  -f-y»  Pcos  X  —  (xj  —  a)  Pcos  fi) 

-Hsincp( — am^  cos  aH-y2  Pcos  fi.H-(x2  —  a)  PcosX) 

-f-CJm^cosy 

ist.    Astatisch  ist  G,  wenn  dies  Gleichgewicht   für  jeden  Werth  von  9  besteht 

also  sind  die  Bedingungen  der  Astasie 

Iamg  cos  ß  -|-ya  Pcos  X — (xj  —  a)  Pcos  f*  =  0, 
—  amg  COS  a  H-yj  Pcos  f*  H-  (x^  —  a)  Pcos  X  =  0, 
tjSmg  cos  Y  =  0, 
wobei  die  Relation  gilt 

(5)        cosacosX-f-cosßcosfi-l-cosycosv  =  sini, 

wenn  t  die  erdmagnetische  Inclination  bezeichnet.  Die  Gleichungen  (4)  mässen 
für  irgend  eine  willkürlich  gewählte  Anfangslage  von  G  erfüllt  werden,  dann 
gelten  sie  für  jede  mögliche  Lage  des  Körpers. 

Die  dritte  Gl.  (4)  kann  auf  zweierlei  Weise  constructiv  erfüllt  werden:  man 
macht  CJ  =  0  oder  cos  7  =0.  Also  kann  G  sich  um  eine  horizontale  Axe  win- 
den, um  jede  andere  aber  bloss  drehen.  Bei  horizontaler  Axe  ist  ferner  der 
Parameter  m  der  Schraubung  ganz  willkürlich,  da  die  dritte  Gleichung  (4)  fär 
jede  horizontale  Axe  erfüllt  ist  und  w  in  den  beiden  andern  nicht  vorkomoit. 
Wir  wollen  also  annehmen,  ra  sei  ein  für  allemal  gleich  Null.  Dann  sind  zu- 
nächst folgende  Specialfalle  möglich: 

1)  a  =  0,  die  Axe  der  Drehung  geht  durch  den  Schwerpunkt   von  G.    Es 


Astasie  eines  zugleich  schweren  und  magnetischen  Korpers.  945 

bleiben  die  Bedingungen 

ij-i  Pcos  X — x-i  Pcos  fx  =  0, 
i/2  Pcos\L-\-x^  PcosX  =  0. 

Sie  sind  erfüllt,  wenn  entweder  y^  =  x^  =  0  oder  PcosK  =  Pcosf*  =  0  ist. 
Also  entweder:  die  magnetische  Axenrichtung  von  O  ist  parallel  der  Drehungs- 
axe,  oder:  die  Drehungsaxe  hat  die  Richtung  der  erdmagnetischen  Kraft.  (Die 
letztere  Bedingung  stellt  man  künstlich  her,  wenn  man  eine  Magnetnadel  mittels 
eines  Magnetstabes  astasirt.  Der  letztere  wird  so  angebracht,  dass  die  Horizon- 
talcomponente  des  magnetischen  Feldes  verschwindet,  und  der  Körper  G  ist  an 
einem  verticalen  Faden  aufgehängt,  seine  Drehungsaxe  also  parallel  der  Kraft  des 
Magnetfeldes.) 

2)  Die  Drehungsaxe  bat  die  Richtung  der  erdmaguetischen  Kraft;  dann  ist 
cosX  =  cosfjL  =  0,  also  muss  auch  a  =  0  sein.  Der  Fall  ist  identisch  mit  dem 
zweiten  Fall  l. 

3)  cosy  =  1,  also  cosa  =  cosß  =  0.  Die  Bedingungen  sind  dieselben  wie 
ad  1.  Schliessen  wir  künstliche  Moditicationen  des  erdmagnetischen  Feldes  aus, 
so  muss,  da  cosX  und  cosfi  nicht  gleichzeitig  Null  sein  können,  die  Axenrichtung 
von  O  vertical  stehen. 

4)  Wir  betrachten  nun  näher  den  Fall  cosy  =  0,  also  die  Drehungsaxe  liegt 
horizontal  (und  kann  einen  beliebigen  Parameter  ü5  haben,  um  den  wir  uns  nicht 
kümmern).  Der  oben  bereits  behandelte  Fall  a  =  0  sei  ausgeschlossen.  Die 
Axe  der  x,  d.  h.  das  Perpendikel  vom  Schwerpunkt  auf  die  Drehungsaxe, 
hat  dann  in  G  eine  bestimmte  Lage,  und  wir  können  festsetzen,  dass  sie  in  der 
Anfangsstellung  vertical  nach  oben  gerichtet  sei.  Dann  ist  cosa  =  —  1,  cosß  =  0, 
also  sind  die  Bedingungen 

yj  cosX  =  (jTa  —  a)  cos  [x 

^2  ^cos  fxH-  (aj,  —  a)  Pcos  X  =  —  a  wy 

zu  erfüllen.  Projicirt  man  einerseits  die  Richtung  der  erdmagnetischen  Kraft, 
andererseits  die  magnetische  Axenlinie  von  G  auf  die  xy-£bene,  so  macht  die 
Projection  der  erdmagnetischen  Kraft  mit  den  Axen  der  x  und  //  die  Richtungs- 

cosimis    -. ' —  und    -—    — ,    die  Projection    der    masiietischen   Axenlinie-   aber 
sinv  sinv  ° 

macht  — -  —  =rr       und •     Die  erste  Gleichung,  geschrie- 

ben  in  der  Form 

cosX       cosfi  x^  —  a  ^2 

VinT  •  "^£^  ~  j/(— L.-)i:jL^   •  yij^jz^y^yi 

sagt  also  aus,  dass  die  Projection  der  magnetischen  Axenrichtung  auf  eine  zur 
Drehungsaxe  senkrechte  Ebene  mit  der  Projection  der  erdmagnetischen  Kraft  auf 
dieselbe  Ebene  parallel  sein  muss  in  dem  Augenblick,  wo  der  Schwerpunkt  senk- 
recht über  der  Drehungsaxe  liegt.  Die  zweite  sagt  aus,  dass  das  Yirial  der  zur 
Drehungsaxe  senkrechten  Componente  der  erdmagnetischen  Kraft  gleich  dem 
Yirial  der  Schwere  sein  muss;  sie  dient  zur  Bestimmung  von  a,  wenn  man  my 
und  P  als  gegeben  annimmt. 
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Der  starre  Körper  unter  beliebigen  Bedingungen. 


Kig.  148. 


cu 


o 


N?t 


Grenzfalle:  1)  Die  Drehungsaxe  steht  (bei 
horizontaler  Lage)  senkrecht  zum  magnetischeu 
Meridian:  dann  muss,  wenn  a  über  der  Axe 
liegt,  die  magnetische  Axenrichtung,  auf  den 
Meridian  projicirt,  mit  der  Richtung  der  Incli- 
nationsnadel  übereinstimmen.  Fig.  148  Nro.  1. 
2)  Die  Drehungsaxe  liegt  im  magnetischen 
Meridian;  dann  muss,  wenn  der  Schwerpunkt 
über  der  Axe  liegt,  die  Projection  der  Axen- 
richtung von  G  auf  eine  zur  Drehungsaxe  senk- 
rechte Kbene  vertical  nach  unten  zeigen.  Fig.  14*» 
Nro.  2.  Bei  passender  (irösse  von  a  ist  in  beiden  Fällen  das  Moment,  mit  wel- 
chem die  Schwere  den  oberen  Theil  von  G  nach  unten  zu  drehen  strebt^  in  jede r 
Stellung  von  G  gleich  dem  Moment,  mit  welchem  der  Erdmagnetismus  ihn  nach 
oben  dreht. 


Zweiter  Theil. 

Verbindungen  mehrerer  starren  (jebilde. 

319.  Gruppen  starrer  Gebilde,  von  denen  jedes  einzelne  mit 
irgend  einem  der  übrigen  durch  Relativbedingungen  verknüpft  ist, 
spielen  eine  wichtige  Rolle  in  der  Maschinenlehre.  In  der  grossen 
Mehrzahl  der  Fälle  aber  werden  bei  der  Construction  zusammenge- 
setzter Maschinen  Verbindungen  benutzt,  welclie  der  Gesammtheit  der 
verbundenen  Gebilde  nur  einen  Grad  der  Freiheit  lassen,  ausser- 
dem ist  die  Beweglichkeit  derselben  vielfach  auf  Bewegungen  parallel 
einer  Ebene  beschränkt.  In  Folge  dessen  ist  die  allgemeine  Theorie 
der  Beweglichkeit  verknüpfter  starrer  Körper  nicht  durchgebildet. 
Ueber  vereinzelte  rntersuchungen,  welche  sich  geometrisch  mit  be- 
stimmten Classen  von  Riuzelproblemen  beschäftigen,  siehe  das  Litte- 
raturverzeichniss.  Im  Allgemeinen  begnügt  man  sich  damit,  folgende 
Grundsätze  direct  auf  das  concrete  Problem  anzuwenden. 

1.  Berühren  sich  zwei  Körper  an  einer  Stelle  P,  so  wirken  sie 
daselbst  mit  Zwangskräften  aufeinander.  Sind  A  und  B  die  beiden 
Körper,  so  wirkt  B  auf  A  mit  einer  Zwangskraft  3£,  2),  3i  und  diese 
steht  senkrecht  auf  dem  Element,  in  welchem  die  Berührung  statt 
findet.  A  aber  wirkt  auf  B  nach  dem  Princip  der  Gleichheit  von 
Action  und  Reaction  mit  der  Zwangskraft  — X,  — ?)?  — 3?  ^^^  wieder 
auf  dem  Contactelement  senkrecht  steht.  Jede  Berührung  lässt  sich 
also  ersetzen  durch  Einführung  der  Zwangskräfte;  ist  Reibung  vor- 
handen, so  kommen  ausserdem  noch  Reibungskräfte  hinzu;  diese 
wirken  in  der  gemeinschaftlichen  Tangentialebene  der  beiden  einander 
berührenden  Flächen ,  und  wenn  sie  an  A  die  Componenten  ;c,  Q,  J 
haben,  besitzen  sie  an  B  die  Componenten  — ]C,  — 5,  — j. 

2.  Ist  ein  Punkt  des  Körpers  A  mit  einem  Punkt  des  Körpers 
B  durch  einen  Faden  verknüpft,   so   liefert  der  Faden   an  A   eine 
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Zwangskraft  3E,  ?),  3  und  an  B  die  Zwangskraft  — 3c,  — ?),  — 3- 
Dabei  haben  beide  die  Richtung  des  Fadens,  woraus  sich  zwei  Glei- 
chungen zwischen  3E,  ?),  3  ergeben. 

3.  Ein  Punkt  ß  des  Körpers  B  kann  durch  ein  Kugelgelenk 
in  dem  Punkt  a  dos  Körpers  ^1  festgelegt  sein.  Der  gemeinsame 
Punkt  a{ß)  liefert  dann  an  A  eine  Zwangskraft  3c.  3),  3  und  an  B 
die  Zwangskraft  — X,  — 3);  — 3- 

4.  Eine  gerade  Linie  A  des  Körpers  B  kann  in  einer  geraden 
Linie  x  an  ^  festgelegt  sein,  so  dass  beide  sich  um  die  Axe  /(x)  als 
Charnier  drehen  können.  Die  Axe  A(x)  kann  durch  irgeud  zwei 
ihrer  Punkte  ersetzt  werden;  jeder  von  diesen  liefert  an  A  eine 
Zwangskraft  i'j,  ?),,  3i  und  3f.,,  ?l.j,  3»  ""^  *"  ^  clie  entgegengesetzten 
Zwangskräfte  — S,,  — 3)i  u.  s.  w. 

5.  Führt  man  in  all  diesen  Fällen  die  Zwangskräfte  ein,  so  b^ 
wegt  sich  jeder  der  betrachteten  Körper  so,  als  ob  er  frei  wäre  und 
als  ob  neben  den  expliciteii  Kräften  die  Zwangskräfte  an  ihm  an- 
griffen. Man  kann  also  für  jeden  einzelnen  Körper  der  Gruppe  die 
Gleichungen  der  Bewegung  oder  des  Cileichgewichts  nach  den  für  das 
einzelne  starre  Gebilde  aufgestellten  Grundsätzen  herstellen.  Bei  Ge- 
lenkverbindungen liefert  die  Reibung  ein  Moment,  welches  am  Um- 
fang der  physischen  Axe  des  Gelenks  angreift  und  demgemäss  ein- 
geführt werden  kann. 

6.  Andererseits  kann  man,  wenn  die  ganze  Gruppe  von  starren 
Gebilden,  um  die  es  sich  handelt,  nur  eine  freie  Koordinate  <f  hat, 
die  lebendige  Kraft  und  die  Kräftefunction,  bezw.  die  virtuelle  Arbeit 
durch  diese  Coordinate  ausdrücken  und  damit  zu  der  Gleichung  der 
Bewegung  oder  des  Gleichgewichts  gelangen.  Dasselbe  Verfahren  kann 
zum  Ziele  führen,  wenn  die  Zahl  der  freien  Koordinaten  grösser  als 
Eins  ist.  Es  liefert  aber  keine  Zwangskräfte,  kann  also  aur  ange- 
wendet werden,  wenn  die  Reibung  zu  vernachlässigen  ist.  Möglich 
ist  allerdings  auch  hier  die  Einführung  der  Zwangs-  und  Reibungs- 
kräfte, indem  man  überzählige  Koordinaten  einfährt;  indessen,  wenn 
man  das  einmal  thut,  wird  es  meistens  praktisch  sein,  eben  die  Kar- 
tesischen Koordinaten  als  überzählige,  d.  h.  als  Koordinaten  überhaupt 
zu  benutzen. 

7.  Geometrische  Betrachtungen  können  das  Verfahren  abkürzen; 
es  lässt  sich  aber  für  sie  keine  andere  Voi'schrift  geben,  als  die,  dass 
sie  dem  concreten  Fall  angepasst  werden  müssen. 
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Bei  Gleichgewichtsproblemen  können  besondere  Grundsätze  zur 
Verwendung  gelangen,  von  denen  die  wichtigsten  die  beiden  folgen- 
den sind: 

8.  Die  ganze  Gruppe  der  miteinander  verknüpften  starren  Kör- 
per kann  als  ein  deformables  Gebilde  angesehen  werden.  Dann  findet 
auf  sie  der  folgende  Satz  Anwendung: 

„Kräfte,  die  an  einem  deformirbaren  System  im  Gleich- 
gewicht sind,  bleiben  im  Gleichgewicht,  wenn  man  das  Sy- 
stem in  der  gerade  vorhandenen  Form  starr  werden  lässt." 

He  weis.  Kine  der  virtuelle'n  Bewegungen  des  Systems  besteht  darin,  dass 
das  ganze  System  sich,  ohne  seine  Form  zu  ändern,  dreht  und  verschiebt.  Da 
nun  für  jede  virtuelle  Bewegung  die  Arbeit  der  Kräfte  Null  ist,  so  ist  sie  auch 
Null  für  diese  Bewegung.  Das  heisst  aber:  wenn  mau  das  System  starr  werden 
lässt,  ist  die  virtuelle  Arbeit  der  Kräfte  an  ihm  Null,  also  sind  die  Kräfte  an  ihm 
im  Gleichgewicht. 

Bezüglich  der  Anwendung  des  Satzes  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 1)  Die  Gruppe  der  starren  Körper  ist  bloss  durch  Rela- 
tivbedingungen miteinander  verknüpft.  Dann  liefert  jede  Relativ- 
bedingungzwei entgegengesetzt  gleiche  Zwangskräfte,  die  am  gleichen 
Punkt,  Faden,  etc.  angreifen;  diese  Zwangskräfte  stehen  also  an  sich  im 
Gleichgewicht,  as  müssen  also  auch  die  expliciten  Kräfte,  welche  nach 
Abzug  der  Zwangskräfte  am  System  thätig  bleiben,  für  sich  dem  obi- 
gen Satz  .genügen.  Sind  also  bloss  Relativbedingungen  vor- 
handen, so  gilt  der  Satz  8.  für  die  expliciten  Kräfte  allein. 
2)  Sind  aber  gleichzeitig  Absolutbedingungen  vorhanden,  so  liefert 
jede  Absolutbedingung  nur  eine  Zwangskraft;  diese  ist  an  sich  nicht 
im  Gleichgewicht,  sondern  wird  durch  einen  Antheil  der  expliciten 
Kräfte  im  Gleichgewicht  gehalten.  Sind  also  Absolutbedingungen 
vorhanden,  so  gilt  der  Satz  8  nur,  wenn  man  ausser  den  ex- 
pliciten Kräften  auch  die  aus  den  Absolutbedingungen  her- 
vorgehenden Zwangskräfte  bei  seiner  Anwendung  berück- 
sichtigt. 

9.  Kommt  im  Problem  eine  Linie  AB  vor,  so  muss  dieselbe 
für  sich  im  Gleichgewicht  sein,  mag  sie  nun  einen  Faden,  eine  Stange 
oder  Anderes  darstellen.  Die  Einwirkung,  die  sie  erfährt,  muss  sich 
also  auf  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  P  und  — P  reduciren, 
von  denen  P  an  Punkt  A  und  —  P  an  B  angreifend  gedacht  werden 
kann.  Irgendwo  schneide  man  nun  die  Linie  durch,  so  dass  sie  zwei 
neue  Endpunkte  a  (nach  der  Seite  von  A  hin)  und  ß  (nach  B  hin) 
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bekommt.  Bringt  man  dann  in  a  eine  Kraft  T= — P^  in  ß  die 
Kraft  —T=-\-P  an,  so  bleibt  die  Linie  offenbar  im  Gleichgewicht 
-hT  und  — T  repräsentiren  also  die  dehnenden  oder  pressenden 
Kräfte,  welche  in  jedem  Punkt  der  Linie  thätig  sind;  mau  nennt  T 
die  Spannung  (Pressung)  der  Linie.  Die  Einführung  der  T,  welche 
offenbar  nichts  anderes  sind,  als  Zwangskräfte,  die  von  der  als  Be- 
dingung gefassten  Linie  ausgehen,  vereinfacht  oft  die  geometrische 
Betrachtung  der  Probleme. 

Wir  zeigen  hier   an  einzelnen  Fällen  die  Art,    wie  die  obigen 
Grundsätze  anzuwenden  sind. 

820.  Gleicbgrewiehtsbedingroiigeii.  l.  Zwei  homogene,  gleich  schwere, 
starre  Linien,  beide  von  der  Länge  /,  sind  mit  ihren  oberen  Enden 
an  zwei  festen  Punkten  a  und  ß  befestigt,  die  in  einer  Horizontalen 
liegen;  ihre  unteren  Enden  sind  durch  einen  Faden  miteinander 
verknüpft;  wann  sind  sie  im  Gleichgewicht? 

ay  und  ß5  seien  die   beiden  Linien,   X  die  Länge 
V  lg.  14. .  ^^^  Fadens  70.     Der  Faden  liefert  an  7  eine  Zwangs- 

*  kraft,  und  ay  muss  sich  unter  dem  Einfluss  der  Schwere 
und  dieser  Zwangskraft  im  Gleichgewicht  befinden. 
Dazu  ist  erforderlich,  dass  das  Moment  der  Schwere 
an  af  und  das  Moment  dieser  Zwangskraft,  beide  in 
Bezug  auf  den  Punkt  a  genommen,  einander  aufheben. 
Das  können  sie  aber  nur,  wenn  sie  in  derselben  Ebene 
liegen.  Also  muss  der  Faden  in  die  durch  ay  gehende 
Verticalebene  fallen.  Aus  demselben  Grunde  muss  er 
7  ^  in  die  durch  ß$   gehende  Verticalebene  fallen.     Also 

ist  zum  Gleichgewicht  erforderlich,  dass  ay  und  ßS  in  derselben  Verticalebene 
liegen,  die  dann  auch  den  Faden  X  enthält.  Diese  Ebene  nehmen  wir  zur  Ebene 
der  xy,  legen  die  Axe  der  y  vertical  nach  unten  durch  a  und  die  Axe  der  x  von 
a  aus  durch  ß.  Betrachten  wir  nun  zunächst  ay,  so  wirkt  an  diesem  die  Schwere 
mit  der  Kraft  mig  im  Schwerpunkt,  dessen  Coordinaten  sind  (vergl.  Figur  149) 

X  =  -r-sinO,  y  =  -^cosd;  das  Moment  der  Schwere  in  Bezug  auf  a  ist  also 
—  m,^sin9.     Am  Ende  y  wirkt  nun  die  Zwangskraft   des  Fadens  mit  zwei  un- 

ml 

bekannten  Componenten  3E,  %  und  mit  dem  Angriffspunkt  /sin^,  /cos^,  also  ist 
ihr  Moment  in  Bezug  auf  a  durch  /(gsinO  —  3Ecosd)  auszudrücken,  und  ery  ist  im 
Gleichgewicht,  wenn 

-^m^sind-f-/(g.sind— 3EcosO)  =  0. 

Ganz  entsprechend  ist  ß5  im  Gleichgewicht,  wenn  das  Moment  der  Schwere  plu» 
dem  Moment  der  Zwangskraft  —3t,  —  ?),  ^^cnommen  in  Bezug  auf  ß  Null  ist, 
also  wenn 

—  ly  w^sin7)-+-/(2)simQH-$  C0S7))  =  0. 
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Fig.  150. 


Die  Zwangskraft  an  7  hat  nun  die  Richtung  des  Fadens,  d.  h.  3E :  8  =^  x^^  —  x^ : 
y^  —  y„,  also  wenn  D  der  Abstand  aß  ist 

^':g)  =  /)~/(8iuÄH-sin7)):  /(costj  —  cos^^). 

Die  vorstehenden  drei  Gleichungen  reichen  aus,  um  H  und  9  nebst  einem  der 
Winkel  7]  oder  %  zu  bestimmen,  bezw.  eine  Gleichung  zwischen  diesen  Winkeln 
zu  gewinnen.  Die  noch  fehlende  4.  Gleichung  ergiebt  sich  daraus,  dass  der  Ab- 
stand 7$  gleich  X  sein  muss 

/»(cosTj  — cos»)--f-[/>  — /(sin»4-sinTi)]*^  =  W 
Die  Auflösung  hat  keine  Schwierigkeiten:  ?J  =  0  und  tj  =  0,  3E=    j-tangO. 

H  wird  also  negativ,  d.  h.  der  Faden  wirkt  nicht  mehr,  wenn  %  negativ  ist;  das 
tritt  ein,  wenn  X  >  Z>. 

2.  Ein  Rechteck  liegt 
mit  einer  Ecke  auf  einer 
horizontalen  Geraden,  mit 
einer  an  die  Ecke  stossen- 
den  Laugseite  auf  einem 
Kreise,  der  selbst  wieder 
auf  der  Geraden  ruht.  (Der 
Kreis  kann  einen  Gylinder,  das 
Rechteck  einen  Balken  oder  einen 
zweiten  Gylinder  vertreten,  wenn 
die  Axe  des  Balkens  oder  des 
zweiten   Gylinders    senkrecht   zu 

der  Axe  des  ersten  Gylinders  steht.)  Der  Reibungscoefticient  in  1  und  2  sei  e, 
der  in  3  sei  tj,  und  es  werde  zunächst  £3  so  gross  angenommen,  dass  die  Rei* 
bung  in  3  fär  das  Gleiten  des  Kreises  grösser  ist  als  die  in  2. 

Die  Ebene  der  Figur  sei  Ebene  der  x,  y;  die  drei  vorkommenden  Berüh- 
rungspunkte seien  mit  1,  2,  3  bezeichnet  und  die  auf  sie  bezüglichen  Grössen 
entsprechend  markirt.  Explicite  Kräfte  werden  mit  grossen  lateinischen,  Zwangs- 
kräfte  mit  grossen  deutschen,  Reibungskräfte  mit  kleinen  deutschen  Buchstaben 
bezeichnet.  Der  Berührungspunkt  1  sei  Ursprung  der  Goordinaten,  r  der  Radius 
des  Kreises  und  p  der  Abstand  seines  Mittelpunkts  von  der  ^-Axe.  Aus  der 
Kreisgleichung  (x— /))*-{- (y — ry  =  r^  ündet  man  leicht,  dass   der  Punkt  2  die 

Goordinaten  x«  =  0-^—  — — ,   «2  =  p-   .,—-.-  bat.    Wir  erhalten  folgende  Zu- 

sammenstellung  der  Kräfte  und  Momente: 

1.  Schwere  am  Balken.  X  =  0,  Y^-^mg,  Angriffspunkt  a,  6,  Moment 
—  amg, 

2.  Zwangskraft  in  1.    3E,  =  0,  ?)»  =  Si,  Angriffspunkt  0,  0,  Moment  0. 

«»—r-  2»r 

3.  Zwangskraft  am  Balken  in  2.   3Fj,  8-i,  Angriffsp.  P  -^— "r  >  P — ä  ,    ^  > 


Moment 


|;(^2_,2)g_2;,r3k"]. 


4.  Reibung  in  1;  wirkt  nach  -+-x  hin.    Ji  =«0i,  Angriffsp.  0,  0,  Moment  0. 
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p'i  —  ,.3  '2pr 

5.  Reibung  in  2.    Componenten  ja,  l>j:  Angriffspunkt  p    ^^        ^    ,  p — ^ 


Moment  — j^-.  -  [(p-  -  r^)  l),  ~  2pri^-\. 

3E3,  ^>  steht  senkrecht  auf  dem  Contactelement,  also 

$5:2)2  =  Xi—p:if2—t  =  —2pr:p-  —  r'^. 

;C3,  ^3  föllt   in   die  Richtung    der  Tangente  (2,  1),    von  1  nach  2  hin,   also  r*,  1^ 

positiv  und 

h'^i  =  '2'  Hi  =  P'  —  ^^ '  ^/^^     ferner 

Unter  dem  Einiluss  der  hier  betrachteten  Kräfte  und  Momente  muss  der  Balken 
im  Gleichgewicht  sein.  Der  Cyliuder  darf  einfach  nicht  rollen,  d.  h.  das  Moment 
aller  an  ihm  angreifenden  Kräfte,  bezogen  auf  seinen  Mittelpunkt,  muss  Noll 
sein.  Diese  Kräfte  sind  a)  Schwere,  Moment  Null,  b)  Zwangskraft  in  3,  Moment 
Null,  c)  Zwangskraft  in  2,  —  3E,  —  g),  geht  durch   den  Mittelpunkt,  also  Moment 

Null,  d)  Reibung  in  2,  Moment  rJ/^l-H^J,  e)  Reibung  in  3,  nach  — x  gerichtet, 

Moment  — rjg.  Der  Cylinder  ist  also  in  Ruhe,  wenn  jj  =  — J^j|H-t^|,  eine  neue 
Gleichung  für  die  neue  Unbekannte  $3,  die  wir  später  beleuchten.  Für  dst^ 
Gleichgewicht  des  Rechtecks  haben  wir  nach  der  obigen  Zusammenstellung  dir* 
Gleichungen 

P  "T~r 

Ji  +  q?  =  t'dl  +1)1),       &  :  5,  =  p'-r» :  '2pr, 

7  Gleichungea  für  6  Unbekannte,  woraus  eine  Kedingunj^.  Nach  Elimination  d«!r 
Zwangs-  und  Reibungskräfte  ergiebt  sich  diese  Bedingung  zu 

Damit  ist  die  eine  Grenzlage  des  Rechtecks  bestimmt  Eine  Grenzlage  mit 
negativem  e  giebt  es  nicht,  da,  wie  aus  der  Figur  zu  ersehen,  die  Reibung  immer 
eine  positive  ar-Componente  haben  muss.  Die  zweite  Grenzlage  ist  also  die,  bei 
der  die  Reibung  überhaupt  nicht  in  Anspruch  genommen  wird;  wir  erhalten  sie, 
wenn  wir  e  gleich  Null  setzen,  woraus  folgt  a  =  0  oder  r  =  0  oder  />  *=  cc.  Der 
Fall  r  =  0  ist  auszuschliessen,  so  lange  der  Kreis  ein  wirklicher  Kreis  sein  soll. 
Die  Gesammtlösung  fasst  sich  am  einfachsten  zusammen  in  der  Form 


P  =  +l/2-^±^rfl-r', 


wo  5  eine  Grösse  ist,  die  jeden  Werth  zwischen  0  und  e  haben  kann.  Das 
-H zeichen  gilt,  insofern  wir  p  von  vom  herein  positiv  gesetzt  haben.  Es  ist  nun 
a  eine  Function  von  r  und  p.  Betrachten  wir  die  Seite  (1,  2)  des  Rechtsecks 
als  Axe  der  5,  die  dazu  senkrechte  Seite,  welche  durch  1  geht,  als  Axe  der  ij, 
so  hat  der  Schwerpunkt   rles  Rechtecks  im  System  der  ?,  r^  irgend   zwei  Coonli- 
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Daten  £,  t].     Ist  9  der  Winkel,  den  die  Axe  der  \  mit  der  Axe  der  x  macht,  so 
ist  aus  der  Figur  sinA©  =  — -  ^i^^--,    cosi®  = — ,  also 

9in;p=  -  costp=  -,-— -^ 

und,  da  a  =  Scoscp  —  Yjsincp, 

Setzt  man  dies  in  Gl.  (1)  ein,  so  bekommt  man 

eine  Gleichung  4*«»  Grades  in  />,  die  zwei  positive  Wurzeln  hat.    Ist  die  kleinere 
von    diesen  pi,    die    grössere   ps,    so    liegt    ein    Gleichgewichtsbezirk    zwischen 

P  =  ~^-ifi-\-V^i*-^^^i  wo  a  =  0  ist,  und  pi:  ein  zweiter  Gleichgewichtsbezirk 

liegt  zwischen  p^  und  />  =  oc.  .  x 

Da  die  Fesselung  des  Rechtecks  einseitig  ist,  existirt  die  Nebenbedingung, 
dass  a  positiv  und  kleiner  als  p  sein  muss.  Ist  a  negativ,  so  dreht  sich  das 
Rechteck  um  1  und  stellt  sich  auf  die  kurze  Seite :  ist  a  >  />,  so  wälzt  es  sich 
über  den  Kreis  hinüber  und  legt  sich  auf  der  andern  Seite  desselben  der  x-Axe  au. 
Im  letzteren  Fall  braucht  man  übrigens  nur  den  Punkt,  mit  welchem  es  nunmehr 
die  Axe  der  x  berührt,  als  1  zu  bezeichnen,  und  die  Rechnung  gilt,  wie  vorher. 
Schliesslich  ist  noch  die  Gleichung  i,  =  —  j/j»  _)_  ^a  yu  beachten.  In  3  wirkt 
eine  Zwangskraft  J)s  die  beliebig  gross  gemacht  werden  kann,  wenn  man  die 
Masse  M  des  Kreises  vergrossert;  denn  'Qz  muss  offenbar  das  Gewicht  des  Kreises 
nebst  den  Kräften  —^  —  t)^  aufheben.  Eruirt  man  die  in  3  vorhandene  Rei- 
bung, indem  man  sie  gleich  £3%  setzt,  so  bekommt  man  den  Werth 


Setzen  wir  t^iMg-h^-i-^i)  =  Kja-HPlH-^*»  wo  k  eine  positive  Grösse   sei,  so 

zeigt  die  Gleichung  5C3  = —J^jj-h 9;,  dass  der  Antheil  k  nicht  zur  Geltung 
kommt.  In  der  That,  wenn  die  thätigen  Kräfte  die  Reibung  in  2  überwinden 
können,  so  kann  der  Kreis  auf  der  z-Axe  rollen;  seine  gleitende  Reibung  wird 
also  nur  zu  dem  Betrage  in  Anspruch  genommen,   wo  das  Rollen  verhindert  ist, 

d.  h.  bis  zum  Werth  V^l-ht)^:  darüber  hinaus  kommt  seine  gleitende  Reibung 
nicht  zur  Geltung,  weil  das  Rollen  nicht  durch  sie  behindert  wird.  Ist  der  Rei- 
bungscoefficient  in  3  klein  und  M  nicht  gross,  so  kann  umgekehrt  der  Fall  ein- 
treten, dass  eK3£J-l-ST>  ej(%4-5ösH-^)  wird.  Dann  wirkt  an  2  als  gleitende 
Reibung  nur  der  Antheil  h(Mg-^^-^t^),  der  Ueberschuss  wird  durch  Rollen 
unwirksam  gemacht,  und  man  erhält  einen  andern  Satz  von  Gleichungen,  den 
der  Leser  selbst  aufstellen  möge. 

3.  Kräfte  an  den  Ecken  eines  einfachen  Polygons  von  unveränder- 
lichen Seiten.  A^  B,  Cy  D, ,  ,  ,  .  seien  n  Punkte  die  in  dieser  Reihenfolge 
durch  starre  Stäbe  miteinander  verbunden  werden.  Sie  bilden  dann  ein  einfaches 
n-Eck.  Die  Stäbe  seien  um  die  Ecken  drehbar,  die  Winkel  des  Polygons  also 
veränderlich,  während  seine  Seiten  unveränderlich    sind.     Wir  werfen  die  Frage 
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auf:  wie  müssen  Kräfte  beschaffen  sein,  die,  auf  die  Ecken  des  Polygons  wir- 
kend, einander  bei  einer  bestimmten  Stellung  desselben  das  Gleichgewicht  halten  V 
Die  expliciten  Kräfte,  welche  an  den  Ecken  des  Polygons  angreifen,  seien 
f  ,  Q,  Ä,  S  .  . .  .  in  der  Reihenfolge  der  Ecken.  Jede  Seite  wird  von  beiden 
Enden  her  gedrückt  oder  gezogen,  und  diese  Druck-  oder  Zugkräfte  müssen  im 
Gleichgewicht  sein,    wenn    die  Seite    im  Gleichgewicht   sein  soll.     Daraus  folge, 

1)  dass  die  Druck-  oder  Zugkräfte  in  die  Richtung  der  Seite  fallen  müssen  (denn 
sonst  hätten  sie  an  ihr  ein  angebbares  Moment,  und  die  Seite  würde  sich  drehen) 

2)  dass  sie  einander  entgegengesetzt  gleich  sein  müssen. 

An  der  Seite  AB  wirkt  z.  B.  Ton  A 
Fig.  151.  her  eine  Kraft,    von  B  her  die  entge- 

gengesetzt gleiche.  Schneiden  wir  al'^'> 
die  Seite  irgendwo  bei  aß  durch,  und 
bringen  in  a  eine  Kraft  T\  in  ß  eine 
Kraft  —T'  an,  so  bleibt  das  Gleichge- 
wicht bestehen,  wenn  jT'  so  gross  ge- 
wählt wird,  dass  es  der  von  A  her  wir- 
kenden Kraft  das  Gleichgewicht  hält. 
Die  Kraft  T'  nennt  man  die  Span- 
nung (auch  Pressung,  wennJß  ge- 
drückt wird)  von  AB,  Ebenso  kann 
man  AD  irgendwo  in  a'S  durchschnei- 
den, in  ö  die  Spannung  T^,  in  a'  die 
Kraft  — T^  anbringen;    bei   passender  Grösse  von  7^  bleibt  das  Gleichgewicht 

erhalten.  Am  Punkt  A  müssen  dann  die  drei  Kräfte  P,  T\  — 7^  einander  Gleich- 
gewicht halten.  Entsprechendes  gilt  für  die  andern  Ecken.  Man  erhält  also  die 
Bedingungen: 

1)  Die  Kraft  P  liegt   in    der  Ebene  BAD,    die  Kraft  Q  an  ^   liegt  in  der 
Ebene  ABC  u.  s.  w. 


-^ 


Fig.  152. 


2) 


ny 


T' 


sin  PA  B 

r 

sinQBC 

'TU 


Hin  RCD 


sin  PÄD 

nnn 

sin  QBA~ 

HinRCB 
u.  s.  w.. 


sinD^a 

Q 

sin  ABC 

n__ 

sin  BCD 


wo   2'',  T'\  T"  ...  die  Spannungen  der  Seiten,  letztere  der  Reihe  nach  in  dem 
Sinn  von  A  über  B  nach  C  hin  positiv  gerechnet  sind.     Aus  (2)  folgt 


T  = 


sinPAD 


C^ 


sin  D AB 

ß  jv,^  _Q  ^nQBA 
I  ^  sin  ABC 


=  Q 


sin  OBC 

sin^ßC  ' 


^   sin RCD 

H  — 


[  7"  = 


sinRCB    _ 

"  sin  BCD 


sin  BCD  ' 

sin  SD  A 
sinCDA    ' 


u.  s.  w. 
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Durch  Multiplication  der  Gleichungen  (2)  folgt 

s'mPAD       sinQBA       sinRCB 


(3) 


sin  PAB       sinQBC       sin  RCA 


=  ±h 


wo  (las  -h zeichen  gilt,  wenn  die  Zahl  der  Ecken  gerade,  das  — zeichen,  Wenn 
sie  ungerade  ist.  Gl.  (3)  liefert  die  Richtung  der  letzten  Kraft,  wenn  die  aller 
andern  gegeben  sind,  Gl.  (2)  liefern  die  Grösse  aller  übrigen  Kräfte,  wenn  die 
einer  einzigen  willkürlich  angenommen  wird.  Man  kann  also  alle  Kraftrichtungen 
bis  auf  eine  und  zugleich  eine  Kraftgrosse  willkürlich  annehmen;  dann  ist  die 
Richtung  der  letzten  Kraft  und  die  Grosse  aller  bestimmt 

Anstatt  die  Richtung  der  letzten  Kraft  und  die  Grosse  der  übrigen  zu  be- 
rechnen, kann  man  sie  auch  durch  successive  geometrische  Construction  ermitteln. 
Man  nehme  z.  B.  die  Grösse  von  P  auf  seiner  gegebenen  Richtung  willkürlich 
an  und  zerlege  — P  nach  den  Richtungen  AB  und  AD,  Dann  hat  man  T'  und 
—  T^.  An  B  bilde  man  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonale  die  Doppelrich- 
tung von  Q  hat,  und  dessen  eine  Seite  — T'  ist.  So  erhält  man  — Q,  und  die 
andere  Seite  des  Parallelogrammes  ist  T".  Mit  — T"  bilde  man  an  0  ein 
Parallelogramm,  dessen  eine  Seite  — T''  ist  und  dessen  Diagonale  die  Doppel- 
richtung von  R  besitzt:  die  andere  Seite  ist  T'".  U.  s.  w.  Durch  successives 
Fortschreiten  von  Ecke  zu  Ecke  findet  man  schliesslich  jT^v— i,  und  dies,  mit  T^ 
usammengesetzt,  giebt  den  negativen  Werth  der  letzten  Kraft. 

Specialfall  des  ebenen  Vierecks.  Ist  das  Viereck  ABCD  eben,  so 
fallen   die   4  Kräfte  P, 

Q,  Ä,  S    offenbar    in  Fig-  l-'^S. 

seine  Ebene.  An  der 
Seite  AB  halten  sich 
die  Kräfte-  P,  Q,  —T"" 
und  T*'  Gleichgewicht, 
also  muss  die  Resul- 
tante von  P,  Q  in  die 
Resultante  von  —T"" 
und  T"  fallen,  d.  h. 
wenn  P  und  Q  sich  in 
Q,  CA  und  DB  sich 
in  1  schneiden,  &Ilt 
die  Resultante  von  P 
und  Q  in  Ql,  Ebenso 
fällt  die  Resultante  von 
R  und  ^  in  die  Gerade 
Q'l,  wenn  R  und  £r 
sich  in  12'  schneiden. 

Nun  müssen  femer  die  beiden  Resultanten  P^Q  und  R^S  einander  Gleich- 
gewicht halten,  weil  dies  der  Fall  sein  müsste,  wenn  das  ganze  Viereck  ABCD 
starr  wäre;  d.  h.  die  Geraden  Ü'S  und  iil  müssen  zusammenfallen.  Also  fallt 
ü'  in  Ö2.  Hiermit  ist  aber  die  Richtung  der  4*«»  Kraft  leicht  zu  construiren, 
wenn  die  Richtungen  der  drei  ersten  gegeben  sind.  Sind  z.  B.  P,  Q,  R  gegeben, 
so  hat  man  nur  den  Durchschnittspunkt  ü  von  P  und  Q  mit  2  zu  verbinden  und 


£L::::.... 
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den  Durchschnitt  Ü'  dieser  Geraden  mit  R  aufzusuchen.  Dann  ist  Ü*D  die  Doppel- 
richtungslinie von  S. 

Analog  wie  oben  wird  bewiesen,  dass  die  Durchschnittspunkte  <l>  und  <!>'  von 
Q  und  R  einerseits,  ^  und  P  andererseits,  auf  einer  Geraden  liegen  die  durch  ^'. 
den  Durchschnittspunkt' von  BÄ  und  CD  geht.  Die  4  Kräfte  P,  Q,  Ä,  6'  bilden  also 
im  Gleichgewichtszustande  ein  Vierseit,  welches  durch  die  Ecken  von  AB  CD 
geht  (welches  dem  Viereck  ABCD  umschrieben  ist)  und  dessen  Diagonalen  itU\ 
OO'  durch  die  Ergänzungsecken  des  vollständigen  Viersei ts^ßC/>22'  geben. 

Um  die  Grösse  von  Q^  R,  S  zu  finden,  wenn  die  von  P  gegeben  ist  oiU  r 
wfllkürlich  angenommen  wird,  braucht  man  nur  zu  bedenken,  dass  je  drei  der 
Kräfte,  auf  die  vierte  projicirt,  eine  Projectionssumme  ergeben  müssen,  die  gleich 
der  negativ  genommenen  vierten  Kraft  ist.     Es  ist  demnach 

Qcos  PQ-i- R  cos  PR-^Scoa  PS  =^  — ^,       R  cos  QR-hS  cos  QS-hPci}äQP=  — Q, 

*S'cos  RS-i-  Pcos  P/2  -f-  Q  cos  QR  =  —R, 

woraus  sich,  da  die  Cosinus  bekannt  sind,  die  Grössenverhältnisse  RiP,  QiP, 
S :  P  ergeben.  Dasselbe  lässt  sich  natürlich  durch  die  oben  angegebene  consecutivt^ 
Construction  geometrisch  erzielen. 

4.  Kräfte  an  den  Seiten  eines  ebenen  Vierecks.  Die  Seiten  de< 
ebenen  Vierecks  ABCD  seien  unveränderlich,  die  Winkel  veränderlich.  An  den 
vier  Punkten  F,  Ö,  H,  /,  welche  der  Reihe  nach  auf  den  Seiten  AB,  BC,  CD,  DA 
liegen,  greifen  4  Kräfte  P,  Q,  i?,  <S  au.  Die  Kräfte  sollen  im  Gleichgewicht  sein. 
Man  kann  dann  P  in  2  parallele  Compouenten  an  A  und  B  zerlegen,  ebensu 
Q  in  zwei  parallele  Componenten  an  B  und  C  u.  s.  w.  Bei  leicht  ersichtlicher 
Bezeichnung  müssen  also  die  Kräfte  Pa^Sa  an  -4,  P6-+-Q6  an  ß,  Qc-^Ä«-  an 
C  und  Sd-hRd  an  D  im  Gleichgewicht  sein,  wodurch  die  Aufgabe  auf  die  vorige 
zurückgeführt  ist. 

5.  In  welcher  Gestalt  ist  ein  Parallelogramm  im  Gleichgewicht, 
wenn  an  seinen  Ecken  Kräfte  von  unveränderlicher  Grösse  in  der 
Richtung  der  Diagonalen  ziehen? 

6.  Ein  Parallelogramm  von  verän- 
derlichen Winkeln  ist  in  der  Mitte 
zweier  parallelen  Seiten  {F  und  ö) 
befestigt,  und  zwar  liegen  die  Be- 
festigungspunkte vertical  unterein- 
ander. An  einer  der  beiden  befestig- 
ten Seiten  ist  eine  schwere  Masse  m 
angebracht,  so  dass  der  Schwerpunkt 
derselben  unter  ihr  liegt;  auf  jede  der 
verticalen  S.eiten  wirkt  eine  verticale 
Kraft,  einerseits  P,  andererseits  Q~ 
Bei  welcher  Stellung  tritt  Gleichge- 
wicht ein?    (Tafelwaage.) 

1.  Wie  bewegt  siph  das  Parallelogramm 
der  Aufgabe  (6)  des  vorigen  Paragraphen,  wenn  keine  fremden 
Kräfte  wirken,  und  bei  horizontaler  Lage  der  Langseiteu  der 
Schwerpunkt  6'  vertical  zwischen  den  Befestigungspunkten  liegt? 


Fig.  154. 
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9  sei  der  Winkel,  den  die  Langeeiten  mit  der  Horizontalen  machen.  Aendert 
er  sich  mit  der  Schnelligkeit  ~,  so  dreht  sich  die  obere  Langseite  um  F,  die 
untere  um  O ;  ist  also  Ki  das  Trägheitsmoment  der  oberen,  Kj  das  der  unteren, 
so  ist  ihre  lebendige  Kraft  J  (Ä", -+- Äj)  f -—- j  .  Die  verticalen  Schmalseiten  blei- 
ben vertical,  drehen  sich  also  nicht,  sondern  werden  bloss  vorschoben;  ist  also 
m  ihre  vereinigte  Masse  und  /  die  halbe  Länge  einer  Langseite,  so  haben  sre  die 

lebendige  Kraft  ^''»t(-^)'.     Also  ist  T  ^  ^{Ky-hKi'h2Pm){^^)\     -|^   ist 

offenbar  — «sin 7,  wenn  »  den  Abstand  des  Schwerpunkts  von  F  bedeutet;  so- 
nach wird 

(K,  -h  /r,  H-  2lhn)  — ^    =-s  sin© 

die  Lagrange'sche  Gleichung  der  Bewegung:  letztere  ist  also  eine  Pendel- 
schwingung. 

Wie  modificirt  sich  die  Aufgabe,  wenn  ausserdem  noch,  wie  in 
31S  No.  6,  zwei  Zusatzkräft'e  P  und  Q  auf  die  Enden  der  Vertical- 
seiten  drücken? 

2.  Zwei 'schwe^re  gerade  Linien  A  und  B  sind  durch  ein  Gelenk 
miteinander  verknüpft,  dessen  Axe  ß  horizontal  ist,  ausserdem 
kann  sich  A  um  eine  zweite  Axe  a  drehen,  die  parallel  ß  ist.  Wel- 
ches sind  die  Bewegungsgleichungen  des  Systems? 

Es  sei  h  der  Abstand  aß,  m«  die  Masse  von  A,  m^  die  von  B,  K^  das  Träg- 
heitsmoment von  A  in  Bezug  auf  a,  Kb  das  von  B  in  Bezug  auf  ß,  s^  der  Ab- 
stand zwischen  a  und  dem  Schwerpunkt  von  A^  «^  der  zwischen  dem  Schwer- 
punkt von  B  und  ß,  endlich  <f  der  Winkel,  den  A,  und  ^  der  Winkel,  den  B 
mit  der  Verticalen  macht;  9  und  6  zusammen  bestimmen  offenbar  die  Lage  des 

Systems.    Aendert  sich  ©  mit  der  Geschwindigkeit  oder  9',  so  ist  die  leben- 

dige Kraft   von  A  gleich  ijST^cp'*.    Aendert  sich  4*  mit   der  Geschwindigkeit  6', 

so  hat  ein  Element  dm  von  B  1)  die  Geschwindigkeit  A^'  des  Punkts  ß,  2)  rela- 
tiv zu  ß  die  Geschwindigkeit  r^\  wenn  r  der  Abstand  zwischen  dm  und  ß  ist. 
Diese  beiden  Theilgeschwindigkeiten  machen  miteinander  den  Winkel  <l  — 9,  also 
ist  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  von  dm  gleich  (Ä9')*4-W)*-+-2Ä''«pVco8(tl~<p), 
und  somit,  wenn  k  die  Länge  von  B,  die  doppelte  lebendige  Kraft  von  B  gleich 

|[(A97-|-(rt!/')'4-2/ir(p'i|;'cos(i|;  — <p)]d«,    d.  i. 

Demnach  ist  die  doppelte  lebendige  Kraft  dos  ganzen  Systems 

6©'  =  (^,|-^-'"//*)?'-^"'/,^*Acos(4;-?p)•v 

di  ily)  =  (A'„-H»tA')<p"  +  »!*H'^^»s(i-9)4,"-.«,A.^a-'.sin(J— <p)(i'-<p'X 
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-  =  ir^4/'+w^Ä*^cos(.L— 9)9',     • 


ö^ 


Ö9 

dT 


=  »i^Ä*^sin(4;  — 9)©'^', 
—  —  m^Ä*,,8in(^  — 9)9'^];'. 


Die  Potentialfuüction  der  Schwere  am  Schwerpunkt  von  A  ist  — 9^a^a^^^^''  ^^^^ 
Anfangspunkt  ß  von  B  liegt  um  den  Betrag  Acostp  unter  a,  der  Schwerpaukt 
von  B  also  um  Acos^p-hÄ^cost);,  also  ist  die  Potentialfuüction  der  Schwere 

— ^  [*"a  *a  <^<^s  ^  "*"  ^h  (*  ^^^  ?  -h  »fc  cos  ^b)], 
woraus 

Die  Lagrange'schen  Gleichungen  sind  also 

=^ —9  («rt»aH-"»6  *)  sin  ®, 

Die  Gleichungen  sind  nicht  integrabel,  lassen  sich  aber  benutzen,  um  ein- 
zelne practische  Fragen  zu  erledigen.  Z.  B.  die  Frage:  Unter  welchen  Umstän- 
den können  beide  Linien  zusammen  wie  ein  starre«  Pendel  schwingen,  so  da^b 
^  —  9  stets  Null  ist?  Soll  das  der  Fall  sein,  so  müssen  beide  Gleichungen  unter 
der  Voraussetzung  9  =  •I'  identisch  sein.    Sie  reduciren  sich  dann  auf 

Also  muss  sein 


»i  8„  -{-  tn.  k  JH.  s. 

a  o.         o  00 

Wäre  -4  allein  gegeben,    so  würde  es  eine  gewisse  Pendellange  la  um  a  haben, 
und   es    ist   =  l„ :   ebenso  ist    die  Pendellänge,   womit  B  um    den   fej-t 

gedachten  Punkt  ß  schwingen  würde    :  führt  man  dies  ein,  so  erhält  man 

^b'b 


^b 

Ist  - —  klein,  so  hat  man  näherungsweise  U — k  =  A,    d.  h.  die  beiden  Körper 


Heweguugsprobleme. 
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Figr.  155. 


schwinofen  zusammen,  als  ob  sie  starr  verbunden  wären,  wenn  die  Differenz  ihrer 
Pendellängen  gleich  dem  Axenabstand  ist.  Mittels  dieser  Rechnung  hat  Veit- 
mann erklärt,  wosshalb  die  Kölner  Kaisergloeke  sich  nicht  läuten  lassen  wollte. 
Der  Klöppel  schlug  nicht  an,  weil  die  Glocke  so  aufgehängt  war,  dass  la — k  = 
1,02A  war. 

3.  Poggendorff\s  Fallmaschine.  Eine 
schwere  Leiste  ACB  ist  in  ihrem  Mittelpunkt  un- 
terstätzt; liegt  sie  horizontal,  so  liegt  ihr  Schwer- 
punkt im  Abstände  a  senkrecht  unter  C.  Ueber 
C  und  B  ist  ein  Faden  gezogen,  an  dem  zwei 
schwere  Massen  p  und  7  hängen,  ausserdem  ist 
g  durch  eine  Masse  </',  die  gleich  p  ist,  in  A 
für  den  Fall  der  Ruhe  äquilibrirt.  Welches  sind 
die  Bewegungsgleichungen  des  Systems,  ins- 
besondere in  welcher  Stellung  bleibt  AB  in 
Ruhe? 

Die  Masse  von  AB  sei  m,  ihr  Trägheitsmo- 
ment K,  CB=:  CA  =  l,  <p  der  Winkel,  den  AB 
mit  der  Horizontalen  macht,  positiv,  wenn  B  un- 
terhalb C  liegt;  die  Fadenlänge  zwischen  C  und 
p  sei  X,  die  zwischen  B  und  7  ist  dann  k  —  X,  wo  k  eine  Constante.  Die  Masse 
von  p  sei  mit  />,  die  von  7'  und  7  mit  7  bezeichnet,    p  bewegt  sich  mit  der  Oe- 

schwindigkeit  -r— ,  seine  lebendige  Kraft  ist  also  i^X'-.     Hat  die  Linie  die  Win- 


dt 


d9 


kelgeschwindigkeit  --,— >  so  ist  ihre  lebendige  Kraft  iÄ'^p'*^,  die'von  7'  ist  ^7/^9'*; 

die  Geschwindigkeit  von  7  (von  pendelnden  Schwingungen  um  B  wird  der  Ein- 
fachheit wegen  abgesehen)  setzt  sich  zusammen  aus  1)  der  Geschwindigkeit  Z^' 
des  Punktes  ß,  '2)  der  vcrtical  abwärts  gerichteten  Geschwindigkeit  — X',  mit 
welcher  7  relativ  gegen  B  sinkt:  beide  machen  miteinander  den  Winkel  «p,  also 
ist  das  Quadrat  ihrer  Resultante  P'^''^-\-V^ — 2/X'cp'cos©.     Somit  ist 

2r=ir©'2-h27/2<p'2-f.(pH-7)X'2— 27/cos'fXy, 
-^  =  (K-h2qP)^'-qlcos^K    -  ^|^  =  -7/sfti?XV, 


ir  O  =  (^-^27/0  -Jf -4-7/sin9X'9'-7^cos'f 


dt    \  d^ 


dC^ 

-,-  =  (/?-h?)X'— 7/COSCP9',      -:rr-  =  0. 


df' 


Die  Tiefen  unter  C,  in  welchen  sich  die  Schwerpunkte  der  verschiedenen  Massen 

befinden,  sind: 

für  m  .  .  .  acoscp 

für  7'  .  .  .  — /sin^p 

för  /?    ...  X 

für  7    ...  /sincp-hÄ: — X. 

Die  Potentialfunction  der  Schwere  ist  also 

— ^(TOacoscp-h/}X-f-7(^' — X)). 


960  Verbindungen  mehrerer  starren  Gebilde. 

Also 

dU                          .                     '^U  .   r  ^ 

—  -  — -  =  —  ma^sin<p, 7^^-  =  -hip—q)ff. 

Somit  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung 

~dt  [(^-+-9)^  —  <?/cos<p9']  =  {p  —  q)9' 
Die  zweite  Gleichung  giebt  unmittelbar  ihre  beiden  Integrale 

mit  der  Integrationsconstante  Null,  wenn  man  annimmt,  das  ganze  Systt'm  >ei 
zu  Anfang  in  Ruhe  gewesen,  und 

(p-hq)\  —  qisin(f  =  i(p  — 9)^/^-f-const. 

Fuhrt  man  die  Differentiation  in  der  zweiten  Bewegungsgleichung  auä  und  sub- 

stituirt    ---.^    in  die  erste,  so  erhält  man 

(k+2,P-  ^'^^^y'  )  -g|-  +  -?!fLcosysiny  (A)'_  _^    cos?  (p-,), 

=  —  mo^sin^. 

«Po 

Damit  also  der  Balken  ABC  in  Ruhe  bleibe,  muss  diese  Gleichung  für  — -:     =  0 

und    -—-  =  0  gelten,  d.  h.  es  muss  sein 

tangQ  =  - — —-  -^• 
*         P'^Q      **"* 

AGB  bleibt  also  nur  dann  in  horizontaler  Lage,  wenn  p=  q,  d.  h.  wenn  da:» 
ganze  System  im  Gleichgewicht  ist;  im  andern  Falle  senkt  sich  B,  wenn  p  >  7, 
und  steigt,  wenn  p  <  q  ist.  Zugleich  wird  (p-hq)^'  =  (p  —  q)9U  wenn  9'  Null 
ist,  d.  h.  die  Massen  p  und  q  bewegen  sich  wie  bei  der  Atwood^schen  Fallma- 
schine, wenn  der  Balken  ACB  von  vom  herein  in  seine  Gleichgewichtsstellung 
gebracht  wurde. 
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Absolutbediugungen.    364. 
Abstandsquantität.     426. 
A metrische  Mannigfaltigkeiten.     571. 
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Momentancentrum.     681. 
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Parameter.    595. 
Parallel.    7. 
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Pressung.    954. 
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stemcoordinaten.    373. 
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Radialbeschleunigung.  80. 
Radialgeschwindigkeit  45. 
Raum,  beweglicher.    530. 

—  ruhender.    530. 
Reciprocalität.    639. 
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Rollcurve.    681. 
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Spannung.     954. 

—  der  Fessel.     184. 
Stabilität     237. 

Stoss,  unelastischer.    897. 

—  elastischer.     899. 
Strecke.    6. 
Streckenabscisse.     10. 
Summen,  geometrische.     13,  17. 

—  heteraptische.     568. 
Systemcoordinaten.    377. 

Tangentialbeschleunigung.    77. 
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Trägheitsellipsoid ,  Poinsot'sches.     505. 

—  Binet'sches.    515. 

—  reciprokes.     510  und  517. 
Trägheitsmomente.    501. 
Trägheitsradius.    502. 
Trieb.    438. 

Trochoiden.    730. 
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Vectorenkreuz.    576. 
Vectorenpaare.    552. 
Yectorpotential.    468. 
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Verschiebung.    538. 
—  ihr  Vector.    534. 
Virial.    293. 
Virtuell.    255. 
Virtueller  Goefficient. 


638. 


Wechselgeschwindigkeit  des  Momentan- 
centrums.   701. 

—  der  Momentanaxe.    807,  877. 

—  tangentiale  und  normale  Componente 
derselben.    813. 

Wendekreis,  Wendepol.    710. 
Winkelbeschleunigung.    80. 


Winkelbeschleunigung     beim     starren 
Korper.    653. 

—  ihre  Axe.    700,  811. 
Winkelgeschwindigkeit.    45. 

—  eines  Korpers.    68,  650. 
Winder.    635. 
Windung.    633. 

Zusammengesetzte  Centripetal-  u.  Cen- 

trifugalkraft.    302. 
Zwangsbeschleunigung     und     Zwangs- 

kräfte.     182. 
Zwangsdyname.    656. 


Vor  dem  Gebrauche  bittet  man  folgende  Druckfehler  zu  verbessern: 

S.  624  letzte  Zeile  statt  „Tetraeder"  lies  «6  fache  Tetraeder**. 

S.  633  Zeile  17  y.  o.  hinter  „5  in  einer  Geraden**  fehlt  das  Zeichen  I?,  wel- 
ches zur  Auflösung  des  in  dem  Satz  enthaltenen  Widerspruches  auf- 
fordern soll. 

S.  648  Zeile  7  y.  u.  statt  «Coordinatenzahl**  lies  „Ooordinatenwahl**. 

S.  689  Zeile  2  v.  o.  statt  —  am  Ende  der  zweiten  Gleichung  lies  —  • 
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Litteraturübersicht. 


1)  Allgemeines.     Dem  Leser   sei  zunächst  die  Bearbeitung   einer  Aufgaben- 

sammlung empfohlen.  Das  beste  Buch  dieser  Art,  Jullien's  Problemes 
de  mecanique  rationelle,  ist  leider  seit  Jahren  vollständig  vergriffen.  AI« 
deutsche  Sammlungen  sind  zu  nennen  Fuhrmann  (Leipzig  1887)  und 
Kraft  (Stuttgart  1884/85).  Zahlreiche  brauchbare  Aufgaben  finden  sich 
auch  in  Routh's  Treatise  on  the  dynamics  of  a  System  of  rigid  bodies; 
(London  1883/84,  I  The  elementary,  II  the  advanced  part). 

Zur  weiteren  Ausbildung  ist  vor  allem  aufmerksam  zu  machen  auf  Ja- 
cob is  Vorlesungen  über  Dynamik  (herausg.  v.  Lottner,  Berlin  1884), 
so  wie  auch  auf  das  Original  von  Lagrange's  mecanique  analytique 
(Ausg.  von  Bertrand,  Paris  1853 — 55). 

Die  im  vorliegenden  Buch  nicht  behandelte  Theorie  der  Deformation 
findet  sich  in  fasslicher  Kürze  bei  W.  Voigt,  Elementare  Mechanik  (Leipzig 
1889),  specialisirter  in  Kirch  hoff  s  Mechanik  (Leipzig  1877).  Viel  werth- 
volles  Material  in  Thomson  u.  Tait,  Theoretische  Physik,  deutsch  von 
Helmholtz  und  Wertheim  (Braunschweig  1873/74).  Siehe  femer  die  spe- 
ciellen  Lehrbücher  über  Elasticität  (Clebsch,  franzosische  Ausgabe  mit 
Noten  von  St.  Venant)  und  Hydrodynamik. 

2)  Zu  den  physikalischen  Grundlagen  der  Mechanik  vergl. 

C.    Neumann,    Heber    die   Principien    der    Galilei -Newton'schen 

Theorie.    (Akad,  Antrittsrede,  Leipzig  1870.) 
Streintz,    Die  physikalischen  Grundlagen  der  Mechanik  (Leipzig  1883). 

3)  Zur  Bewegung  auf  Curven. 

Ohrtmann,  Das  Problem  der  Tautochronen,  Prog.  d.  Realschule,  Vor- 
schule und  Elisabethenschule  zu  Berlin,  1872,  wo  sich  die  ältere 
Geschichte  und  Litteratur  des  Problems  findet.  Fortgesetzt  ist  die- 
selbe von 

F.  Amodeo,    Monografia  delle  curve  tautochrone,  Avellino  1883. 

Ueber  Tautochronen  mit  Reibung  siehe  R.  Hoppe  in  Scblömilchs 
ZS.  f,  Math,  und  Phys.  XIV,  382,  Darboux  im  Bull,  de«  sc.  matb. 
(2)  III,  484,  und  Häton  de  la  Goupilliere  in  den  Mem.  de  diver:^ 
savants  XXVII,  S.  1. 

4)  Zur  Bewegung   auf  Flächen.     Zum    sphärischen  Pendel   siehe  den  Art. 

Raumpendel  in  Hofmann's  math.  Wörterbuch,  so  wie  die  meisten  neueren 
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Lehrbächer  der  elliptischen  Functionen.  Das  sphärische  Pendel  mit  Luft- 
widerstand ist  Yon  Resal  in  den  Comptes  Rendus  LXXVIII,  1449  be- 
bandelt. Zur  Bewegrang  auf  Flächen  überhaupt  siehe  Stack el  »Ueber  die 
Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Fläche**,  Dissertation,  Berlin  1885  und 
Padova  in  Battaglinis  Giomale  VIII,  90.  Zur  Erweiterung  des  Begriffs 
Bedingung  A.  Voss:  Ueber  die  Differentialgleichungen  der  Mechanik, 
Math.  Ann.  XXV,  258. 

5)  Zum  Virial.    Den  Begriff  hat,  ohne  ihn  so  zu  benennen,  Schweins,  über 

Fliehmomente,  in  Grelle  J.  XXXVIII,  77  benutzt.  Der  Virialsatz  wurde 
aufgestellt  von  Clausiusin  Pogg.  Ann.  CXLI,  124, 1870.  Weitere  Mitthei- 
lungen desselben  Autors  finden  sich  in  Gott.  Nachr.  1871,  600  (Pogg. 
Ann.  Jubelband  411)  und  Comptes  Rendus  LXX,  1314.  Siebe  auch  Grin- 
wis  in  Archives  neerlandaises  XIX,  461. 

6)  Zur  Relativbewegung.    Die  grundlegende  Abhandlung  ist  Coriolis'  Me- 

moire sur  les  ^quations  du  mouvement  relatif  des  systemes  de  corps  in 
Joum.  de  Tee.  polyt.  XV  (Heft  24),  142.  Fernere  Beiträge  von  Belang 
lieferten  P.Gilbert,  recherches  sur  les  mouvements  relatifs  in  Ann.  soc. 
scientif.  de  Bruxelles,  III,  Seite  58,  71  und  81  und  Eamerling  Onnes 
im  Nieuw.  Archiv.  V,  58  und  135  (holländisch),  wo  eine  eingehende  Un- 
tersuchung über  das  Foucault'sche  Pendel  gegeben  ist.  Siehe  auch  Samter 
über  das  Gauss'sche  Pendel  in  Hoppe's  Archiv,  (2)  IV,  1.  Die  Rinzelpro- 
bleme  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  sind  im  Text  nach  Page 
(Nouv.  Ann.  de  math.,  (2)  VI,  97,  387  und  481,)  Bour  (Liouville  J.,  1863) 
und  Resal  (Nouv.  Ann.  (2)  XI,  348,  433,  nicht  frei  von  Rechenfehlem) 
gegeben.  Vergl.  femer  H.  Bruns  in  Math.  Ann.  XXII,  296,  wo  die  Rei- 
bung an  der  Erdoberfläche  in  Betracht  gezogen  wird. 

7)  Zu  den  variativen  Principien. 

a)  Das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  wurde  von  Maupertuis 
als  angeblich  metaphysischer  Grundsatz  aufgestellt,  erhielt  aber  seine  feste, 
rein  mathematische  Formulimng  durch  Euler,  1744,  im  zweiten  Zusatz 
zu  der  Schrift  Methodus  inveniendi  lineas  curvas  maximi  minimive  pro- 
prietate  gaudentes.  Zur  Geschichte  desselben  siehe  Mayer  „Geschichte 
des  Principes  der  kleinsten  Action",  Leipzig  1877,  und  v.  Helmholtz  in 
den  Sitzber.  d.  Berliner  Academie  1887,  225. 

b)  Das  D'Alembert'sche  Princip  wurde  von  seinem  Urheber  1742 
in  einem  besonderen  Memoire  an  die  Pariser  Akademie  aufgestellt,  und 
von  Lagrange  in  der  mec.  anal,  zum  Ausgangspunkt  der  Dynamik  er- 
hoben. 

c)  Das  Hamilton^sche  Princip  wurde  von  Hamilton  in  zwei  Essays 
,on  a  general  method  in  dynamics**,  Phil.  Trans.  1834  Th.  II,  247  und 
1835  Th.  I,  95  aufgestellt.  Siehe  dazu  ausser  Jacobi's  Vorlesungen  eine 
Reihe  von  Noten  Bertrand's  in  Comptes  Rendus  XXXII,  709,  XXXIV, 
636  und  XXXV,  698,  J.  J.  Müller  in  Pogg.  Ann.  CII  105,  Lipschitz 
„Sätze  aus  dem  Grenzgebiet  der  Mechanik  und  der  Geometrie^  in  Math. 
Ann.  VI,  416,  Weinstein  in  der  schon  im  Text  citirten  Abhandlung 
Wied.  Ann.  XV,  Helmholtz  über  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  in 
Crelle  J.  C,  137  und  213. 
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d)  Gauss*  Princip  des  kleinsten  Zwanges  ist  aufgestellt  inCrelle's 
J.  IV,  232.  Siehe  dazu  Scheffler  in  Schlömilch's  Z.S.  III  197  und  Räch- 
maninoff  ebenda  XXIV,  206. 

e)  Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  wurde  toq 
Job.  Bernouilli  ausgesprochen  und  von  Lagrange  zum  Fundamental - 
satz  der  Mechanik  erhoben,  indem  er  das  d'Alembert^sche  Princip  aus  ihm 
ableitete.  Gauss  gab  in  der  oben  unter  d)  citirten  Abhandlung  eine  For- 
mulirung,  die  auch  den  Fall  einseitiger,  nicht  immer  wirksamer  Fesseln 
umfasst. 

f)  Maximum-  und  Minimumprincipien  für  momentane  Im- 
pulse sind  von  Euler- Lagrange  mit  Verallgemeinerung  von  Delaunay 
und  Bertrand  (Noten  zur  mec.  analyt),  so  wie  von  Sir  W.  Thomson 
aufgestellt.  Die  übersichtlichste  Zusammenstellung  findet  sich  in  Routh's 
oben  citirter  Dynamik,  elementarer  Theil  Seite  296;  siehe  auch  Thomson 
und  Tait  Bd.  I,  S.  213ff.  der  deutschen  Uebersetzung. 

8)  Zur  Potentialtheorie.    Grundlegend  sind   der  im  Text  Seite  464  citirte 

Essay  Yon  Green  und  die  Abh.  v.  Gauss  „Allgemeine  Lehrsätze  in  Be- 
ziehung auf  die  im  yerkehrten  Verhältniss  des  Quadrates  der  Entfernung 
wirkenden  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte**  (Resultate  der  magneti- 
schen Beobachtungen  für  1836,  Sep.  Leipzig  1840).  Eine  treffliche  Mono- 
graphie ist  Clausius  „die  Potentialfunction  und  das  Potential*  (Leipzig 
3.  Aufl.  1877).  Der  Dirichlet'sche  Satz  findet  sich  in  Grelle  J.  XXXII, 
80.  Die  Laplac ersehe  Gleichung  ^^V  =  0  steht  im  2t«»  Buch  der  m^c 
Celeste  §  11,  die  Poisson'sche  im  Bull,  de  la  soc.  philomatique  III,  368. 
Siehe  ferner  Neu  mann  in  Math.  Ann.  III,  424,  Kötteritzsch  in 
Schlomilchs  Z.S.  XVII,  232,  257  und  XVIII,  252,  XX,  342.  Für  manche 
in  den  letzten  Jahrzehenden  behandelte  Specialaufgaben  sei  auf  die  Fort- 
schritte der  Mathematik  verwiesen.  Zur  Potentialfunction  des  Eilipsoides 
siehe  Laplace  in  Mem.  de  TAc.  des  sciences  1782,  und  das  dritte  Buch 
der  mecanique  Celeste,  Gauss,  theoria  attractionis  etc.  in  Gomment  Goe- 
ting.  recentiores  Bd.  II  (Werke  Bd.  V).  Legendre  (Mem.  des  sav.  etran- 
gers  X,  auch  im  traite  des  fonctions  elliptiques),  Chasles  im  Joum.  de 
Tecole  polyt  cah.  XXV,  in  Comptes  Rendus  VI,  902,  und  in  Liouvilles 
Journal  Bd.  V,  Dirichlet  in  den  Abh.  der  Berliner  Akademie  von  1839, 
(auch  in  Dirichlet 's  Vorlesungen,  herausg.  t.  Grube,  Leipzig  1876) 
endlich  Jacobi's  Brief  an  Liouville  in  Liouv.  J.  Bd.  XI. 

9)  Trägheitsmomente.     Die  Binet'schen  Momente  sind   in  Binet  .Memoire 

sur  la  theorie  des  axes  conjugues  et  des  moments  d'inertie",  J.  de  l'ec. 
polyt.  cah.  XVI  entwickelt,  das  Trägheitsellipsoid  in  Gauchy^s  exercices 
de  math.,  II,  93.  Siehe  auch  Schlömilch  in  den  Abh.  der  Leipziger 
Akademie  II,  377.  Der  Reye'sche  Satz  über  die  Ersetzung  eines  Körpers 
durch  4  Punkte  (nebst  einer  Verallgemeinerung  des  Begriffs)  findet  sich 
in  Schlömilch's  Z.S.  X,  433.  Ueber  Deviationsmomente  siehe  H&ton  de 
la  Goupilliere  im  Joum.  de  Pec.  polyt.  XXXVII,  über  das  reciproke 
Ellipsoid  Clebsch  in  Grelle  J.  LVII,  73. 

10)  Zur  Kinematik  der  Windungen,   zum  Dualismus  und  zur  allge- 

meinen Theorie  der  linienflüchtigen  Vectoren.    Grösaere  grund- 
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legende  Werke  sind  Mobius,  Der  barycentrische  Caicul  (1827)  und  ders. 
Statik  (1837),  Ghasles  Apercu  historique  sur  Torigine  et  le  developpement 
des  m^thodes  en  geom^trie  (Paris  1837  und  1875,  auch  deutsch  von  Sohncke, 
Halle  1839);  Poinsot  theorie  nouTelle  de  la  rotation  des  corps  (Einfüh- 
rung der  Kräftepaare)  in  Liouyille  J.  XVI,  9  und  289,  auch  sep.  Paris 
1852;  Plücker  Neue  Geometrie  des  Raumes,  Leipzig  1868.  Als  Sammel- 
werk ist  Resals  cinematiqne  pure  (Paris  1862)  zu  erwähnen.  Endlich 
Ball  theory  of  screws,  Dublin  1876,  nebst  den  späteren  Arbeiten  des  Ver- 
fassers deutsch  bearbeitet  yon  Gravelius,  Berlin  1890,  unter  dem  Titel: 
Theoretische  Mechanik  starrer  Systeme. 

Abhandlungen:  Mobius  über  die  Zusammensetzung  unendlich  kleiner 
Drehungen  in  Grelle  J.  XVIII.  Ghasles,  Note  sur  les  propri^t^s  generales 
etc.  im  Bull,  de  la  soc.  philomatique  von  1830.  Plücker,  fundamental 
views  regarding  mechanics  (Phil.  Trans.  GL  VI,  361.  Andeutungen  auch 
in  Phil.  Trans.,  Febr.  1886,  786  ff.).  Jordan  sur  le  mouvement  des  figures 
dans  le  plan  et  dans  Tespace,  Bull.  soc.  math.  de  France  I,  144.  Dar- 
boux  im  Bull.  sc.  math.  (2)  II,  333.  Mannheim,  Etüde  sur  le  deplace- 
ment  d^une  figure  de  forme  invariable,  J.  d.  Tee.  pol.  Gah.  XLIII,  57. 
Derselbe  in  Gomptes  rendus  LXX,  1215,  1259,  LXXII,  1096,  LXXVI, 
551,  653,  752.  Fiedler^  Geometrie  und  Geomechanik,  Züricher  Viertel- 
jahrsschrift 1876,  50.  Ghelini,  Sulla  composizione  geometrica  etc.  und 
Nuova  geometria  dei  complessi  in  Bologna  Mem.  2.  Serie,  X,  343  und 
3.  Serie  I,  125.  Zur  Gylindroidconstruction  siehe  Lewis  im  Messenger, 
IX,  1 — 5,  Glifford  in  seinen  Elements  of  Dynamics. 

11)  Speciell   zur  Bewegung  in  der  Ebene.     Ghasles  im  Bull.  d.  sciences 

math.  von  1830;  derselbe  in  Gomptes  rendus  XVI,  LI,  LH,  LXXX,  LXXXII. 
Zu  vielen  Sätzen,  die  von  ihm  ohne  Beweis  aufgestellt  wurde,  hat  Jon- 
quieres  in  seinen  m Klanges  de  geometrie  pure  (Paris  1856)  die  Beweise 
geliefert.  Brisse  in  Liouv.  J.  Serie  2  Bd.  XIX.  Schell  über  den  Be- 
schleunigungszustand  des  ebenen,  unveränderlichen,  in  der  Ebene  beweg- 
lichen Systems,  Schlömilchs  Z.S.  XIX,  185,  sowie  SchelPs  Mechanik 
2.  Aufl.,  Braunschweig  1879. 

Zum  Trochoidenproblem  siehe  Besant  in  Nouv.  Ann.  de  math.  zweite 
Serie,  X,  284,  324,  432,  474,  553  und  XI,  258.  Bresse  im  J.  de  l'ec. 
pol.  XXXV,  89,  Mannheim  ebenda  XXI,  177,  Gilbert  in  mem.  cou- 
ronnes  de  l'ac.  de  Brux.  XXX,  1. 

12)  Zur  Drehung  des   starren  Korpers  um   einen  festen  Punkt.     Eu- 

ler's  Theoria  motus  corporum  solidorum,  Rostock  1765,  mit  Zusätzen, 
Greifswald  1780.  Zur  Bestimmung  der  Lage  zweier  Goordinatensysteme 
gegeneinander  vergl.  Euler  in  Nov.  commentarii  ac.  petropolit.  XX,  196. 
Femer  Euler  Du  mouvement  de  rotation  des  corps  solides  autour  d'un 
axe  variable  in  den  Berliner  Memoiren  von  1758,  S.  154  (reproducirt  im 
Quarterly  Journal  Bd.  IX).  Lagrange's  Weiterbildung  des  Problems 
siehe  die  m^c.  analytique.  Dann  Jacobi  in  Grelle's  J.  XXXIX,  293  (Be- 
handlung in  Thetafunctionen),  Jacobi*s  gesammelte  Werke  II,  480,  520  ff. 
Lottner  in  Grelle  J.  L,  111  (Reducirt  das  Problem  auf  die  elliptischen 
Transcendenten ,   was  im  Titel  der  Abh.  angegeben  ist);    Weierstrass, 


